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摘 要

目前在非线性弹塑性力学计算中常用的经典非线性大变形理论由于内在的数学缺 点
,

当 变形

量与转动很大时
.

往往误差达到不许可的程度
.

本文采用作者的有限变形力学理论表述了增 量法
.

在作者与尚勇
、

谢和平联合研究的另二篇论文中
,

详细叙述这个新方法在工程中的应 用
,

结 果证

明从微小变形过渡到大变形
,

计算结果总是可以满意地符合实验
.

一
、

引 言

用数值方法求解物理非线性及几何非线性力学问题
,

目前较多应用增量法
.

但是由于所

用坐标描述法含混不清
,

往往带来不确定性
,

使得误差产生的原因难于掌握
.

本文 旨在根据作者的几何场论方法
,

从有限变形连续体力 学 角 度 考察一些基本理论问

题
,

并由功率形式的能量原理建立有限单元法的位移增量计算基本方程
。

在本文的论述中一致采用拖带坐标描述法
,

此种描述法在作者的著作〔1 〕中已有系统的

叙述
.

和 A rg y ti s 等人的自然描述法
‘“’t . ’相比

,

作者的方法在数学结构上较为合理
,

以下我

们简要叙述这种描述法的基础
。

二
、

拖带坐标描述法和S
一
R 定理

早在 1 9 2 5年
,

德 国力学家H en
o k y 已经指出要建立弹塑性大变形的应力

一
应变关 系必须采

用拖带坐标 ; 这样对于每一个拖带坐标系单元
,

质量与能量守恒定律可 以得到满足
。

设在三维欧氏空间E
“

中选定一个固定参考系X ‘.

一个物体B0 具有外表曲面C
.

今再选取

嵌含在变形体中的拖带坐标系二‘ (C o 一m o v in g e o o r d in a te sy s te m )
.

初始位形的物体B
。

中的

拖带坐标可以选取和X ‘同胚
.

在B
。

中任一点的基矢为 条
,

当物体点集变换后
,

B
。

, B
,

而

续
‘”g , ,

(2
.

1 )

g ‘== F I口
s ,

F I= 占{+
。‘
l

,
’

(2
.

2 )

F为变换系数矩阵
,

矿为位移矢量 u在初始位形基矢口
‘方向的分量

,

(}
,
)表示对尹 的协变导数

.

g ‘为变换后拖带系的基矢
.

S一R 分解定理证明
;
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图 2

“

给定一个物理可能的位移函数
,

此函数在变形体 内是单值连续
,

处处具有一阶导数
,

则

此运动变换总可 以分解为正交与对称两个子变换的和
,

正交变换体现点集之转动
,

而对称变换

体现点集之形变
” “ ’

此定理是Sto kes 在1 8 4 5年提出位移梯度分解为对称与反对称两个子 变 换 定 理的 正确推

广
。

按照S一R 定理定义了应变分量S }
,

在变形体中一点的平均整旋角 J 及转轴方向余弦 L {
.

这些量在工程计算中必须用它的物理分量表示
.

3a3b3c
O自,曰O乙了.、、

f
、‘了、、s ; = (u‘l, + 。‘

!万)/ 2 一L孟L今(i一
e o s沙)

沙= 士a r e s in [ 一。 ;0, 1〕
‘/ 2

L {= 叫 /
5 in ‘,

}
其中

。l兰 (
“‘
!

, 一 u ‘
l下)/ 2 (2

.

3 d )

口的正负号是按人为规定转动的正向选取的
.

而按st o ke s分解的结果
:

应变分量E {与转动分量。 {分别为

E }== (
u ‘
l

, + u ‘
l军)/ 2

, 。{= (。‘l
, 一“‘

l下)/ 2 (2
.

峨)

对于任意刚性转动
,

应变分量本应全为零
,

但按 (2
.

4) 计算却得出应变分量不全为零的结论
,

出现虚假应变
.

此种不合理的结论在新的应变分量定义已经消除
,

在 (2
.

3a) 公式中出现包含

转动方向余弦L }的项巧好消除虚假应变
,

得出在 刚性转动条 件 下
,

S {= 0 “
,

了= 1
,

2
,

3 ) 的

正确结论
.

如按照经典的有限变形G re e n
应变张量定义

:

〔。, 一

凌(
u o
. , + u ,

}
‘+ 。,

!
* 。“}, ) (2

.

5 )

对于刚性转动
, “J = 0 (‘

,

j= 1
,

2
,

3 ); 但在变形体 中一点整旋角的计算除 了 H oB
。 , H JI 。。 的

早期公式外
,

直今没有更合理的公式
.

事实上
,

公式(2
.

5) 是应变与转动的组合量
.

采用(2
.

5 )

式作为应变分量的不合理性
,

Bi ot 〔“ ’
很早就指出

.

如图 2 所示
,

当单向拉伸时
, 气,

作 为 应

变函数是不合理的
.

由曲线可 以看出
,

对于中等变形与转动
,

用公式(2
.

5 )和公式 (2
.

3a) 计

算结果基本相符
.

许多计算指明
:

当转动与变形很大时
,

经典 G r e
en 应变张戛将引起很大误

差
。

用公式 (2
.

3 )分析壳体大转动与大变形的几何可参见文献仁3 〕
.

为了便于了解有限转动的计算法
,

今以 圆柱体绕母线作刚性转动为例说明
.

取圆柱坐标
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系为固定系
.

位移矢量 u 沿初始位形 O
‘方向分解

:

u一 u ‘
自
‘
== u ,

自
, + u Z

吞
:
+ u s

口
3

u ‘= r
(
e o sa 一 z )

, 。2
= s in a

, u 3
= o

u l
三 u r 一 u Z

三 u e 一 u 3
三 u 名

上式中a 为转动角
.

在圆柱坐标系 (
r ,

0
, 之)中位移的物理分量为

遗
’

二 r (e o sa 一 i )
,
成“+ r s in a ,

跪
’
二刀

将 (2
.

的式诸代入 (2
.

3) 公式 (按物理分量计算) 求出

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9 )

夕: = o (‘
,

j== i
,

2
,

3 )

口” a ,
L ;

, L互: L 至= 一 1 : O : 0 }

图 3

上式中J为整旋角
,

在 圆柱体中各点均相 同
.

一般为点位置的函数
.

(2
.

1 0 )

如回柱体有形变 发 生
,

则 沙

三
、

大变形的能量原理
、

位移增量方程

当结构产生大变形时
,

外力与位移常呈非线性关系
,

而且边界随时间变动
.

因此
,

合理

的能量积分应 以瞬时位形的功率形式表达
.

作者在文〔4 〕中曾讨论了大变形能量原理
.

以下

我们应用势能原理来建立位移增量方程
。

设叫为定义在拖带系的应力分量
.

5 ;指应变速率
:

‘; 一 ; (
。‘
l,

, + v ‘
l,下,

(3
.

1 )

护 !}
J表示变形体中任一点的速度分量护对形变后拖带坐标系丫的协变导数

。

在本文中不考虑体矩的作用
,

应力是对称的
.

能量泛函的功率表达式可写成
:

‘一

{
a :‘: d“一

中
, ‘一d一 !

p“一d“

口 8 口

久

户

小甲
JE一

{
J ,· ,

’“d 口- 一d一丁
。j

‘
一d“

(3
.

2 )

上式中日指体积分
,

S 指面积分
,

扒为面力 (力/ 变形后面积 )
, Pf

‘为体力 (力/ 变形后体积 )
.

势能变分原理指明
: “

在一切满足速度
、

角速度与应变速率协调条件
:

。,
}}
‘== 亏; + 五;浮 (在口内) (3

.

3 )

和速度的表面条件
:

(石
‘

为给定速度值 )
v ‘== 。‘ (在 S

。

上)

的所有可能形变状态之中
,

条件者
,

使得泛函 j取驻值
:

dj
:

其真实应力状态满足运动方程
,

力矩应力平衡方程
,

(3
.

4 )

以及表面力

“一d一 {
、,

‘“一d“一 。

(3
.

5 )扒l
匀

{
。 , J(

·,
,“’““ -

表面 5: 5
。

U S
, .

(浮为平均整旋角速度
,

L ;为转轴方向余弦 )
. ”

(证明见〔2 」
,

[ 4力
.

假设在数值计算过程中
,

第 n一 1步的应力 。

(”
{ 已求出

。

令第
作步 的应力为。 {

,

a ;二 “ ; + d {八t
哎” ) (” 一 1 2 (” 一 1 )

(3
.

6 )
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亡;指在拖带系中的应力增率
,
△t为时间增量

.

于是有

6 1 v J
!l
‘d口△t

(。 一 1夕 ( 砚 ) (3
.

7 )

�

!
J
风

叫
_

( ” 一 I J

”J

( ” )

‘d口十
r

l
J

风
一一口d沪叫b叫

rJ...g

上式中等号右边第一个积分可利用散度定理变换
,

并利用平衡方程
:

a 圣l}‘+ p f , == 0

及边界力和应力关系
:

J ;n ‘= P,

将 ( 3
.

7) 化为

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

l尺!
、

;{,}
·d“

g ,

、

八
) 澎
〔几

( p f‘) v ‘ d口
( ” 一 1 ) ( 介 ) ( 3

.

1 0 )!
风

十口d

在上式计算中
,

假设第 n 一 1 和第n步的位形变动足够小
,

以致表面法线方向转动变化对上式

右边第一个积分值的影响可略去
.

令

Ap ‘二 p ‘一 p ‘,

△(p f
‘) = p f

‘一 p f
。 ( 3

.

1 1 )
( 几 一 1 ) ( ” ) ( ”一 1 ) (一

l ) ( ” ) ( ” 一 l )

于是有

dj= 。 ;
( n 一 l )

d ( v , }1‘) d g 八t一

加
)

妙
一

l
“

叻
,
恻

“一 ”

g
.

( 3
.

1 2 )

r、..J岛

以下我们采用矩阵形式推导位移增量方程
。

因 笼。 } 速度列阵是代表在实时拖带系的分量
,

为计算方便
,

必须换 算 为 在 定系的分量

{犷 }
.

设在一个单元内的速度插值函 数为〔N 〕
,

节点速度分量为 {犷
“

}
,

{厂}= [N 〕{犷
o

} ( 3
.

1 3 )

{。犷/ a二 }二〔N 〕{犷
a

} ( 3
.

1 4 )

记{v l{}表示v J {}‘列阵
,

可以证明

{。 I!}= 〔户〕[可〕{犷
·

}= 〔, z{厂
·

}
( 3

.

1 5 )

〔F 〕代表( 2
.

2) 式中变换系数F {的逆矩阵
.

另一方面
,

在 ( 3
.

12 )式中须引入物性方程
.

这类关系在很多著作中已有详细讨论
.

在本

文中引用单附加参数的弹塑性增量与应力增量定律 (参见 【2〕
、

〔1 2〕)
·

增量物性方程可表达

为

{d }== [ H 〕{
。 !}}== 〔M〕{犷

a

}
,

[M〕= 〔H j[ J〕 (3
.

1 6 )

〔万〕为物性系数矩阵
,

实际上这些系数是塑性参数的变量
,

在各个加载步和卸载步都和当时

当地物理条件有关
.

联合 ( 3
.

1 5 )与 (3
.

1 6 )诸式得

}衅
“

吵‘At 一

丁
口

, :
贝

。

{AU
。

}, 〔J〕全〔H jr [ J〕占{犷
o

}d 口
(” 一 1 ) ( ”一 1 ) ( ” 一 1 ) ( ” ) ( ” ) (3

.

1 7 )

具中
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{犷
。

}△t = {△U
o

}
,

{U
a

}= {U
‘

} + 笼△U
“

} (3
.

2 5 )
(”一 l ) (”一 1 ) (” ) (” 一 1 ) (介一 l )

{△U
“

}为节点位移在定系的增量
.

在迭代计算中
,

公式 (3
.

1 7 )中的 [J 〕第 一次近 似以 〔门代
(” ) (” 一 1 )

之
。

将 (3
.

1 7) 公式代入 (3
.

1 2 )
,

又因表面力及体力之功砰
, ,

砰
了
可 以用矢量 内积在拖带 系或

定系的分量表示

牙
a

= P‘。‘= P ‘厂‘,

附
r= p f

‘v ‘= p F . 犷‘
(3

.

29 )

尸‘, p F ‘,
犷‘
均为在定系的分量

.

由此
,

我们有

!{
、
默

}7

黔嗯犷洲
“一

丁
‘
思

,

恕 da

口
。

S 仰

一

轰
‘△(; 纤)‘丫)““〕“‘长{‘一

”

(3
.

2 0 )

因创V
“

}为任意的
,

最后导出位移增量方程
:

[ K 〕{△U
a

}一 {
(”一 1 ) (” 一 l)

(

线 }一 {△ ( p F )}= 0
(, 一 1 ) (3

.

2 1 )

上式中定义

〔K 」三
(” 一 泣)

[ J」, 〔H 〕[ J〕d口
(一

l) (一
1 ) (”一 1 ) (3

.

2 2 a
)

户

!风

只
[ N 〕r {△P }d a

t

一 1 ) (一
l) (3

.

2 2 b )

、△(
恋

, ‘二

l
否2

月

〔N 〕, {A (PF ) }d口
(一

1 ) (一
1 ) (3

.

2 2 e
)

必须注意的是 以上计算以拖带系的实时位形为基准
,

实际计算时要用物理分量
.

求出的

位移增量是相对于固定系而言
,

已知总位移便可以确定总应变
.

从理论上说
,

一

几何场论方法解决字目前其他非线性程序所根据理论的一个难点—转动

与形变不协调问题
,

从而提供了一条新的可靠途径
.

应用本文方法建立的非线性大变形弹塑性力学平面问 题 解 算 程 序 已 由 尚 勇 和 谢 和

平 l“’〔‘“’完成
,

计算结果和实验符合甚好
,

内容将另文发表
.

四
、

结 束 语

以上方法在解决非线性大变形静态或似静态问题已取得比现有其他非线性程序较好的结

果
,

特别是当平均整旋角大时
.

再之
,

由于非线性问题的分歧多值性质 ; 在失稳条件下
,

如何处理此问题
,

有待进一步

探讨
。

在有限位移增量法的变分原理表述方面
,

前人已有一些有益 的 工 作
,

如 卞 学 铁 和 董

平 t‘“’〔‘毛’
等

。

本人初稿曾在张之勇研制的 N FA P 程序北京学术讨论会中宣读过 , 该会议的主

持人是北京工业大学张相麟教授
,

作者在此谨致谢意
.
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