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摘 要

在文中
,

我们从理论上证明了功的互等定理与位移叠加原理的等价性和与反力叠加原理 的 等

价性
.

这些等价性具有重要的理论价值和重要的实际价值
.

同时我们还指出
,

Cas ti g lian 。 位移方程也能用于求解变形体域内的位移
.

_ 注 ! 色
.

、 J . ‘斗

功的互等定理是一个经典性原理
,

在结构力学 中有着重要的应用
。

在文章〔3 〕中
,

我们初步地推广了功的互等定理 的应用
.

在文章〔4 〕中
,

我们则进一步

推广了它的应用
,

并且说明了功的互等定理与位移叠加原理的等价性
。

本文将从理论上证明
,

在单位载荷基本系统与实际系统之间应用功的互等定理时
,

则功

的互等定理等价于位移叠加原理而在单位位移基本系统与实际系统之间应用功 的 互 等定理

时
,

则功的互等定理等价于反力叠加原理
.

这些等价性具有重要的理论价值和重要的实际价

值
。

等价性的理论价值在于它们为进一步推广功的互等定理的应用提供了理论基础 , 丰富了

功的互等定理的 自身内容
.

原来从功的互等定理能够导出三个原理
,

而今却能导 出 五个 原

理
,

它们分别是位移互等定理
,

反力互等定理
,

位移反力互等定理
,

位移叠加原理和反力叠

加原理
。

等价性的实际价值在于
,

它们为求解矩形弹性薄板的弯曲问题给出了一个简便通用的方

法
.

其实际价值还在于
,

将有可能进一步推广功的互等定理的应用于解决其它问题
。

二
、

关于功的互等定理与位移叠加原理的等价性

取两个小变形的物体
,

我们假设它们的材料
,

尺寸及形状完全相同
.

其中之一是一单位

载荷基本系统而另一个为实际系统
。

该两系统的边界条件是彼此独立的而且该两系统均处于真实状态
。

对于单位载荷基本系统
,

一单位集中载荷沿某 一定方向被作用于变形体域内的一流动坐

标点 信
,

刀
,

亡)
.

符号 夕
, 二 ,

夕, , ,

夕, :
; u , , ” : ,

田 ;

和 。; , 石, ,
汤

,

分别表示由此单位集中载荷所引

钱伟长推荐
.
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起的表面力分量
,

位移分量和表面位移分量
.

对于实际系统
,

符号 F
: : ,

F Z , ,
F

Z :
, P

: x ,

P
: , ,

P
: :

和 反: , 石: , 汤 :

分 别表示 体积 力分

量
,

表面力分量和表面位移分量
.

符如形
, 行

,

幼 表永实际系统在点 (看
,

,
,

。 处沿单位集币载荷方向的相应位移
.

定理 1 在单位载荷基本系统与实际系统之间应用功的互等定理时
,

则功的互等定理等

价于位移叠加原理
.

在该两系统之间应用功的互等定理
,

我们得到

△
2

(:
,

。
,

; ) +

{{
。

(,
1·。2

+ ,
! , , 2 + ,

1 ·“ 2

)d“

一

I{{
;

(F
Z

二
:
+ F

: , 一 + F Z :

功文
, “V +

仃
。
‘p

Z·“1
+ p Z , ,

1
+ p

Z ·“ 1

, ““
(2

.

1 )

或把它简写为

A Z
(。

,

。
,

; )一

{丁I
; F么

·

D
l· d厂+

仃
。 p Z

·

,
! 卜d“一

仃
。p

l
·

”
2石d“

(2
.

2 )

对于单位载荷基本系统
,

据位移互等定理可知
,

由在点 “
,

叮
,

0 处沿 某一定 方 向作用

的第一单位集 中载荷在点 (二
,

夕
,

力 处所引起的位移 O : : (或石
, 。) 等于由在点 (x

,

y
,

劝 处沿

该点的位移方向作用的第二单位集中载荷在点 “
,

刀
,

动 处沿第一单位集中载荷方向所引起的

位移 。I; (或民
。

)
.

因此
,

式 (2. 2) 中的前两项分别表示由体积力和表面力在点 (雪
,

。
,

约处

沿第一单位集中载荷方向的实际系统的位移
.

又据位移反力互等定理可知
,

由在点 “
,

勺
,

口

处沿某一定方向作用的第一单位集中载荷在表面 (二
,

夕
,

z) 点处所引起的表面力 尸:
等于由作

用于表面点 (x
,

夕
,

力 处沿此表面力 P ; 方向的单位位移在点 “
,

刀
,

匀 处沿第一单位 集 中 载

荷方向所引起的分布位移强度 O丈的负值
,

于是式 (2
.

2) 可被写为

“2
(“

,

。
,

“)一

11{
; FZ

·

D : ·d犷 +

仃
。p

Z
·

, ; 吞d“ +

11
。D ;

·

”
, 。d“

式 (2
.

3 )右端的第三项表示由作用于表面上 (二
,

g
, : ) 点处的位移 瓦

。
在 “

,

。
,

0

一单位集中载荷方向所引起的位移
.

(2
.

3 )

点 处 沿第

于是我们证明了位移 △:
(占

,

刀
,

约 是由体积力
,

表面力和表面位移所引起的位移之和
,

这

也就是说
,

我们从功的互等定理导出了位移叠加原理
。

下面我们将从位移叠加原理导出功的互等定理
.

(即证 明定理的可逆性)

由 C a s tig lia n o
变分方程我们有

{{{
, ‘U

·
d 犷一

11
。
(“机 + , 助

, + 丽“
·

, ““ + “2
(“

,

“
,

“’“p
(2

.

4 )

这里 U
。

表示余能密度
. ‘

对于线性弹性体
,
我们有 U

。
= U

, ,

这里 U
,

表示势能密度
.

将 U
。

, U ,
代入方程式 (2

.

4) 中我们得下述方程

({!
占u , J : 一

{{ (。。,
二

+ 。。。, + ; 。。
,

)d。 + △
:

(:
,

。
,

“)“p

J J J F J J g
(2

.

5 )

把 U , 对 尸取变分
,

‘ +

会像护
+

一 (a ·

气 + 。 ,

一十 ”
·

’‘“
(2

.

6 )
;
苦JJe幻八�a

一一U
。O

这里 e 二 : , e , : ,

⋯表示由作用于点 “
,

刀
,

约 处的第一单位集中载荷 在点 (二
,

y
,

z) 处所引 起的应

变分量
·

将式 (2
.

6) 代入式 (2
.

5 )
,
注意到平衡方程

,

静力边界条件和应力应变关系并且应用

G r e e n
公式

,
则得
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{{I
; “u

,
d犷一

JIJ
, F

Z
·

D
l·“p “V +

11
。P

Z
·

”
1。“p d“

(2
.

7 )

方程式 (2
.

5 )右端第一项成为

打
。

(a

、 + ”、
, + 、”

·

)d“一

仃
。

(。
1

+ ”p , 】+ 汤p 一 ,‘d“
(2

.

8 )

这里 八
: ,

P , : ,

P
: :

表示由作用于点 (睿
,

刀
,

约 处的第一单位集中载荷在表面 上 (x
,

y
, 2

) 点 处 所

引起的表面力分量
。

将式 (2
.

7 )
、

(2
.

8 ) 代入方程 (2
.

5 ) 中
,

则得

A
Z

(“
,

,
,

“)一

{丁{
; F

Z
·

D
! ·d 犷 +

I丁
。 p

Z
·

”
I Od“一

{{
。 p l

·

”
ZO d“

(2
.

9 )

上式表示变形体表面的挠曲方程
。

为证明定理一的正确
,

首先必须证明方程 (2
.

的 也适用于

求解变形体域的内部位移
.

为此
,

我们假设
,

一集中载荷 尸沿某一定方向作用于 变 形 体域

的内部 “
,

刀
,

约 点处
,

如图 1 (a) 所示
.

无论如何
,

总可以从体中剖出一部分 I
,

如图 1 (b)

所示
,

并使此集中力 尸 刚好作用在部分 I表面上的 “
,

冲
,

约 点处
。

留下部分 I 示于图1 (
。

)
.

{{{{{口口 口口口口口口

(a ) (b )

图 1

变形体处于真实状态
,

在该体被分成 I和 I两部分后
,

C a stig lia n o 变分方程 (2
.

5 ) 于部分 I
,

贝11得

(e )

这两部分仍然处于真实状态
.

应

J仃
; :
占U

,
d厂一

11
。。

(一蜘
·

+ 一“p
! , + 叨‘

6Pa
·

, ““+ “2
(“

,

”
,

“’护

用‘

(2
.

1 0 )

并且应用方程 (2
.

5 ) 于部分 I
,

则得

{IJ
, :
。u

,
d厂一

仃
。。、 + ”、

, + 汤机,d“一

丁J
, 。

(一“”
2·

+ 一执
· + “”二 ,““

(2
.

1 1 )

将式 (2
.

1 0 )与式 (2
.

1 1 )相加
,

则得

丁{{
; 占U ! d厂一

11
。

(“机 + ””
, + 汤机 ,“。+ “2

(“
,

”
,

“, “p
(2

.

1 2 )

由于方程 (2
.

1 2) 和方程 (2
.

5 )完全相同
,

因此
,

我们 也能从方程 (2
.

1 2 )导 出 方 程 (2
.

的
。

因

此
,

方程(2
.

的不仅适用于求解变形体的表示面挠曲方程而且也适用于求 解变形 体域的内部

位移方程
。

比较方程 (2
.

的和方程 (2
.

3 )
,

则得

11{
, F :

·

(D
! , 一 D ‘· )‘厂+

仃
。 p

Z ·

(,
! 。一”: 。)d“一

丁{
。

(P : + o
, ;

)
·

”
2 。、。一。 (2

.

1 3 )

对于某一单位载荷基本系统
,

由于实际系统是任意的而且诸量 F : ,

P : ,

石
: 。
分别都是任意的和

独立的
, 于是我们得到
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D
l ,

== D f
。

D
l。

, O 石。

(二
,

夕

(丫
,

刀
(2

.

14 )

连宝
一

一

付一

l一厂口
�ZtZ卜、一习的

P
l
= 一 D至 ( ,

,

,
, 之
) ( 口 ( 2

.

1 5 )

式 (2
.

14 ) 通常被称为位移互等定理
,

而式 (2
.

1 5 ) 通常被称为位移反力互等定理
‘

再将式印
·

1 4 )和 ( 2. 1 5 )代入方程 (2
·

3 )中
,

则得方程 ( 2
·

2 ). 于是应 用 C “ S ti g li “” 。 变分

方程我们便证明了该定理的可逆性
.

三
、

关于功的互等定理与反力叠加原理的等价性

我们假定
,

变形体表面。 被分成两部分 口
: 和 日卜 均布的单位位移沿着 某一方 向 被作

用在表面 口
t

部分
.

符 号石
;。

表示在表面 口
:

部分由此均布的单位位移 所引 起的 位 移
.

符号

P
,

表示 由此均
.

布的单位位移在表面 口 上所引起的表面力
.

符号 O
: v
表示由 此 均布的单位位

移在变形体域 内所引起的位移
。

我们称此系统为单位位移基本系统
.

对于实际系统
,

符 号 P
: ,

表示在单位位移方向在表面 口
工

部分的表面 力 ; P
: -

一口
:
部分

的表面力 ,
石

2。

—
。 部分的表面位移

; F
Z

—体积力
.

定理 2 在单位位移基本系统与实际系统之间应用功的互等定理时
,

则功的互等定理等

价于反力叠加原理
·

在此两系统之间应用功的互等定理时
,

则得
\

I!
、 p

Z ld“ +

{{
。 :

p
Z ·

”
1‘d“ +

{{!
;

诊
2 ·

D
l·
d犷一

I丁
。p

l ·

”
2·d“

( 3
.

1 )

根据位移反力互等定理
,

D
I ;

= 一 R , v

O 、。= 一 R
: 。

则得

(二
,

,
, z
) ( 犷 + 口

;

(“
,

g
, z
) (口 } ( 3

.

2 )

根据反力互等定理
,

则得

p ; = R
,

( x
,

g
, 二
) (口 ( 3

.

3 )

这里 R l ,

表示由沿位移 口
, : 方向在变形体域内任意一点作用的单位集中载荷在 表 面 日

,

部分

沿单位位移方 向所引起的表面力合力
.

而 R : 。表示由沿位移瓦
。 方向作 用 于 表面 口

:
部分上

的任意
,

一点的单位集中载荷在表面 口 :
、

部分上沿单位位移方向所引起的表面合力
.

R ,

表 示由

沿表面力 P ; 方向在表面 口 上任意一点处的单位面积
_

L作用一单位位移在 表 面 口
,

部分沿单

位位移方向所引起的表面力合力
.

于是式 ( 3
.

1) 成为

{{
。1

P
Z ,“。一

11{
; F

Z ·

R
l·d V +

JJ
。2

P2
·

R I Od “ +

JJ
。R

l
·

”
2。““

( 3
.

4 )

式 ( 3
.

4) 即是反力叠加原理
.

现在我们应用 L ag
r a n g e 变分方程从式 (3

.

4) 导 出功的互 等 定 理
.

据 L ag ra ng e 变分方

程
,

则得

丁{{
, 占二

,

“V 一

丁{{
;
(F

Z·“· + F Z , 占· + F Z·“切, “厂 +

丁{
。
(”

2 ·
““+ p Z , “石 + , 2·“汤 , ““

( 3
.

5 )

将 U ,
, U

。

代入式 ( 3. 5 ) 的左端
,
并且假设在表面 口,

部分
_ _

仁沿某一定方向作用一 均布的位

移 △
,

于是有
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占U
。
二

这里 a 二 ; , a , 1 ,

瓮; 箭、
+

瓮; 瓷
““ +

一 (‘a 一 + e
声

, 1 + 二
”占“

(3
.

6 )

引起的应力分量
.

则得

表示由沿某一定方向在表面 月
,

部分作用一均布的单位位移 在 变形体中所

将式 (3
.

6 )代到方程 (3
.

5 ) 的左端并且经过类似于推导式 (2
.

7) 的推导
,

{}}
; “U

·

d V 一

丁{
。 p

l
·

”
2‘“八d“

(3
.

7 )

方程 (3
.

5 )右端第一项为

丁丁丁
;

(
F

Z一

乳
+ F

Z ,

雪父
+ F

Z ·

翌)
“八“F 一

{{{
。

F
Z

·

D
l·

d 八“厂
(3

.

8 )

而第二项成为

{丁
。

(
,

2·

言灸
+ ,

2 ,

;又
+ ,

2 二

北)
““d“一

{}
。 ,

p
2 1
“A d“+

}{
。 2

p
Z

·

”
! 。“A d “

(3
.

9 )

将式 (3
.

7 )~ (3
.

9 ) 代入方程 (3
.

5 ) 中
,

最后则得

11
。 , P

: 1
““

一丁丁I
;

F么
·

D
l·d 厂一

11
。 2

p
Z

·

”
1‘““ +

11
。 P

l
·

”
Z Od “

(3
.

1 0 )

式 (3
.

1 0 ) 和式 (3
.

1 ) 完全相同
.

比较式 (3
.

1 0 ) 和式 (3
.

4 ) 贝11得式 (3
.

2 )和 (3
.

3 )
.

于 是我

们应用 L a g r a n g e 变分方程证明了定理的可逆性
.

四
、

讨 论

OltZ

C
结构力学指出

,

可以从功的互等定理导出三个原理
,

而

上述两节又导出两个原理
,

于是可 以从功的互等定理导出五

个原理
,

它们是

( 1 ) 位移互等定理 , ( 2 ) 反力互等定 理 , ( 3 ) 位 移

反力互等定理 , ( 4 ) 位移叠加原理 ; ( 5 ) 反力叠加原理
。

文献〔2 〕给出了关于定理 ( 1 )~ ( 3 )的直梁问题的简单

说明
.

下面我们将给出关于定理 ( 4 )~ ( 5 )的直梁问题的简

单说明
.

问题 1 :

在作为实际系统的悬臂梁 〔图 2( a) 〕与 作为单

位载荷基本系统的简支梁 〔图2 (b )〕之间应用功的互等定理
,

则得悬臂梁的挠曲轴方程为

卜一
.

卜一一
‘

图 2

、
2
(; )一 {

‘、、 : (二
,

; )J二 + (
‘ 。、 : (二

,

: )J二一
处

2

兰、、(
二

,

; )l
+

亨
。

J O J 舀 ‘ “ 人 I 劣 . 0

上式表示
,

悬臂梁的总挠度等于由均布载荷 、
,

作用于悬臂梁左端的弯矩
专

q L
Z

和 悬臂梁有
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汗
二介州

端挠度所引起的三项挠度的叠加 (当然
,

挠度 占必须满足悬

臂梁左端转角为零)
.

问题 2
:

在作为实际系统两端固定的 梁 仁图 3( a) 〕和作

为单位位移基本系统的悬臂梁〔图 3(b )〕之间应用功的互等定

理
,

则得两端固定梁的左端垂直反力为

工

一 一~
,

, 了、
, ,

d
, , , 、

百 尸
R

,
= P W

。1

《畏
一

)一M 了
_

牙
。,

(戈 ) }
, + 1 g w

a ,

(x )d x

“月
一“

r 。‘

\3 /
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