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摘 要

本文利用 【3 〕所提出的方法讨论了粘弹性杆的几种线性和非线性问题
.

对于线性情形
,

【1 〕

的结果在这里得到较为初等和简明的印证
,

同时还论述了有阻尼项的线性问题和有非线 性 强迫作

用项尸沪 的幂非线性问题
,

从而建立了一些新的结果
.

一
、

引 言

G 盯ti n 等在〔1 〕中用准静态理论讨论了粘弹性杆的线性固有值问题
:
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其中 u 是杆在点 戈 的切线与未变形时的杆轴 (取为 x 轴) 的交角 ; 几为杆的内损耗函数
,

假

定是连续和小于零的
。

他们证明了这个问题有非可列无限个依赖于 才的 固 有 值 尸(t), 而对

任何常数值 尸
,

问题 (1
.

1) 只有零解
““ O

。

G ur ti n
等还在〔2] 中提出了相应于 (1

.

1) 的非线性固有值问 题 (换 尸“ 为 尸s inu )
,

留待

解决
.

柳训明和陈庆益在〔3] 中提 出了一种解决途径
,

并对这个非线性问 题 宣 布 了第一个结

果
,

而有所不同于线性情形
,

即 :
(1

.

1) 的相应非线性问题既可有非可列无限个 依 赖 于 公的

固有值 尸(t)
,

也可有非可列无限个常数固有值
.

〔3 〕中所用方法对
sin 。 是不妥当的

,

已另有补充论证
〔“

,

但〔3〕仍可用于线性和幂非线

性的情形
·

本文应用这个方法讨论一些类似问题
,

首先从问题 (1
.

1) 开始
,

与〔1j 中结果相印

证
,

继而讨论有线性阻尼项和幂非线性的情形
,

借以看出〔3〕中方法的简 明之处
.

二
、

线 性 情 形

考虑问题 (1
.

1 )
.

和通常方法一样
,

尝试求变量分离形式的解
:

u
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a
(t )

v
(劣)

.

叶开沉推荐
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(如下面将看到的
,

常可要求 a
(t))

a 。> o (t》 o ))

月(t )v
“

(二) + Pa (t)v (
二
)= 0

其中

将
u二 av 代入到 (1

.

1) 中方程
,

得

(2
.

1 )
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几(卜
·
)
·
(
·
)d

·

把 t 看作为参数
,

(2
.

1) 的通解是
:

·
(二 )一 e :
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c O S

丫要一
+ c :

(才)
S、·

了要
X

当认定 尸> 0 时
,

也要求A (O > A
。

> o
,

适当选择
。
(t)

,

总可以保证这一点
·

, 、 ,

*
,

、
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, J
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田迈界余1午孤 】 二 U 却
,

应 取 七 2
气t) 三 诉 田迈界余 1午万石l 二 U

,

俗
U 汤 l公 二 O U 汤 1 2 = 1

由此知道应取

cl( t). 丫会sin护今
一。

P
,

使对任意选定的 a
(t) (只须使 a (t)>

a 。> o
,

A (矛)》月
。

> o )有

C
I

(t)三。
,

或材产刃刁= k二
,

(k 为正负整数 )
·

为使 C
I

(t)参 0
,

须取P = P。)= 裔
2二Z

A (t)/
a
(t ) (几= 1

,

2
,

⋯ ); 而 当P取常数值时
,

一 般不

可能使尸a/ A = 护矛
,

故须取 C
:

(t) 二。
,

于是 “= a( t)试劝 三 O
,

只对应于零解
,

即问题 (1
.

1)

无常数固有值 ; 而对任意选定的满足上述要求的 a( t)
,

总 可取 尸(约= 矿矿A (t) / a( t) 使 问题

(1
.

1 )有非零解 u = C
,

(t)
e o s k二二

.

既然 召(矛)》
a 。> 0 是非可列无限多的

,

所 以问题 (1
.

1 )有非

可列无限多个依赖于 t 的固有值
.

至于上面提到的
“

当 尸 为常数值时
,

一般不
一

可能 使 尸。
(t )/ A (t) = 扩矛

”

中 的
“

一般
”

二字也可去掉
,

这是因为齐次 V ol te r r a 积分方程
:
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{
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2 )

对任何常数 尸只有零解
。
(t) 三 0

.

注意齐次方程(2
.

2) 只有零解一事 (见 〔3〕所 引文献或任何

有关积分方程的教科书) 与取 尸(t) = 护二
“

·

A (约/a (t) 并不矛盾
,

因为后者是在 给 定 a( t) 后

再确定 尸= 尸(t )
,

’

而不是用给定的 尸利用(2
.

2) 来耐定
。(t )

.

这样
,

我们首先就用【3 〕所提供的方法印证 了〔月中的两个结论
:

一) 当 P (t)=
e o n st 时

,

问题 (1
.

1 )不可能有非平凡解 ;

2 ) 当 P (t)斗
e o n st 时

,

问题 (1
.

1 )存在非平凡解
.

与〔1」相比较
,

〔3J的方法不仅要初
一

等和简明一些
,

而且还可用它讨论较为一般的问题
,

这一点将在下面看到
.

三
、

有线性阻尼的情形

考虑

双才一
: )

u (t
,

1 )=

:水
、·+ “

票
+ p一“ (O镇“簇 ‘

,

‘》 0
,

“< O’

(3
.

1 )寸0)=脚时u(t,
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问题仍是准静态的(例如见〔5〕)
,

不同的是
:

出现线性阻尼项 b
·

au/ at
,

且边界条件由简

支条件换成两端固定条件
.

显然
,

(3
.

1) 中的 b 是阻尼系数
,

它应该是小于零的负数
。

尝试求 (3
.

1) 的有变量分离形式的解
:

u
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,
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v
(x )

将 口u
/ 。t=
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,
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2
, a

(t )
v “
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.
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:
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·
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‘ ,
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A (t)
v “

(x ) + B (t )v (劣 )== 0

取 A (t) 和 B (t)同号 (
a
(t )》

a。> o , a ‘

(t)( 0
,

b < 0 )
,

则 (3
.

2 )可写成

(3
.

2 )

= 一刀
艺

(3
.

3 )

式中 口为任意实常数
.

由(3
.

子)得
:

{
v “

(二 ) + 刀
之v
(x )二 o

B (t)= 刀
Z
A (t)

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

4 )的通解为
:

。(x )= C
,

(t)
e o s此}补

+ c :
(才)

S in

了宜{争
= C

l

(t)
e o s

你 + C
:

(t)
sin趣

其中 C
,

(才)
,

C
:

(t) 为以 才作参数的积分常量
.

由边界条件

由边界条件

(才
,

0 )

(t
,

1 )

0 ,

知 C
,

(才)三 0 ;

0
,

知

nU

一一

、

,
、,少口于‘子

‘了.、百了、
、

B
一

A

一一=V /

C
:

(t)
s in

所以得
:

C
:

(t )三 0
, / B (t、
或V A (t ,) = ““

其中 壳= 士 1
,

士2,

因为 C
Z

(t)“ o 导致 u( t
,
戈) = a( 矛)试x )三 O

,

所以不可取
,

只能是

了
一

叠黔
一“一

《}:}
一 , 一“、

其中对于 A (t )
,

B (t) 的要求如上述
,

且 A (t)今 0
.

再来解方程 (3
.

5 )
.

为此把尸二矿矛 代入 (3
.

5)
,

得到
:

p ·(‘, + “一 (‘)一“
2二 2

(
·
(, )+
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“(才一)

·(·)d ·
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引入记号
:

C = (P 一k
Z二2

)/ b
,

于是得到一个微分一积分方程

D = kZ二
2

/ b

一(, ) + Ca (, )一D

{:
“(‘一)·(

·
)d

·

(3
.

6 )

为了寻求(3
.

6)的解
,

可把它看成一个一阶线性方程式
;

a ,

(t) + Ca (t)= f(t) (3
.

7 )

其中 , (‘卜D

J:
“、卜

·
)
·
(
·
)“

是(3
.

7) 的自由项
.

利用通常的公式可求得 (3
.

7 )的解
:

·
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·
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, (
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〔丁沪
d ·

〕
d·

〕

一I
L +

{:⋯(可:
“(‘一 ,

·
(
·

,“
)
d ·

〕
一L

一
+ D
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·
‘
·

, d
·

)
d ·

其中常数 L
。

变换关于
‘及 T 的积分顺序

,

得

或

其中

·
(才) 一L一

+ D

{;l{:
·

一
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·
(
·
)d

·
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.

8 )

均为巳知函 数
,

K 。
, : )是积分方程 (3

.

8) 的核
。

(3
.

8) 是 a( t) 所满足的 V ol te rra 积分方程
,

由关于这种方程的讨论 (见〔3〕)
,

知当 L 今 。

时
,

(3
.

8 )有唯一的非零解 ; 而当 L = 0时
,

(3
.

8 )只有零解(
a
(t)= 0 )

.

至于 L 是否为零
,

则与 城t
,

劝在 t二 0 时所给定的初值有关
,

即

当 u
(0

,
x )三0 时

,

L = 0 ; 当 u
(0

,
% )养 0时

,

L 钾 0
。

不难看出
,

上述讨论对于 尸= 尸(t) 的情形同样适用
.

综上所述
,

得到如下结果
:

定理 1 在有线性阻尼情形下
,

当给定零初值 (u(
_

o‘幻 “0) 时
, ,

不存在常数固有值 , 而 当
“
(o

,

x) 等 0 时
,

问题 (3
.

1) 有非可列无限多个常数固有值
.

此外
,

尸 也可以是 才的函数尸= 尸(才).

四
、

幂 非 线 性 情 形

最后考虑问题
:
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(4
.

1 )

这个问题仍属准静态情形
,

但与问题(1
.

1) 和(3
.

1) 有所不同
.

(4
.

1) 中方程含有幂非线性

项 Pu
3 ,

这相当于粘弹性杆的力矩平衡方程 (参阅文献〔5〕) 中的轴向强迫力矩是

P (t)== Pu
Z

于是作为 Pu
“s in u 的一次近似

,

可取 Pu
”:

p “’
S ‘n “一 Pu

’

(
”3

材一 : 一十
j !

⋯
)
芝Pu

3

故问题(4
.

1) 是有相应的力学意义的
。

另外
,

问题 (4
.

1) 中的边界条件是简支条件
,

尝试求 (4
.

1) 中方程的变量分离形式的解
:

u
(t

, 二
)=

a
(t)

v
(‘ )

一 护“

一才己 。妙 = a Lr )v
“

Lx )
, “一

= a “

灭才) v
’

L% )

也可换为其它典型边界条件
。

代 入问题(4
.

1) 中方程
,

得

·
(, )二 (X ) +

{:
“(,一 )

·
(: )二 (X )ds + Pa

3

(‘,
·’
(X , 一 0

A (t)
。“(x ) + B :

(t)
v 3

(
,
)= o (4

.

2 )

其中

A (‘)二·(, ) +

{:
“(,一 )

·
(
·
)ds

,

B
l

(‘)二 p 一(‘,

于是把 (4
.

2) 式分离变量
,

得

宋}一邹}
一。

(4
.

3 )

其中刀为任意常数
,

考虑到以后要求
,

我们取 刀为足够大的正数
,

即 刀> > 0
.

由(4
.

3 )得
:

{
v “

(二)== 如
8
(x )

B
,

(t) = 一刀A (t)

(4
.

4 )

(4
.

5 )

故求问题(4
.

1) 的解变成求分别满足方程 (4
.

4 )
、

(4
.

5 )和简支边界条件的 城幻 及 a( t)
。

如果它们都有非零解
,

则问题 (4
.

1) 就有非零解
.

我们先讨论(4
.

4 )的解
。

为此
,

可用 护 (x )乘
‘

(4
.

4 )式的两边
,

得
v ““,

= 如
3 。,

d

(借一)
一口

(誉
一

)



7 6 6 当体

上式两边积分
,

再开方得
:
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v’(
/

卜 了舒山斌 (4
.

6 )

其中 C
。

为待定积分常数
.

由(4
.

6 )及简支条件 (
u 二

(t
,

0) = 0) 得
:

。 ,

(。)一

了譬
·‘

(0’+ C
3
一。

知 e
:

一誉
v ‘
(。)< 。

‘

再由(4
.

6 )得
:

.

/旦
。‘一e

二

V 2

= d x (C
一== 一C

s

> 0 )

两边积分
,

得
:

{
/、一罗;

-

A ,
,

竺
一 V 一七

d

V 又 ’

d v

= % + C
‘

(4
,

7 )

其中 C
。

为第二个待定积分常数
.

(4
.

7 )式左边是一个椭圆积分
.

为了求它而做变换
:

一(
2

套
‘

)
‘一 Q(e ‘

)
·

(
Q(e ‘)一

(姿
‘

)
‘

代入(4
.

7 )
,

经整理得
:

{
d v

‘

/迢
。‘一 c.

y 2

_ 「
_ _

匆
_

一 J Q (C
‘

)斌 C
.

斌 g ‘一 i (4
.

8 )

(4
.

8) 式是一个椭圆积分
,

_

1 一 f
Q(C

‘

)斌 C ‘ J

把它写成形式
:

dy
澎 (l + 百巧(乡

么二 l)

后
,

可直接利用椭圆积分公式(见〔6〕公式53 9)
:

{
d g

,
动

一

和呼了)(了二护)
-

b = 1

1
_

_ 1

I b

= 护矿千挤
c “

一

饰 斌 a Z
+ b

z )
(。> b > 0 , “

·

”,

并取
a =

从而可得
:

.

_

I f
,

如
_ _

_
_

=
_

_
_

l
_ _ _ _ 。。 一 ,

了1
_ _ _

1
_ _

、
Q (C

4

)斌 C
‘

Jl 斌 (1 + 犷)--( 犷一i) Q(C
‘
)斌 2暇 一 、夕

’

斌厄
一

,

这里 c n 一 ‘
为

c n 的逆函数
, c

n( 约为 Jac o bi 椭圆余弦函数
.

把上式代入(4
.

7 )
,

得
:

_ .

0 1
_ _ _ ,

了1 1 、
汤 十七 ‘

一一c.) 万暇 钮
一

、了 斌百)

1 / y , e n
(Q(c

.

)斌 么亡万(
“ + C .

))
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士是得
: “戈‘ )二可c

、

) “一 口(“ )
。n (Q (c

4

介
2c

4

(又祀而
微分得 (关于 Ja co bi 椭圆函数的导数见〔7工 在那里给出 ; d cn (劝/ d二 = 一

s
n( x )d n( 劝 )

:

i 一Q斌 ZC
4 S n (Q创 2C

4

(劣 + C
。

)d n (Q斌 ZC
;

(‘士C旦)〕
。

,

悄 )一口
-

一 cn
Z

(Q汀沈
‘

(‘千吼 )犷一

一、 2氏
铁豁毅黔甚粼

d · (。、、
一

(·十

cs))
现在即可利用边界条件确定 C

. ,

C
。 .

因 s n (0 )” 0 (见 [ 7〕P
.

3 1 0 )
,

由

v’( 。)一、 Zq J片翁会乞
d ·

(。、茄
‘

·

c
。

卜

可得
:
C
。
= 饥

再 由 v ‘(1 )二 斌 ZC
-

s n (Q斌 ZC
‘

c n Z

(Q斌 2C
4 {

d · (Q斌 2C
4

’一 “

因 s n (ZK
。

)= 一 s n (0 )
, s n (4K

。

)= s n (0 )(见〔7 〕)
,

故可取
:

Q(C
‘)斌 ZC . 二 ZK

。

这里 K
。

是完全椭圆积分的值
; 相应椭圆函 数的实周期是 4K

。 .

(4
.

1 0 )

由(4
.

1 0 )得 2 Q
2
C

4
= 4K 已

,

[(
2

套
4

)
‘
〕
’

一e
‘
一

(会)
‘

·

Ze
魂

一K :

所以得 C
4
= SK : /刀

注 1 在利用公式 (4
.

9) 求仅
.

8) 时
,

有限制条件
:

g > b ~ l
,

由

“一Q‘c
4

, ·‘二 , 一

(洽)u (劣)

知
,

必须要求
: 。

(x) > (Zc 扩刀户
.

在我们所做的近似条件下 (要求 “

条件即可满足
.

再考虑关于 a( t) 的方程 (4
.

的
·

a( t) 取 尸二 尸(O满足下式即可 )
,

是
:

很小)
,

U

(二 )不能太大
,

因此必须取任意常数 刀> > 0时
,

这一

把它完整 写 出来 (若不要求 尸 为常数
,

只须对给定 的

p 一(才)
一刀[

·(, ) +

{:
“(‘一 ,

·
(
·

,“〕
, 、

尸
。 ,

.
、

尸
, , . 、 , 、 ,

a L‘) + 万
a ”

气‘) + j
。 凡气r一“J“L“’“ S = ” (4

.

1 1 )

(4
.

1 1 )是一个非线性积分方程
.

我们寻求 (4
.

1 1) 的适 当小的解 a( t)
.

在有界函数类中求解
:

}a( t) l( M < 1
.

记

犷(a0
, r
) = {a (才)

: 。〔C [o
,

二 )
,

!
a一 a 。

!<
r }

其中 o < a 。< 1
, r > o 充分小

,

并记

“(·’二

{
一 ; (卜

·)·(·)“一暑
一(‘,
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由于 ,一
F (一。}、一

}{:
一“(,
一 )d

名一 1 l尸 l
十

七万 JVI
“

毛an
P

一之(s )d
s一 1

}尸 }
, , ,

十上万
二

一

IVI
。

P

.

I
J

若要求 几满足如下条件 (注意正 刀可取得充分大 )
:

0<
a o

< r < 1
, 。> 0 且 (注意 几(

s
)< 0 )

一“(
·
)ds 一 1

1
十

一

黯
M、《‘ (4

.

1 2 )

了..J
一..

!
.

1

即有 }
a 。一 F (

a 。

) !<
。r < r

根据〔8〕中关于压缩映射原理的注意 2
,

知 方程 (4
.

1幻有具备上述要求的非零解 a( t) (犷

(
a
(t)三 0 不满足 }

a 一 a 。
1<

r ,

不属于 V )
。

注 2 由于 久。)《0
,

尸< 0
,

利用逐次逼近列
, 、

户
. , 、 , 、 ,

尸
a : + i 气万) = \ 一 人“ 一 S )气 LS ) a s 一 万 a 扁气犷) (” = 0

,
l

,

2
,

⋯ )
J O 尸

并取 a 。为充分小的正数
,

易知(4
.

12)的解

总结以上论述
,

得到如下结果
:

定理 2 幂非线性固有值问题 (4
.

1)
,

有值及非可列无限多个函数固有值 尸(t)
.

a (t)> a 。> 0

当条件 (4
.

1 2) 成立时
,

有 非可列 无限多个常数固
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