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摘 要

用 G ur tin 变分原理推导了一般线弹性动力学的多异质体问题的等效性方程
.

用
“

等效内含物

法
”

求得两椭球异质体对入射弹性波的散射场和散射横截面的近似表达式
,

并给出了计算实例
.

一
、

引 言

弹性体 内的异质体对弹性波的散射问题在工程实际上具有重要的意义
.

例如在材料的无

损探伤以及探矿等问题中
,

都需要把异质体产生的散射弹性波同埋藏的异质体 的几何
、

物理

特性联系起来
,

在探伤问题中还需要将散射波同断裂力学参数联系起来
.

但是除了球形异质

体的散射场可以用分离变量法求得 以级数形式表达的解析解外
〔’, 2 , 3 ’,

非球形异质体问题因为

邻接条件的困难
,

无法求得精确解
.

因此
,

许多计算散射场的近似方法应运而生
〔‘, “, . ’, “

等

效内含物法
”

便是其中一种 t 7 , a ’.

这种方法的基本思想就是通过解一个与异质体等效的内 含

物问题来代替异质体散射问题
.

这里
“

内含物
”

(in d us io ns ) 是指弹性体内分布有
“

特征应

变
”

和
“

特征体力
”

的区域
. “

特征应变
”

(
eig e n 一 str a in )泛指

“

自发应变
” ,

例如温度应变
、

相转换应变 以及塑性应变
.

在没有周围介质的约束时
, “

特征应变
”

将不伴随应力
。 “

特征应

变
”

和
、
“

特征体力
”

是为了使
“

内含物
”

问题能与异质体问题等效而引入的
.

内含物问题有

Gr ee n 积分解
.

文献 【7 〕首次在动力学领域应用等效内含物法
,

将复合材料和周期分布的特征应 变 等

效
,

但它只是用这种概念去帮助选取试探函数 (tr ial fu n ct io n) 而用 R it z
变分法求解

.

文

献〔8 〕用等效内含物法分析了仅含一个椭球异质体产生的弹性动万学场
,
但由于未引进

“

等

效特征体力
”

的概念
,

所导出的等效性方程不能正确反映密度的差别的影响
,

也不能正确地

计算应力场
。

本文就一般线弹性动力学的多异质体问题用 G盯 tin 变分原理推导了等效性方程
,

指出

在动力学情况下
,

与异质体等效的内含物中必须炭布
“

特征体力
”

才能使等效成立
·

并用此

方法求得两椭球异质体对弹性波的散射场的近似表达式
·

算例 表明所得之解有足够精确性
.

二
、

一般情况下弹性动力学的等效性方程

问题 I 异质体问题

考虑一弹性常数为 价川
,

质量密度常数为 p 的弹性体 刀
,

其内有 N 个异质体 (in ho m o -
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g e n eitie s )
,

口“ , ,

口‘2 , ,

⋯
,

口 (N , ,

它们的密度常数和弹性常数分 别 为p “ , ,

p ‘2 , ,

⋯
,

p ‘N , ,

可人
: , 。

掇
‘,

⋯
,

《扮
‘.

一般弹性动力学的数学提法为

r C ‘j“u “, ‘,

仃‘, = I
c

摄
: “‘, ‘, (2

.

1 )

a ‘, , , + ,
‘一

{
P汾‘

,

x (D ,

x (口
‘a ,

(a 二 1
,

2
,

⋯
,

N )

x (D
,

p ‘a , a‘
,

x (口
(a ,

(a = 1
,

2
,

⋯
,

N )
(2

.

2 )

C ‘, 、: u

;,犷
‘’n

乡
“, = c

撰
: 。
;;飞

、,

乡
·、

u

潇
o u ‘, = u

奋
‘” ’

c ‘, 、‘u * , : n , = 歹‘,
x (日D

(
a = i

,

2
,

⋯
,

N ) (2
.

3 )口侧a
护‘、

X

、.,tJr.

(2
.

4 )

图 1 图 2

u ‘

(x
,

0 ) =
u ‘。(x )

,

左‘(x
,

0 )= 公
‘。(x

) (t二 0 )
‘

(2
.

5 )

但是要解这一套方程
,

特别是要满足邻接条件 (2
.

3) 是不容易的
.

因此考虑另一 与 之

等效的问题
。

问题 I 内含物问题

在这一问题中
,

认为弹性体D 是均匀的
,

即弹性常数和质量密度常数到处都是白
J *‘和P,

而在原来有异质体的区域内分布有
“

特征应 变
” , 。

护
, 。

卿
,

⋯
,

时尹
.

是否需要分布
“

特征体

力
”

有待证明
.

因此 用 f扩表示弹性体D 所受体力
.

井可能与问题 1 中的f
‘

不一样
.

控制此问题的一套数学方程是
:

c ‘, 。:u 。, ‘,
x (D

,

e ‘, 。:
(
u 。, ‘一。

;r
, )

,

x (口
‘“)

(a = i
,

2
,

⋯
,

N ) (2
.

6 )
r

.

、L

一一
.

夕a

a ‘, , , + f护== p “‘
,

x (D

c ‘, 。‘u孟了扩
‘, 。

乡
a , ==

u

;
o u ‘, == u

奋
‘n ,

c ‘, * ‘
(
u

考;君
, 一 。

毒犷
,
)
n

乡
‘ ,

1

了“
。‘“’

(a 一 ‘
,

2
, “

’ ,

N , (2
.

7 )

外边界条件和初始条件同(2
.

4 )
,

(2
.

5 )
.

现在问
:

能否选择和怎样选择适当 的
:

移
,
(a 二 1

,

2
,

⋯
,

N ) 和 厅 使 由问题 亚的一套方

程所得之解恰好就是问题 1 的解
.
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当然
, ,

若让这两套线性方程未知函数的系数相等
,

自然两套方程会有相同的解
,

但显然

没法通过选 择 。

尸 (a = 1
,

2
,

⋯
,

N )和f护来使系数相等
·

是否可以把各个方程的右边 移 到

左边
,

再让这两套右边均为零的方程的左边相等起来
,

而实现两问题的等价呢〔吕 1 ? 也不行
.

试想
,

若是某个方程乘了一个因子 (右边仍为零 ) 再让两套方程的左边相等
,

岂不又得出了

一套等效性方程 ?

下面
,

用变分原理推导使两问题等效的等效性方程
。

、

、
权

、.少
000口

问题 I的数学提法也可用变分原理表达
.

根据 G 盯 tin 变分原理〔‘3 ’,

真实位移应使

d刀= 0 (2
.

~
. J

「「( 了 1
,

二
1

⋯
, 、 , , 厂

兀 , , 。

其中 刀 = l日 套二
c ‘j “u 、, ‘, 。 ‘, , + 立P应‘, 吐‘一户“

。。‘一f
‘, u ‘)d V 一À 歹

‘二u ‘ds ( 2
.

JJ J林 2 一 ’‘ “

一
” ” 一 ” ‘ ’

2 ‘

一
’ 一

”一
’ “ ’ ‘ ’

一 ” 一
万

。。 ‘

”一

式中算子
“ , ”

表示两时间函数的卷积
,

即

,
‘

一J:
,
‘

(‘一 ,一 ( ·, d ·

弹性常数和质量密度随区域而异
.

最后一项的面积分只在边界aD 上给定了面力 歹
‘ 的部分进

行
。

问题 I 也可用变分原理表述
.

当给定 了 时罗
, (a == 1 , 2 ,

⋯
,

N )和厅时
,

问题 l 的 位 移

场也应使

占刀朴 = 0 (2
. 10 )

其中

, ‘ = ({{
_

(乏
一

c ‘, “u 。, ‘, 。‘, , + 三
p 、‘, 、‘一 p 、‘。。‘一 l护. 。‘、、:

J J J D \ 乙 ‘ ,

一

萝
。。

,
‘

一“S +

弓111
。 (。 )

[ ;一 (

一
;:”·(

一
“”

+ ;
一p “‘·“‘一p “。。。‘一 , : ·“。〕

d犷
( 2

. 11)

D , 是D 挖去了口
‘o , ( a == 1 , 2 ,

⋯
,

N ) 剩余的部分
。

(2
.

10 )的变分只对“。,

晰
,

, 进行
.

给定一个
。
矛 (a = 1 , 2 ,

⋯
,

N )
,

f扩
,

便可得一 个 位

移场晰
,

这样得到之脚显然是问题 I 之可能位移场
,

这是因为两问题的边界条件相同
.

要使之

能成为真实位移场
,

尚须满足变分式 (2
.

5)
,

即 6过= 。
.

也就是说
,

使两问题等效的 。

护 (a 二

1 ,

2
,

⋯
,

N )
,

f护须使按 占刁朴 = 0得出的位移场
u ‘满足d效 = O,

用数学语言说
,

在 占且 苦 = O的条

件下使6且= o ,

或引入拉格朗 日乘子亡
,

等价地表示成

d过+ 亡dA 朴 = 0 (2
.

12 )

将 (2
.

9)
,

和 ( 2
.

n ) 代入上式
,

并注意到

“(音
“‘·“。

)一
“‘·““。一

{:
“。( ,
一 )。、( ·) J·

一“‘(‘一 )“· ( · )}:
一

{:
“一( · )
会

“‘(‘一 , d
·

= 它‘o6 u ‘+ u ‘爷d u ‘ (2
. 13)
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其中已用到 加
‘
(0) = o

,

变分与导数可交换顺 序是显然的
.

这样便得到

““ + :““一娜
。 ,

{(一
, ! + “

一
)
·“一 +

!(
。。‘一 ,

‘

卜乙(。。‘一‘: )」
·“一

}
“V

+

姿(f(
, _ 、

{[
。
:;

‘ “、, 乙+ ““ , 为‘(“‘
, 乙

一 ;:
,

小
“一 , + 〔(。

(。)“‘一“‘

+ “(。“‘一f护, 〕
·“一

}
d F 一

梦
。。
(, ‘+ “, )

·“一ds

= O (2
.

1 4 )

由 于 。

忿
, ,

f护的相互独立性
,

加‘与d晰
, ,
可独立地取值

〔7 ’,

于是得到

C‘, 。:
呼
。, : + 乙c . , 。: “* , : = o

(p u ‘一 f
‘
) + 亡(p a ‘一f扩)= 0

。
;天

: 。* , : + 亡e 。, * :

(
u * , :一。

迄犷
,
) = o

p ‘
a , a‘一 f

‘+ 乙(p “一 f护)二 0

歹+ 亡歹= o
,

x (日D

解之可得

亡= 一 1

f扩= f
: , x

(D
‘

}x (口
‘a , (a = 1

,

2
,

⋯ N )

口

穿
乙戈

X

、...,

l
矛

n(
c

豁一 e ‘, * : )。。
, ‘+ c ‘, * : 。

孟扩
, =

(p (a , 一 p )“ + (f扩一 f
.
)= 0

(a = 1
,

2
,

⋯
,

N ) (2
.

15 )

可见在 口‘a )
(a = 1

,

2 N )内
,

f护并不等于异质体问题中的体力 介
,

将其差值

f奋
口 , = f扩一f

‘,
x (口

‘a ,
(a = l

,

2
,

⋯
,

N )
’

(2
.

16 )

叫做在口 (“ , 中的
“

等效特征体力
” ,

它的引入是为了等效质量密度差异△p
‘a) 的效果

.

(2
.

1 5 )式

就是等效特征应 变
。

忿
, 和体 力 刀

。 ,
(a = 1

,

2
,

⋯
,

N )所应满足的
“

等效性方程
” ,

在 谐波

的散射问题中
,

(2
.

15 )式成为

一 (p ‘
“ ’一p ,。

2 “‘+ 了“
’一 ‘p (“’一p , 。

2 “
‘
。’

)
(e索介

: 一e 。, * ‘)“、
, : + e 。, 、: 。

;r
, = 一 (

c
;轰

: 一 c ‘, 。:
)“祝飞 J

(a = 1
,

2
,

⋯
,

N ) (2
.

1 7 )

其 中可
”, 是入射波

, u ‘与前面式子中的u ‘意义不同
,

在这里
。‘表示由异质体或等效的内含物引

起的散射场(即总位移场为
u
沂
。, + u ‘

)
,

而 。‘
可表示为

。

忿
、 ,

f万
‘ , (a = i

,

2
,

⋯
,

N ) 的 G r e e n 积

分
【“’

u .
(x ) =

。 ‘· ) [f;
。 ,

.

(x ‘)g
‘。
(X

‘ ,

X )一
c 。, 、: 、孟r

, (x ‘)g
‘。 ,

, (
x ‘ ,

X )〕d “ ;dx ; d“ ; (2
.

18 )
户

!
月

I
J�

l
‘·

乞�

所以 ( 2
.

1 7 ) 实质上是一个关于未知 函数
。

卿
,

了奋
。 ,
(
a
== 1

,

2
,

⋯
,

N ) 的 积分 微分 方程
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组
.

对静力学
,

由“ = 0得月a) = o
,

(2
.

1 5) 退化为 E sh el by 的等效性方程呼
‘’.

三
、

两椭球异质体的散射场及其散射横截面

设无限大各向同性弹性体刀内有两个异质椭球体 口
’ ,

口 1 ,

(如示意图 3)

平面入射波为
:

。
{
。, (x

,

t) =
“o
b ‘e x p [‘(寿c

一x 弄一。t) ]

(3
.

1 )

其中

了
户功2

几+ 2拼 ’ 纵波

刀一了率
,

横波

尸

(3
.

2 )

Jf.、l里

一一
.

左

将两椭球体内的等效特征体力 刀
,

j.x 和等数特征 应 变 铸
,

心 在各自坐标系内展成幂级

数 .
.

.

j奋
, ’
(x

‘, ,
)二△p ‘, , 。Zu 。

(A奋
y’+ 月奋

y ’“ 二孟
, ’+ 刁奋

护’“场二
y ,

对
y , + ⋯ )

c ‘, 。: 。
百犷

,
(x

‘F ,
) = △汽

‘护, 掩u
。

(B g
, + B g

, “x 二
y’ + B g

, “”x 二
, , x 二

, ’+ ⋯

,

}
(一 I

,

, ) (3 一 )

其中 八p ‘, , == p ‘, , 一 p
,

么之‘护, = 几‘
y , 一之

,

y == I
,

1
.

则将等效性方程 (2
.

17) 离散成代数方程组
〔, ’

(h
‘一 I )A

’+ h‘万A l一H
‘B l一H

1 IB I = 一 u
孟

h“A ‘+ (h
互一 I )A

万一H
l ’B ’一H

万B l 二一 u
恶

d ’A ’+ d ’宜A 万+ (一D ’+ I )B
’一D ’万B , 二 一U 孟

d ‘’A ’+ d IA I一D I ‘B ’+ (一D l + I )B
互== 一U 恶{ (3

.

4 )

解得A
,

B系数即确定了等效特征体力和应变
,

代入 (2
.

18 )便得散射位移场为

u ‘= u

了+
。

J
a‘,

(3
.

5 )

·
‘一 (、

(? )
, 一

{
。 ‘一 〔。。。 ‘、

, (护) ·
x (一 ,‘盆

)
(、

, (一 , 一。‘。
, ·

(x , (? ) ,
x ‘7 )

)

一
界 (、

(, )
)〕d厂

尹(? )

(, = I
,

I ) (3
.

6 )

其中 G re en 函数是巳知 的
:

、
.、r

J

价

一
!
. .J1

g ‘“气x
’ , x ) = 飞五万面

恋{
,

2
“‘·卫甥胆

+

[二
不

罕且
- e x P[ ia R ]

其中 R == }x 一 x ,
】

因此

二 r(x
, 一 x 丁)(二

‘一二 : )〕蚤

衅
’

(“
, , )= 。。

[A 盆
’

嵘
, + A盆

’“ h;言
“

+. 一
B宗川款 一 B器

.

H器一
(, = I

,

I ) (3
.

7 )

其中
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h抹
, (x (,

) = 八户丈
“、

/ 户E ;盖
,
(x

‘, ’
)

,

h;盖
, “ (x (夕’

)= 八p ‘y’
/ 户百赚

、”

(x
‘” ’)

,

⋯

H 奋盖认(
x ‘少,

) = 八几
‘y

丫拼
·

方/刀
Z
E 言念

。

(
x ‘” )

,

H 奋粼(x ‘y, )= 八几(y ,
/ 拼

·

凡/刀
Z
E i常盖(x ‘护)

)
,

⋯ }
(, = I

,

I ) (3
.

8 )

E 黔 (x ‘
y , ) 二

(3
.

9 )
E 搽

) “

(x ‘y ,
) =

寡t刀
2
占
名, , ‘’) + , :狱 一少 :狱} !

, , , 、

森{刀
2
“‘饥中 ‘”)“ · ’;狱

‘

一
‘狱

“

]{
’ 气下一 ‘

”
’

, ‘一 (一 )一

丁丁{
。 ‘

一
p〔‘二〕/ R d 犷产‘夕) ,

, ‘

一(一卜丁丁丁
。 ? ) 劣“

厂’夕
一 p「‘“R I/ R d 厂‘ ’ ,

⋯

(, = I
,

I ) (3
.

1 0 )

将上式中的刀换为 a 即得少 (均
,

少
‘均

“ ,

⋯ (下= I
,

I )
.

对于口‘ ,

口 l为椭球体的情形形如(3
.

1 0) 的少
一积分 已有显式解析表达式 〔’“〕,

因此 (3
.

7 )

中的大小 h一函数都是已知的显式函数
.

对于许多情形
,

(3
.

7 )只须取很少的几项便可获得足

够精确的近似解
.

在许多实际问题中
,

例如探矿和探伤
,

往往只对远离异质体的散射场感兴趣
,

对于这和

情况
,

(3
.

7 )可以有更简单的表达式
.

在两球心中点建 x 一坐标系(图 4 )
,

记 r = !
x
}= 斌 二‘x ‘ ,

l, = x ‘

/
,
· ,

l{ =
a 。‘l。

,

由图可见
,

当 r 充分大时
,

有

!
.
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一 :
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;
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冬
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嘿
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e x p〔一 i刀A
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�d
一二
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(工

一�d
一
.
心.,

Xa

( 3
.

1 1 )

这些近似关系
,

代入 ( 3
.

10 )便使 ( 3
.

5 ) 成为

一 ( 、卜
·

, (
、

卜
·

, (
、
)一 , 一 * 、

(。
,

: ) e x p

兮
叮〕+ 。

‘
(。

,

、)
e x p [ i刀

r〕
( 3

.

1 2 )

其中

、,夕
,J门1OJ
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r

!
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飞we
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寸口
.

.

△
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笛
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〕
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卜
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笛
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,
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一 iu 。△之‘, ,
/ 拼

·

”寿/刀
2

·

l。 (B g
’S ‘y ,

(冲) + B g
’“S ‘, ’“ (刀) + ⋯ )

(下

s ( , )
(。)一

盖丁丁{
。 ‘

一
p 〔一‘。‘扩

) ! “
(”d V “’)

== I
,

I ; , = a
,

刀) (3
.

14 )

s (, )·

(。卜蓬孙I仃
。(? ) X二

(’)
二 p 〔一 ‘。‘扩

’ ·“‘” d犷“
’) {

(·- I
,

!
; 刀

一对于 口 ‘,

日 l 为椭球的情形
,

S ‘ ,

5 1 ,

⋯是可以算出来的
,

例如

S ’(a ) = a
Z
a
j
a
J[

s in (a砰
,
)/ a 一牙

’e o s (a砰
’
) 1/ (W

,
)
“

W
’= 斌 了次心

一

)
“

+ 此
一

(a 汀耳此而约
“-

由(3
.

1幻可见
,

两个异质椭球体引起的散射远场是球面波(已略去时间因子
e x p〔一 ‘以〕)

·

无论入射波是横波还是纵波
,

散射波都既有横波又有纵波
,

波幅随方向而异
,

根据波幅和方

向的关系
,

可获得一些有关口
’ ,

口 l 的几何
、

物理信息
.

“

散射横截面
”

(s e a tte r in g e r o s s s e e tio n
) P是综合衡量障碍物 的 散 射 效 果 的 物 理

量 t‘, “1 ,

尸的意义是
:

透过一包围障碍物的封闭曲面S 的能流通量相当于入射波透过一面积为

P 的垂直横截面的能流通量
.

其计算公式为
尸一 <

必
。I声刁“>/ <I

。

>

其中能流矢量I‘= a ‘, 幻
,

10 = 价a 招
’

可
“) ,

尖括号<
·

>表示对时间平均
·

“

微分散射横截面
”

(d iffe r e n tia l s e a tte r in g e r o s s s e etio n
) d P阿习 是 某 一 观察方向

散射效果的度量
,

这里 d口是立体角的微元
.

<八n ‘d s / I
“

>

dg
= lim

f 一) C < 〕

<a ‘, 应, l‘r
Z

>

(1
0

)
(3

.

1 6 )一一

尸口dd

将 (3
.

12 )和(3
.

1) 代入上式
,

便可得本问题的 d尸/ d口
:

_ R
‘
R 誉k/ a + Q‘Q常k/刀

一 石l。
)百了叮毛一

(3
.

1 7 )

买
‘

、 {:
(御“ ,

5 ‘

n6d0 (3
.

1 8 )

尸一口
.
=d一己尸

而

图 4
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四
、

算 例

本节算例都只取 (3
.

3 ) 关于特征应变和特征体力的展开式的第一项作为近似
,

即作均匀

等效特征应变和均匀等效特征体力的近似
.

计算表明
,

此种近似是比较可靠的
.

图 6 是无限大锗质材料内含一铝质球体
,

平面纵波入射时精确解〔‘’2 ’“’和近似解的比较
,

横坐标是无量纲波数 ka l ,

纵坐标是散射横截面
。

从图见可
,

作均匀等效特征应变和均 匀 等

效特征体力的近似所得之解与精确解吻合得很好
。

尸/
. 矿

0
.

7 5「 一

一 精确解

‘ 均匀特征应变和均匀特征体力

之近似解
“

·

”“} (锗 内含一铝质球)

。
.

。。

⋯厂
.

0
.

0 0
.

4 0
.

8 1
.

2 1
.

6

图 6

坷
2

。

0

图 5

图 5 是所计算异质椭球体的几何位置示意图
。

为了用平面图形罗列计算结果的方便
,

特

选这样的情形作为算例
:

即两椭球相同大小
,

平行排列
,

且
a : = a :

一般情形并不给计算带来

更大困难
。

图 7 是锗质材料 内嵌有两铝质椭球时
,

分别在入射纵波和入射横波下总散射横截面 (已

用 二心 正规化) 随两椭球球心之 间的距离变化的图形
.

图 8 则是两空洞椭球体的情形
.

从这

两图可以看出
,

当两椭球体相距较近时
,

散射横截面远远大于一个椭球体的散射横截面 (图

P/
:

云
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中用虚线表示 )
.

这说 明两椭球体相互作用较

甚
,

空洞情形尤甚
。

而 当球 心 之 间 距 离 达

3
.

5a l
一4a , 时

,

散射横 截面基本接近一个椭球

体时的散射横截面
。

所以 3
.

sal 一4a ; (此 值与

各轴比例有关) 可作为两椭球体相互作用的范

围
。

图 9 是相应于图 7 中的纵波曲线的微分横

截面的极坐标图
.

极径是微分横截面d尸/ d口的

大小 (已用尸正规化 )
,

极角e的 00 选为入射波

的入射方向
,

极角大小表示观察方向与入射方

向的夹角
。

从这些图可 以看出
,

随着球心间距

八 的增大
,

最大的散射方向由逆入射方向转向

顺入射方向
.

且在入射方向的第一个峰值总是

在 4 0
’

、 sin--
‘

(a/ 刀) 处
,

当距离较大时微分 散

射截面的最大值也停留在这个方向
.

烹烹
、、

梦梦 及么Z
“之 , “ . 万 肠

.

外Z约 二 0. 列列
一一

比丛乙招黔 二 ”.4 的纵彼入世
.

111

铃铃
---

舀舀俩
二 111

图 9 d P/ d 口的极坐标图

五
、

讨 论 和 结 论

本文对两个椭球体求解的具体方法
,

很容易推广应用于多个椭球体
。

如果对非椭球形的

区域能像〔10 〕一样
,

得出形如 (3
.

1 0) 式的 少一积分
,

此方法也可以用于非椭球形的异质体的

散射问题求解
.

可见形如 (3
.

10 ) 式的 中
一积分是使用等效内含物法的一个关键

。

另外本文的

方法只要对 a 。、 o的情形作适当数学处理便可用于多个盘状裂纹的动力学问题
。

对特征体力和特征应变作均匀分布的简化所得计算结果在 ka 《 2 的范围内与精确解吻合

得相当好 (所有计算曲线都是用PD Pwe ll / 7 0机的绘图软件所绘 )
,

但随着无量纲波数ka 继续

增加
,

却出现了明显偏离精确解的趋向
.

这是因为异质体对入射波的散射是有一定的频率构

成的
.

对 ka 镇2 的频率范围
,

主振型是对应着特征体力和特征应变均匀分布的情形的
.

但过

了这个范围
,

对应于均匀分布的模态振型便减弱了
.

到 了 ka = 5 ,

均布简化所得散射横截面

为零
,

这说明对应于特征体力
,

特征应变为均匀分布的振型已经弱得很了
,

入射波不能激起

其振荡
。

所以对于ka > 2 的情形须在 (3
.

3) 式中取较多的项才能得到足够精度的解
。

对两椭球异质体的计算结果表明当八> 3
.

sal 时
,

两椭球体的相互作用已十分微弱
,

这与

静力学中的相应问题的结论十分相似
〔‘“’

(Mur
a 等人计算两球体的弹性静力学场的结论表明

当两球心相隔4a 距离时
,

两球相互作用可忽略
.

)
,

因此对一系列间距大于 3
.

sal 的椭球群
,

可单个地计算其散射场
.

两套形式不相同的数理方程
,

能通过调整某些参量函数而得到相同的解吗 ? 本文关于等

效性方程的推导事实上给出了解决这类普遍的等效问题的一个方法
.

因为大多数数理微分方

程总可以等价于一个变分方程
,

即给定微分方程总可 以找到相应的泛函求逗留值
.

所以用条

件变分原理讨论两套方程等效可作为一个普遍办法
.
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