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摘 要

本文导出了N 度对称径向扇回旋加速器中粒子的非线性运动 方 程
,

并 用 数 值 方法 分 析 了

N 一 4
,

5
,

6
,

8
,

10 等情况下粒子的自由振荡频率及
, 二

二 4/ 3共振线前后系统的相平面特征
.

讨论了系
统的动力学稳定性和非线性效应

,

并同文献〔门进行了比较
,

结果表明
,

当不考虑系统的非线性特

征时
,

二者完全一 致
.

一
、

引
一

言

刀度对称径向扇回旋加速器
,

在 中能和低能原子核物理中占有十分重要的地位
,

六十年

代以来
,

受到了人们的普遍重视
.

N 度对称径向扇回旋加速器
,

由N 块扇形磁体对称地安放在一个 环面上构成
; 线性分析

表明 〔‘’,

粒子绕机器一周的平衡轨道由N 段圆弧 (扇区) 和 浑 段 直线 (谷区 ) 组成
.

在硬边

近似下
,

磁体内部的磁场强度为B
,

外部为零
,

在磁体边界上
,

粒子受到边 缘 场 的 聚 焦作

用
,

保证了轴向运动的稳定性
.

文献「1j 曾在硬边近似下
,

从线性运动方程 出 发
,

对粒子的

轨道特征进行过数值分析
,

巳2~ 5 」也曾用解析方法
,

对它的某些非线性特征作过近似处理
.

本文试图在硬边近似下
,

导出 N 度对称径向扇回旋加速器中粒子的非线性运动 方 程
,

并对

粒子的振荡频率及
v二二 4 / 3共振线前后的相平面特征作一数值分析

,

同时还对系 统 的非线性

效应进行详细讨论
,

同文献〔1」的比较表明
,

当不考虑系统的非线性特征时
,

二者是 完 全
-

致的
。

二
、

运 动 方 程

假设粒子的平衡轨道了
。

(。)是一条平面曲线
,

选择与这条轨道相连接的自然坐标系为

r= 了x 石
,

了二石x 不
,

石二 r x 了 (2
.

1 )

由 Fr en t 公式
L“] ,

犷
,

了和石对
; 的微商满足

斧 许政范推荐
.
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r‘二、
(
s )了

,

了
‘= 一‘

(
s )了

,

石
‘二 o (2

.

2 )

其中 、
(
s
) = }下名(

:
) } (2

.

3 )

是曲线尹
。

(s) 的曲率
,

且定义恒为正值
, ￡是沿平衡轨道的弧长

,

字母右 上 角 的一撇
“ ‘” 表

示对弧长 s的微商
。

在该坐标系中
,

了(
:
)可表示为

了(
s ) = 节

。

(
s
) +

二
了+

:
石 (2

.

4 )

其中二和 : 分别是尹(
;
)在了和石方向上的投影

,

则长度元的平方dl l可表示为

dl卜 乙 a‘, d u ‘d u , 二 (i + 。 )
z
d s Z + d x

Z + d z Z

(2
.

5 )
‘, 了. 1

其中 d s = d ul
,

d 义= d矿
,

d z = d us

汤 , 称为度规系数
,

且

夕1 ; = (i +
、x )

“ ,

g : 2
= i

,

9 3 3
= r

,

g ‘, = o (‘斗 j

任意矢量户在该坐标系中的散度和旋度为
仁‘,

(2
.

6 )

(2
.

7 )

v
’
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一

[橇
。

、
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口
L八2 八3厂 :
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·

)
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V 火 F
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募
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“zFx ,
〕
扩十 一 *

二
1

碟
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王
厂
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,

扮价F
‘

九
一

勤haF
·

)
〕了

十

添
:

一

以
(hzF

·

, -
(2

.

9 )

其中 h圣二 9 1 : ,

h圣= 9 2 2 ,

由式(2
.

8 )和 (2
.

9 )
,

再根据静磁场的麦克斯韦方程

v
·

万= o
,

v x 万= o

可分别得到

(2
.

1 0 )

a
圣 + 、:

二
+ (1 + 、x )

吵口 S
、 一

d 工

+ (1 + 。)

瞥
一。

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )一一
劣

�

,

,入之口�一aa一|丑一玫山一a

(l 十。)明
觅 一照

: = 。

口之 口S

”

豁
一 ( 1 十耐淤

一超
。

一 。

( 2
.

1 3 )

( 2
.

14 )

假定磁场具有一个对称平面
z 二 0,

满足如下关系
〔7 ’

日弓十‘十 ,
B

:

( ; ,

二
, z

) 】

而了。( : )又正好位于这个平面内
,

则理想磁场 万(
: , 二 , : )将

口二‘口s ‘口: ,
1
二 _ 。

其中刀是奇数
,

占和亡为任意整数

函数的泰劳展开
,

可得磁场强度

三O
a 雪十 ‘B , :

( s

口s ‘

多
.

2 、 l
一一

‘ 一

l 兰 O ( 2
.

1 5 )

(包括零 )
.

注意到式 ( 2
.

2 1 ) ~ ( 2
.

2 5 )
,

在万
。

(
s )附近

,

由多元

召( s , x ,

的的三个分量 (取至三次项 )

B
·

(

一
, 一B 一‘

·
,}
‘

一
+
飞

Zm 一 +

百(
n

1十 左 X
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“s , , .

9 5 了
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m n 、
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一

十 丁灭
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忆
2
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川

1 + 衬戈 (1 + 衬x )
“)
二3

(2
.

1 7 )

B
:

(
s ,
戈

, :
)== o (2

.

1 8 )
其中

、...

!
几

n�
.

名
.

忿

.........‘..,.J奋.‘.ee
.

1
n 二二二

—
- 一 一 , 一 、

忙。 : o气s )

1
m

二二二 。 , , 、

扩 一

。
二 o火s )

I~ 一
_ 1

’

衬 3
方

: 。

(
s )

日B
:

( s ,
%

, : )
a义

口Z
B

二

( s ,

劣
, z )

日% 么 ( 2
.

1 9 )
名 ‘ 2 . 0

口3
B

:

( s ,
劣

, z )
口x 3

二 = 名 . 0

化的定义由式 (2
.

3) 给出
,

根据平衡轨道的定义
,

还可进一步将它表示为

、
(
s
) =

g B
z 。

( s
)

CP
( 2

.

2 0 )

其中c是光速
,

P是粒子动量
,

q 是粒子电荷
。

当动量P为常数时
,

从牛顿方程出发 可 导 出
‘, ’

d 右
。

d ll

q
. r 一一 丁

CP
[ 公

。 x B 〕= 0 ( 2
.

2 1 )

其中 l: 是粒子沿
“

瞬时
”

轨道的弧长
,

第二项是
“

罗伦兹
”

力
,

而右
。

是单位速度矢量
,

当选

择
s
为独立坐标时

石。=
d 尹(

s )
d s (2

.

2 2 )dIlds//

其中dl l / d ; 由式 ( 2
.

5) 给出
,

而

d 节(
s )

d ‘

一

二 (1 + 。)了十 二 ,

了+ : ,
石 ( 2

.

2 3 )

注意到式 ( 2
.

1 5 )及 ( 2
.

2 2 )
、

(2
.

2 3 )
,

可得式 (2
.

2 1 )的三个分量方程为

衬伙 + 2衬X , 一 ( 1 + ? ·
)

带
一

+

豁
一

(
二

,B
:

一了凡卜
”

,

了

% “
一 K

( 1 + “二 ) 一 :

分〔(‘+ ‘x )B一“B
·

〕

方向

了方向

( 2
.

2 4 )

( 2
.

2 5 )十�
代鱿

之 11
一 z’ 〔( i + 、二) B

二
一 x ‘刀

,

〕= o
,

石方向 ( 2
.

2 6 )

鉴于N 度对称径向扇回旋加速器中
,

粒子的平衡轨道由N 段圆弧和N 段直线组成
,

故在

磁体内部
、= 常数

,

磁体外部
、= O

。

由式 ( 2
.

l e) ~ ( 2
.

18 ) 及 (2
.

2 4) ~ ( 2
.

26 ) 可导出粒子的

径向和轴向运动方程
.

磁体内部的径向运动方程



息吐 罗 诗 裕

‘+ (卜
。)二一、

(
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卜卜省)

二 2
+

复(
m 一 ,

)
2 2
+

笼(
‘
“
一‘

2

一 2

价一:
一

n)rt
Z
+

一

梦一
。
一会

‘一 3阴)、

+ 一
(一

+

; )
一 + 、2 ·‘·“

(2
.

2 7 )

和轴向运动方程

; 、 。:

一(拼一 2 ·)二 + ·* 、+ 一
(
Zm

一么)
X Z·

一

丢
么

(· + , 2卜一‘)一 百
、

·*
2

一穿一
+ 、 2

(
n 一 2 )后乏

其中字母上方的黑点
“

·
”

表示对方位角必的微商
。

磁体外部的粒子径向和轴向运动方程分别为
% l,
“ 0 (2

.

2 9 )

“ 即
, o (2

.

3 0)

磁体边界上
,

粒子受到边缘场的聚焦作用
,

其大小由加速器的对称度N 和磁体张角决定
.

且p
n e
== 一 tg (省一 a )A (功一 d ) (2

.

3 1 )

其中Za 是磁体张角
,

A (功一占) 是 D ir a e d e lta

函 数
,

而

占= 二/万
’

(2
.

3 2 )

占和 a 等均是系统的几何参数
.

径向扇回旋加速

器1/ 2结构周期的几何关系如图 1所示
.

(2
.

2 8

0= 占

/ / 止

乙尸/ 节

图 I N 一 4
,

Za 二
:

45
‘

的径向扇回旋

加速器 1/ 2结构周期的几何关系

对于N 度对称径向扇回旋加速器
,

方程 (2
.

2 7 )和(2
.

2 8 )中的参数
n ,

l
,

m 和、 等还可具体

表 示为
。= 一 (ZE + E

Z

)(i + bc o s功)
一 ‘

m = (ZE + E
Z

)(1 + 6 E + sE
z

)(i + be o s
功)

一 2

l== 一 3(ZE + E
Z

)
“

(3 + z 0E + 5E
2

)(1 + b
e o s
必)

一 “

b == 5 1。(d 一 a )/
sin a

, a == f占
,

、 == z /户

(2
.

3 3 )

其中 f 是加速器的磁体系数
,

E 是粒子能量(以 粒子静止质量为单位)
,

p 是磁体内部平衡轨

道的曲率半径
, _

巨由公式

p 一 “(

统l++G }
’

(2
.

3 4 )

给出
,

而

。二 9
.

6 4 9 x lo O
B

一

劣 (2
.

3 5 )
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是磁体内部粒子的回旋频率 (单位赫兹
,

磁场强度B 的单位千高斯 )
,

A 是 粒 子 质 量 数
,

g / A是粒子的荷质比
。

在计算中
,

我们引入了正则动量八和P
二

(而不用穷和幻
,

其定义为

夕
二
= P夕1

p
:

= p 下l

(2
.

3 6 )

(2
.

3 7 )

其中 y l= i + E (2
.

3 5 )

从式(2
.

36 )和 (2
.

37 )可以看出
,

P
二

和P
:

具有“或二的长度量纲
,

其优点是系统的四维相空间体

积与粒子能量无关
。

粒子通过两次边缘聚焦和长度ZLI 的漂移空间后
,

进入第二扇磁体
,

设 粒 子在第一扇磁

体边界上的坐标为丸
,

P
二 。 ,

礼和扒
。,

则由式(2
.

2 9) ~ (2
.

31 )
,

可直接导出粒 子 在 第二扇边

界上的坐标x i ,

P
二 , , z r和P

: :
为

、

,OJnO
.

O自了
.、

、....

1
/

!
匀..夕

x , 一 (, 十。·。: )X
。
+

贯
· , 一 (卜

2 ·。T )一 +

丫

P
二。 ,

P
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a占T )x
。
+ (l + Za占T )p

二。

P
: 。 ,

P
: z = 一2 , IT (1一

a占T ):
。
+ (i 一 Za d了

’

)P
z 。

其中
a = bsin 己/ d

,

T = t g (d一 a ) (2
.

4 0 )

由定义(2
.

36 )和 (2
.

3 7 )
,

戈= P
二

/ y
:

又可将二阶非线性微分方程 (2
.

27 )和(2
.

28 )改写为

乡
二
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(
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:
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:

K
. ,

了 _
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P
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-

P二P
:

十丫夕1气之m 一粉一
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一之
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.
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.

,
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~

六 气n 十 m 一‘)z 一下万
一一nP 牙z 一 万万一 n z P 二

O ‘ 丫1 ‘ r l

衬 2

十

—
(
n 一 2 ), P

二
P

:

方程 (2
.

4 1 )和 (2
.

39 )就是N 度对称径向扇回旋加速器中的粒子非线性运动方程
。

这 组方

程决定了系统的动力学稳定性及相空间特征 , 当非线性项不考虑时
,

化为文献 〔1」中的线性

方程
.

三
、

系统的动力学稳定性

系统的动力学稳定性决定于粒子的自由振荡频率
·

在工程上
,

通常要求在粒 子 加速过程
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中不得穿过任何一条严重的共振线
,

为此
,

我们试图由运动方程 (2
.

4 1) 和 (2
.

39 )求出粒子的

径向自由振荡频率
v :

和轴向自由振荡频率
v : .

在硬边近似下
,

我们对N 二 4
,

5
,

6
,

8
,

10 和B = 10 k G 的情形
,

用龙格
一库塔方法求解了方

程(2
.

4 1 )和 (2
.

3 9 )
,

并根据【8〕求得了粒子的自由振荡频率粉和
, : .

图2给出 了 N = 4
,

f = 0
.

3
,

0
.

4
,

0
.

5
,

0
.

5 7 8和 0
.

7时的 自由振 荡频率
.

该图左边第一点的能量为E 二 O
,

相邻 两点间的能

量间隔△E = 0
.

05
,

符号
“ x ”

表示线性值 ; 虚线是三阶本征非线性共振线 (未包括和共振和

差共振 )
.

与文献〔1] 给出的结果进行比较
,

我们发现粒子的自由振荡频率
v 二 , :

不仅与参数 N
,

f
,

E

有关 (线性近似)
,

而且还与参数B
,

好A有关
,
在共振 线附近

,

非线性效应表现特别明显
,

例如对于N = 4
,

f = 0
.

3
,

E = 0
.

0 01 时
,

数值迭 代 不 收 敛
; 当N 二 4

,

j= 0
.

5 7 8
,

E = 0
.

20

时
,

粒子的自由振荡频率
, 二与线性结果有明显差别

,

其原因就在于上述二种情况下
,

粒子分

别处于
v 二 = 1和 , 二

= 4邝共振 线附近
.

当系统的非线性效应不考虑时
,

其结果 与文献口〕相同
.

四
、

非线性系统的相平面特征

我们对N = 4
,

了= 0
.

5 7 8
,

B 一 10 k G 的情形
,

利用龙格
一库塔方法

,

对系统的相平面特征

进行了数值分析
。

\\\\\

匕匕
、、、、
\\\ {{{{{

、、 \ }}}}}
、、喇喇喇

一一

习习
、、、

长长 {{{ 、
、、

、、、、、

林林林

1
.

平衡轨道

图3给出了E 二 0
.

05
,

q /妊 = 1时的 粒子平

衡轨道
.

由于非线性效应
,

系统的平衡轨道将发

生变化
.

数值分析表明
,

在线性近 似下
,

系 统

的平衡轨道始终位于相平面原点
,

考虑到非线

ppp
二 x l护 e mmm

。。 10,

犷\
---

一一 10

\之兰)
___

一 1
.

5

一 3

图 Z N = 4
,

f = 0
.

3
,

0
.

4
,

0
.

5
,

0
.

5 78和0
.

7

时的粒子 自由振荡频率

图3 N = 4
,

f = 0
.

578
,

B = ICk G
,
g /A = l

,

E = 0
.

0 5时的粒子平衡轨道

性效应
,

系统的平衡轨道对应于相平面上一条封闭曲线
,

这正反映了平衡轨道的周期性
.

考

虑到平衡轨道的周期性
,

可将劣和加按富里叶级数展开
,

比如

劣(8 )= 乙 A
二 s in ns (4

.

1 )

如果展开式中只保 留一次项
,

即

戈 (0 )= A ; 5 in 口 (4
.

2 )

则P
二

就可表示为
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夕
二

(8) == A
: e o ss (4

.

3 )

其中

d 0
丑

2
= 月ly l一〕又

~

“甲

(4
.

4 )

当d o/ d功= 常数时
,

则式(4
.

2) 和 (4
.

3 )对应于相平面上的一个椭圆—
一条简单的闭曲线

.

2
.

v二 = 4邝共振线前后的相平面特征

图4和 5是好A = 1的粒子
,

在
v 二 = 4邝三阶本征非线性共振线前后的相平 面 特 征

.

它 们的

原点均选在
, = r。 ,

0= 功= 0时的平衡轨道上
,

粒子的能星华全别为E = 0
.

20 和 E = 。
.

21
,

相应的

振荡频率为
v 二 = 1

.

32 3和 v 二 = 1
.

3 3 6
. v二 = 4 / 3共振 线的位置对应于粒子能量 E = 。

.

2 0 8
.

从 图4

可以看出
,

当初始振幅比较小时
,

(比如 sc m 左右)
,

相轨迹是一条闭曲线‘ 相应 的运动状

态是稳定的
.

当初始振幅为1.c m 时
,

相轨迹是一个椭圆
,

自由振荡频率
v 二 = 1

.

3 2 4
。

当初始振幅

为sc m
,

相轨迹演变为一个类三角形
,

相应的 自由振荡频率
v二 = 1

.

3 2 8
.

随着初始振幅的增加
,

粒子的振荡频率越来越接近
v 二= 4 / 3 = 1

.

33 3这条共振线
.

当初始振幅比较大 (比如 1 0c m )时
,

相轨迹由一条闭曲线退化为三个分支
,

各分支上相邻相点之间都相 差 三 个 周 期
,

即 3二/ 2
。

随着 0 的增加
,

相点越来越发散
,

粒子振幅越来越大
.

当振 幅超过工程允许的限度时
,

我们

就说粒子的运动不稳定
.

这一特征可从方程 (2
.

2 7 )的一级近似解定性地看出
.

非 线 性 分析表

明
,

方程 (2
.

2 7 )包含了各阶非线性效应
,

但在
v 二= 4 / 3共振线附近

,

相 平 面 特 征 主 要方程

(2
.

2 7 )右端富里叶展开式中的4阶分量决定
·

在此共振线附近
,

方程 (2
.

27 )的一阶渐近解可表

示为
x (8) = A (0 )

e o s [ (4 / 3 )0 + a (8 )]
,

(4
.

5 )

其 中 A (0) 和 a (0) 是 0 的慢变函数
.

上式表明
,

城 0) 恰好是一个周期为 3二/ 2 的
“

准周期
”

函数
。

/// 必必
{ 333

全 cmmm

!!!!!!! 认
、 . ,

青CInnn
111111111

,,,

爪爪爪一一 5 一 蓬一 3 一 之;- 1

巴巴尸
, 2

’

”
、

簇述述一一 11111

萝萝兰挤
一一一

一一 22222

一一 33333

一一一一
333 p

xxx

一一
222

_

万
c mmm

/// 111 X ___

。。。

⋯
百

‘mmm
一一 5 一 3 一 l 、、

_

, ‘
,

“ 2 3) ‘ 贾贾、、、、、、

、、~
一 11111

一一~
、、 一 22222

一一 33333

图 4 粒子在
v 二

= 4/3 共振线前的相平面特征 图5 粒子在
v 二

= 4/3 共振线后的相平面特征

图 5是粒子穿越
, 二 ~ 4 / 3共振线后的相平面特征

。

同图 4相比
,

它更接近 于 v二 = 4 /a 这条共

振线
,

共振效应比较明显
.

三组相点分别向三个相位集中
,

相轨线演变为三条分裂的线段
.

随

着初始振幅的增加
,

这些线段对原点的张角越来越小
,

表明共振效应愈趋显著
.

数值分析表明
,

在远离共振线的地方
,

相轨迹基本上是一个椭圆
,

说明在这些地方
,

系

统的非线性效应比较弱
.

本文从经典物理出发
,

导出了N 度对称径向扇回旋加速器中粒子的非线性运动方程
,

并对

系统的动力学稳定性及相平面特征进行了数值分析
.

结果表明
,

在共振线附近
,

系 统 的非线
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性效应比较强 ; 当非线性项不考虑时
,

其结果与文献〔1〕一致
.

〔门

[ 2 〕

[ 3 〕

[ 4 〕

[ 5 ]

[ 6 」

〔7 ]

[ 吕〕
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