
应用数学和力学
.

第 6 卷第 6 期 (19 85年 G )」) 应用数学和力学编委会编
A p p lie d M a th e m a tie s a n d M e e h a n ie s 重 庆 出 版 社 出 版

边界积分方程在固体力学中的计算模型

王兴凤 王兴发

(同济大学) (北京工业学院)

(钱伟长推荐
,

19 8 4年 12月 27 日收到)

摘 要

本文有两个内容
:

(1) 建立边界积分方程在固体力学中的计算模型 ; (2 ) 用这种模型计算两个

固体力学的问题
.

一
、

引 言

边界积分方程法作为近代数值技术的一种重要方法
,

由于它在解决复杂工程问题中所取

得 的显著成果
〔‘’“‘吕’,

在国际上已引起广泛的注意
.

相对而言
,

国内对这种数值技术 的 研究

工作较少
.

本文希望有助于促进边界积分方程法在工程实践中的应用
。

R iz zo
「“〕和 C r u se “ 。’最先提出把偏微分方程离散成边界积分方程

,

但他们所建立的初始

公式是很粗糙的
.

此后 C rus c 〔“ ’和其它学者「‘“’改善了这种方法的精度
.

最近有些学者‘’“’〔‘4 ’

把边界积分方程和有限元技术结合起来解决了一些复杂的工程问题
.

本文用 占函数构造在固体力学中具有代表意义的 D ir ic hlet 问题或 N e u m an
n 问题的基本

解
.

通过格林公式得到奇性积分方程
,

利用这个基本解在边界上满足有指数
a 的Li eP sh i条件

(0镇 a簇 1 )
,

把这种奇性积分方程推广到实用的阶段
.

本文给出双调和方程和 N av ier 型平衡

方程的边界积分并导出这种计算模型的应力表达式
.

最后用这种模型计算两个固 体 力 学 问

题
.

二
、

计 算 模 型

取常 系数 仍阶微分方程

p (a )u = 兄
a

a

口
a 。 = o (2

.

1 )

如果尸(口)E ~ 乙
,

我们就称E 为微分方程尸(。)
“ ~ 0的基本解

,

其中的 d 是 D ir a 。函数
.

如果E

是尸(a )
“二 0的基本解

,

则

其中

P (口)
“= f

, u = E
,

f

E !
, 一

{{:
百(

“一“,‘(“’““

(2
.

2 )
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假定有二维物体A
,

求满足 L a p la c e 方程的函数 吞

V
“

功= 0

, 一 , 或
瓮

(功(D ) (2
.

3 )

g (价(
c ) (2

.

4 )

其中的 n 是边界 c 上任意点的外法线矢量
,

f和 g 是边界的 函数
,

而了或者 g 可以是未知量
.

这

是D ir ichl et 或 N eu m a n n 问题
,

弹性扭转
、

理想流体都是这类问题
.

现用 占函数构造(2
.

3) 式的基本解
.

根据图 1,

1im P
。

(劣) = d(x ) = {
oo 义 = O

0 戈今 0

若 f(二)在 戈 = 0 处连续
,

则

{{二
“劣 ,“‘劣’“

%一“”’

若把 叔 x )函数从原点移到
二。点

,

而f( x) 在 二 = ‘。

连续
,

则

{⋯二
“‘% 一幼“

戈’“% 一‘(‘
。

’
(2

.

5 )

现求满足下列方程的特解弘

v
“

功= 占(x 一二。
,

, 一夕
。

)

OOOOOOO

(2
.

6 ) 图 1 占函数

虽然甲就是(2
.

3) 式基本解
.

取极坐标 以 M
。

点为圆心
,

以小量
￡为半径

,

以 c .

为边界的圆形

区域刀
, .

当r> 。时 (
: 是物体D 区域内M

。和M点之间的距离)
,

在对称时中应满足方程

1一
�+

(
_

丝、 口r ‘

a 、
叮5 二 ,甲二 U

U r l

甲= C I + C : I n r

若在D
,

上实施格林第一公式
,

则

f{ △训
口 -

口 护

D
. I 势

一

而

I
。。

瓷
“一丁丁

。
。

“(‘一
“。 ,

一
“。’““一 ‘

{ 妙 d 。= 一 {
2 ‘

擎
.

r
do = 一 2沁

,

J d n J o 口 r

。 1 ~ 。
_ , 。 1

七 2
之 一 2兀

一

取 七 1 ‘ U 仔 甲= 一 2兀 I n r

其中的 △= V “ .

甲= 一hi r

是方程 ( 2
.

3) 的基本解
.

若把基本解( 2
.

7 )代入格林第二公式 ( 2
.

8 )
,

( 2
.

7 )

仃
。一。

。

‘
·“犷一犷△· , da 一

工
。十 。。

(u盟
一 犷

黔
ds

( 2
.

8 )

因M
。

是间断点
,

故在D 一 D
,

区域内实施 ( 2
.

8 )式
.

取 厂为基本解
,

即犷 = 一 Inr
,
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IJ
刀一刀

。

〔·△‘一 ,二 , + ‘⋯ △·〕d a

一
{ 「

u

夕
J e + c : L O n

, , 、 . ,

au

气一 主n r ) 十 in r 一而丁二
O 刀 〕

d :

(2
.

9 )

其中的 ca 是D
.

的边界
,

{
·

‘ C .

一

早
一 (一

。 r )d : 二 2二
·

u ,

(2
.

1 0 )

其中的 沪是 u( M )在
c 。

上的中值
,

{ In r

粤
、: = 2二

.

。
.

In 。
.

(
一

旦
“

、
价

.

夕, 口 n \ O n /
~ ‘B

(2
.

1 1 )

其中的(a
u
/ 日n)

势是法向导数。城M )/ a
n
在ca 上的中值

。

把 (2
.

10 )和(2
.

1 1) 式代入(2
.

的式
,

当 : 。。时
.

两边取极限得

2二“(材
。

) = {「
“

.

李
一 In r一 In r 一

擎1、
: +
({

In ,
.

△“己a

J o L 口刀 O 刀 」 J J D
(2

.

1 2 )

若“= 功是调和函数
,

便得二维的边界积分方程

盆
Sd

1
‘

se
.JI f 「

, , , , , 、

a
p 、‘Y1 。) 二 一

乏不J
。

LL, 气‘u 厂不于

a功(M )
In r 对 。“一 In r 卫 。盆

卫 a 儿
(2

.

1 3 )

这样就把 D ir ic hl et 问题或 N e u m a n n 问题转化成边界积分方程 (2
.

13 )
.

若知道函 数 诱在边

界 c上的叔M )及法向导数。叔M )/a
n 利用 (2

.

13 ) 式能得到 D 区域内任意点 M
。

的未知函数

功(M小
线弹性的双调和方程是

V
4 切= 0 (2

.

14 )

方程 (2
.

1 4 )是固体力学的基本方程之一 其中的 甲 是应力函数
.

方 程 (2
.

14 ) 的 基 本 解 是
r Z
lll r

。

令 V
4甲 == V

Z

功= o (2
.

1 5 )

贝IJ 功== V , 甲= V Z r Zln r
(2

.

1 6 )

类似于上述推导
,

把(2
.

16 )式代入格林第二公式
,
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。一。

。
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·
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n ·
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n ·
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·〕d a

一

丁
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l
·

斋
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, n r )
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.

1 7 )

当 : 、 0时
,

(2
.

1 7 )式变成

口u l
,

一孟丁 -
l口石卫

O 刀 J

.

、....,.阵l、了‘祖‘.‘...J

{
。。 ·

备
(4 ‘一 + 4 )

·、。

一
8二“·

I
。 :

八·“‘二
会

“

一J:
’

(4 ,二 + 4 )
令

二、, · 。

{{
。

。

〔·A (、r 2
1一 )一 。(r 2

1n r )、。 : 、。一。
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.
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令
“= 甲

,

则

ff 「么‘r
, Z
zn r、一 r八r 么In r、

.

‘IJ a

J J D

王 兴 发

一

{
。

。(一 ,一 )
器

一 ‘
会

(
·2
‘二 , , d一

(2
.

19 )

把(2
.

18 ) 和 (2
.

1的 式代入 (2
.

1 7 )式
,

我们得到对应于双调和方程 (2
.

1 4 )的一组边界积分方

程
:

、.....

!
\

⋯
1 f

甲气ZYl
o )二

一
下二丁

一

!
O J‘ J 口

〔, (M )
去

一
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r Z
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卜△(
r Z
‘n r

卜
a甲(M

a 儿

a
十 价气止Y1 )下

~

一

口n
(r Z

ln r
)一 (r Z

ln r ) (2
.

2 0 )

1 ( r
, , , r 、

a

叭
丈
叭 ) = 厄万

~

」
。

L叭
‘

r1) 而
一

‘n r 一
口功(M )

a月

”罗
’」婉

一‘n ,

」
d。!

用类似于上述方法
,

我们还可推得
:

三维拉柏拉斯方程的边界积分方程

‘(叽’一六
一

肛 :
a诱(M )
口刀

一 。(M)
一

晶
一

(:) 〕dax (2
.

2 1 )

其中的刃是三维物体B 的边界面
.

N a vi er 型方程的边界积分方程

一 (M
。

, 一

{
。

〔U
‘, p ,

(M , 一T ! !一(M , 」d一

若边界周线 c 上的作用力尸式M )及位移
u , (M )知道

,

移 u ‘
(M

。

)
.

(2
.

2 2 )式中U . , 和T
‘, 是两次张量

,

U ‘, 二 C :
(j

‘, C
:
In r 一 r

, ‘r ,
, )

(玄
,

j= i
,

2 ) (2
.

2 2 )

就能从 (2
.

2 2) 式得到物体内任意点的位

:
‘, 一

今卜豁
(“

‘! C ‘+ 2 ·
, ‘ r , ,

) + C
‘

(
r , , 。‘一 r , , n ,

)

其中

C l =

拼 是泊松比
,

矢量
。

1

一 8 元‘(1二拼)

G 是剪切 模量
,

。 _
.

0 1 o
J _

七 2
“ 石一 “肠 七“

“一 可元(1二户)一
, 七 ‘

= 主一 名拼

下标逗号指对坐标的偏导 数
, 。是垂直于物体边 界的单位法线

边界条件 功
,

a必/面 或者边界上的作用力
,

位移通常不同时都为已知
.

我 们 利用复变理

论中的下述定理
:

设c 是光滑的闭曲线
,

切(了)在
c _

l二且满足有指数
a 的 Li

ePs hi 条件 的一个函数
,

O《a ( 1 ,

当点 :
从

。的内部趋于任意‘点 才时
,

则柯西积分

尸 (: )一

命J
。

释 d j (2
.

2 3 )

趋于下面的极限值
:

尸(,
卜扣

,卜、奈
一

J
。

d j (2
.

2 4 )

、、了子‘

(j
�

一切
·

]

本文的基本解都满足Li eP
shi 条件

,

因此 当M
。

、尸时 (M
。

是区域内点
,

P是边界点 )
,

根
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据 (2
.

2 4 )式
,

方程 (2
.

1 3 )
,

(2
.

2 0 )
,

(2
.

2 1 ) 和 (2
.

2 2 )分别变成

‘(”, 一竞
一

I
。

!‘(M) 斋
‘nr
一

,nr 限 如黔 〕婉 (2
.

2 5 )

甲(尸) = 命J
。

l
, (M ,
斋
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Z ·, ! ‘

一
’

a甲(M )
日月

(V
Z r ; , In r , , ) + 功(M )

a r ; , In r 尸 ,

口刀

(2
.

2 6 )
日功(M )

d n

(r 。! In 。一 )
}
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‘(p , 一

吴丁
。

[。
(M )
会

‘n :

一
口功(M )

·

In r

一」
d ; !

万
Sd

飞..
已」、、.户

‘(尸’一

刹丁
二

[念
a功(M )

a怜

a l

一 功‘ZVI 】
- 二- 一一 .
d 玲 \

1

r尸盆
(2

.

2 7 )

一 (p )一 2

{
。

〔U
‘, p J

(M )一T
‘, 一(M )」d一 (‘

,

, 一‘
,

2 , (2
.

2 8 )

其中: ; 、为边界
‘上点尸和M之间的距离

.

用 (2
.

25 )~ (2
.

28 )式能解得所有的边界条件
.

把这

些边界条件代入方程 (2
.

13 )
,

(2
.

2 0)
,

(2
.

2 1 )和 (2
.

22 )
,

我们就能得到物体 内任意 点 M
。

的未

知应力 或者位移
.

三
、

数 值 解

本文的积分方程一般都是奇性的
,

它们数

值解的计算程序如下
:

(一) 把边界离散成不等的区间
,

分段模

拟力
、

位移等边界条件和边界本身
。

(二 ) 分段把奇性方程变成代数方程
.

(三 ) 解含未知量的代数方程组石

现举例给出双调和方程的边 界 积 分 方程

(2
.

26 )的代数方程组
.

把边界划分成 n
个不等的区间

,

具体见图 2
,

随 c 的增加方向标上号码
,

取每个区间的中心

P 〔x
, P )

图 2 边界划分

M 为节点
.

假定 功(二
,

夕) 和 a功(x
,

妇 /加 在每个区间上是常量且等于该区间节点上的值戴M )

和 a必(M )/ 。
。 ,

经这些边界模拟就能用未知量诚M )及 a献M )/ an 的2n 个代表方程组(3
.

1) 式代

替(2
.

2 6 )式
.

·‘(p , 一

点(一
‘(“‘, 一“一 “‘

咨扩
’
)

4二。。尸)一分(
c , , 。(、 )一 :

; 。 a功(M )

口矛;

!
‘3

’

‘,

、 。 , , * (、 )一f一 ”

咭黔
’
)!

其中尸 = 1
,

2
,

⋯
, n .

用矩阵表示
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(
〔a , , 一 I二 ]一 [b , , 」

[ c , , 」一 [d , , 〕

[功(M )]

a功(M )

日称

[ 0〕 [ 0 ]

[4二I 一 e , , 」[ f
, , ]

(3
.

2 )

了‘才....、、

一一

、、....,了了
.

其中的 I 是单位矩阵
,

它们的系数是

一J
,

斋
‘

一
d一 “

一J
, ‘

一
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一J
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斋
·。! ‘n一d一 d

一I
, ·; M ‘

一
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一J
,

斋
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Z· ; ! ‘

一
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一 I
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“·, ! ‘

一
d一
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.

3 )

因此
,

问题就简化成矩阵方程的解
:

B {X }= {R } (3
.

4 )

其中的B 是 2 0 X Z。矩阵
,

{X }和 {R }是Zn X l列矩阵
·

从 (3
.

4 )式解得边界
c 的未知量叔M )或

时 (M )/ an
,

代入(2
.

2 0) 式的第一式就能得到 切(M
。

)根据 甲(M
。

)可得到物体内任意一点M
。

的

应力
、1|

|!
\

fl|||||||||,/8 二a 二

(。
。
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, , 。, * (。卜。, 。, 口甲(M )
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嘿
,
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.
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+ G , 。, 拭M )一H , 。M
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M 一 1
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一 I ! 。! * (M , + ‘! 。! * (M’
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-

a 月

其中的系数是
:
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(e , 。, )
,

(c , 。, )
,

几
。, 一

命(fx
。, )

口2

a 2

刀“。“一

命
(““

。“)

(缅
, )

,

二 , 。! 一

器
(, ! 。对 )

(·, 。, )
,

。 , 。H 一

器
(J ! 。! )

。

一时
。
一酬,一材
"

一材

I“
。卫 =

日2

a劝y
(e , 。, )

,
J , 0 , =

一

(f , 。, )

K 峋材 =
a 2

a戈a夕
(e 二

。, )
,

L 、
。、 -

日2

口劝y

a 2

ax a夕
(d , 。

动



边界积分方程在固体力学中的计算模型 5 37

四
、

应 用

现举例说明本文的应用
.

第一个例是一块含裂纹的板 (见图 3 )
,

图 4 是它的边 界 分段

其中的外力 尸 = 2 ,

以下的单位都已无量纲化
。

用边界积分方程 (2
.

2 0)
,

(2
.

2 6 ) 和 (3
.

2 )

编写程序计算线弹性断裂力学的 I型应力强度因子 K , 的结果是

K
;
二4

.

9 5

图式

线 4 ( r二 =

/

.

1 : 二 0 )

线 3 ( t 。 = r : = 0 )

线 5
一 ,

‘I
。 = t : = 0 )

1 和 2 线的分段

夕
’

℃线 2 (u 。 = t : = o )

线 1( 人二 t : = O)

图 3 含裂纹的板 图 4 边界分段图

已发表的公开结果
〔’“’

精确
。

(它有0
.

5肠的误差 ) K ; = 5
.

01
。

结果表明用边界积分方程计算K l
很

第二个例子是圣维纳扭转问题” . ’。

根据弹性理论
:

。

一代器
+

怀 , 一‘

(餐
+

叼 (4
.

1 )

其中的 G 是剪切模量
,

掩是常量
,

(4
.

2 )

B)aB甲甲V
名
甲== 0

甲 = 一
k(万

2
+ , 2

)

、
,

2

亨 毋 = 一 k 甲
, 则方程 (4

.

2) 变成

V “
娇= 0

功= x Z
+ , 2

(在区域B 上 )

(在边界aB 上 )
} (4

.

3 )

设有一个横截面为 20 x 3 2c m
“

的矩形杆
,

受扭 矩 M
,
作用

,

如图 5 所示
.

现用边界积分方程

(2
.

13 ) 和 (2
.

2 5 )进行求解
.

以矩形截面的中心为原点建立坐标系
,

并将边界分成 8 个区间
.
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}}} 一万万{{{

}}}
.....

一一
3

卜- 一一{

图 5 受扭杆的边界分段图

根据对称性
,

只有两个边界未知量a功
:
/ a

n和 a功
2

/ an
.

用本文的计算方法得到的系数值
:

a ll= 0 a i : = 1
.

2 6 8 a ls = 0
.

14 8

a l。= 0
.

2 8 3 a l。= 0
.

3 1 4 a l ,
= 0

.

8 18

a Z i = 0
.

8 9 6 u : :
“ 0 a Z a

= 0

a : 。
一 0

.

3 0 0 a Z。
= 0

.

4 9 5 a : 7
= 0

‘

7 6 1

br l = 6
.

0 9 4 b z : = 3 5
.

4 4 9 bl。= 5 0
.

9 1 5

bl 。二 5 5
.

1 5 4 bl。= 5 3
.

3 9 9 b1 7 = 4 5
.

6 7 7

b
: z = 2 2

.

6 7 7 b
: 2
= 1 7

.

2 6 4 b
2 3
= 4 3

.

5 9 2

b
Z。
= 5 3

.

4 5 3 b
: 6
= 5 1

.

9 5 7 b
Z ,
一 4 5

.

3 2 5

在边界上
,

功
1 = 功

‘
= 功

5
= 功

。
= 2 8 1 ,

功
2
= 功

3
= 功

。
= 功

,
= 1 64

a z‘= 0
.

3 1 0

a x s = 0

a Z‘
= 0

.

3 9 5

a Zs
= 0

.

2 9 4

bl‘= 3 4
.

6 9 5

bl s
= 2 2

.

5 4 6
.

b
: ‘
= 3 2

.

0 5 5

b : s
= 2 8

.

2 5 5

时
: = 鱼丝一鱼红 = 旦盛

.

旦应 = 四
3

口打 a刀 d 称 口n ’

d 刀 口月
丝

些
_

_ 丝
7

日儿 日件

用本文的方程 (2
.

25 )即方程 (3
.

1) 的第一式得
:

。8
.

4。2
妙

1 一 + 1 8 6
.

: 4 3
粤

二

一
2 。8

.

: 8 3 , lf6
.

4 4 0

单
ee

+ 16 1
.

4 1
妙

、 二 2 2 。
.

; 4 8

O 儿 O n 口月 O n

解得

擎
一

= 1 5
.

: 。8
,

擎
= 一 。

.

6 9。

口儿 O 月
(4

.

4 )

把(4
.

4 )代入本文的方程 (2
.

13 ) (离散成下式)
,

功(M
。

) = 一
卫一
令

2 “
翻l

。(M )

}
二

塌 (In
r , 。

的 ds , 一
旦赵卫) f

d 打 J 材

‘“r M OM d “!

〕
其中的M

。

的坐标是 x
,

夕
.

利用 (4
.

1) 式得到用边界积分方程法的计算结果
:

在 。(o
,

o )点
: : 二 :

= 0
, 了 ; :

= 0

在B (o
,

一 1 0 )点
:

(: 二 :

)
m 。 x

= 1 3
.

2 3 7G k
, : , z

= 0

铁摩辛柯所著弹性理论
〔‘6 3的结果

:

在。(o
,

o)点
: ‘二 :

= 0 , ‘ , :

= 0

在B (o
,

一 1 0 )点
:

(
: 二 :

)m : 二
= 1 7

.

3 sG 寿
,

(
: , :

) = 0

铁摩辛柯 (T im os h e n k o) 采用级数解法得到上述近似值
.

本例用手算约需十多个小时
.

这种方

法的计算量较小
,

精度容易控制
.
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五
、

讨 论

边界积分方程的积分核具有一 定的物理意义
.

线性偏微分方程的解一般是连续分布量作

用的结果
,

因讹边 界积分方程积分核的物理意义是集中量产生的效应
.

这种计算模型要求边界

分段光滑而边 界的形状是任意的
.

它的中心问题是积分核的确定
.

若能用有效的数学手段构

造所需的积分核
,

它将在更广泛的领域 中得到应用
.

边界积分方程是一种待开拓的近代数值

技术
。
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