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摘 要

将圆弧形波纹膜片看作几段圆环壳和中心圆板的组合构件
,

本文利用钱伟长教授的圆 环壳 一

般解〔1 ’及圆薄板小参数摄动理论【2 , ,

导出环壳和板的传递矩阵和连接矩阵
,

用矩阵联乘法求 得 线

性精确解和非线性解
,

计算结果同 W
.

A
.

W ild hac k 的实验 【3 ’是吻合的
.

一
、

引 言

波纹膜片 (膜盒) 是精密仪器仪表中一种重要的弹性敏感元件
。

它的理论研究至今还很

不完善
,

是人们长期以来所致力于解决的问题之一
。

文【4] (1 9 5 5 ) 和文【5〕(1 9 8 2) 分别用正交异性板理论和环壳理论计算了波纹膜片问题
.

对于圆弧形波纹膜片的计算
,

文 〔6」 (1 9 84 ) 将这两种方法进行了比较
。

结论是
,

在位移的

计算上
,

两种方法相差甚小
,

但对于应力分布的计算
,

只有用环壳理论才能得出与实验更为

符合的结果
.

由此可知
,

对于其他形状
,

如三角形
、

矩形波纹等波纹膜片
,

也只有用锥壳
、

柱壳等壳体方程
,

才能得出较为符合实际的应力分布
.

本文将带平中心的圆弧形波纹膜片看作几段圆壳和中心圆板的组合构件
.

对于平中心部

分
,

使用非线性大挠度方程
,

利用钱伟长教授的圆薄板小参数摄动理论 (1 9 4 7 )
‘“’,

用中心相

对挠度为摄动参数
,

求出其摄动解
。

当中间有硬 心时
,

由于中心环板很小
,

采用线性理论计

算
。

在波纹部分利用钱伟长教授的圆环壳一般解 (1 9 80 )
〔”

,

导出环壳的传递矩阵
,

连接矩阵

由各段相接处的连续条件导出
,

用矩阵联乘法 (亦称传递矩阵法 ) 求解
.

这一解法
,

可避免

求解较大的线性代数方程组
,

只要进行四 阶矩阵的运算
,

并特别适用于计算形状不同的波所

组成的膜片
.

二
、

基 本 方 程

圆弧形波纹膜片的形式如图1
.

OB 为平 中心部分
,

根据膜片的实际情况
,

分为带硬中心和不带硬 中心 两
·

种
.

CD
,

刀E

为圆弧形波纹的半波
,

按其子午面内曲率中心在中面以上或以下分别称为凸半波或凹 半 波
.

井

钱伟长推荐
.

本文在钱伟长教授指导下完成
.
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每个半波都是圆环壳的一部分
。

符号说明如下
:

p 。 硬中心半径

p 平中心半径
a ‘ 第i个半波子午平面内曲率半径

R ‘
第i个半波的整体半径

h 波纹膜片的厚度

E
, v

弹性模量和泊松系数

尸
,
q 集中载荷和均布压力

,

以向下为正

Q 剪力

N
, ,

N e ,

N
,

中面薄膜力

M
: ,

M 。,

M
*

弯矩
a 、= a ‘/ R

‘

拼 ‘= 材3 (l一
v ,
) a 予/ R

‘
不第

‘个半波的几何参数

h J

平中心部分的基本方程
:

中心无硬心时
,

基本方程为
v o n K ar m a n 提出的圆薄板大挠度方程

,

可将其写成如下形

式
:

n d 「 1 d l d 切 、1
、 : ’

d 切 1

口丽
一

L下 J「叹
r
万砰

一

月一
‘” ·

花万
‘

= 万qr

·

斋! :
N 。 一

杀

杀
‘
r ’N

·

,

(
r N

,

)

1
.

E h l d 功 、
l十 ~ 一万 .
J 乙 、 口 r l

= O (2
.

1 )

、....r...t、/!|!..少

中心有硬心时
,

使用圆板线性方程
:

n 了 d Z
.

l d 、了d
Z切

.

l d 功 、

口吸
~

〕石泛 十
_ 一 〕二 刀吸 〕二绝

一

十 二
一

〕万
~

, = q
、 U 了 万 U 了 I 、 U 了 了 U 了 I

(2
.

2 )

其中
,

内力
,

D ~
E h

3

1 2(1 一
, 么)

为板的抗弯刚度
, 切为横向挠度

.

载荷
,

位移的正向如图2
.

2
.

波纹部分的基本方程
:

M
,
+ dM

-

波纹部分的任一半波看作一段圆环壳
,

应

用 B
.

B
.

H os 。、 , 二 o B 导出的轴对称圆环壳复

变量方程
〔‘’:

N
,
+ dN

护

图 2

(, + 。 5 1。 , )
骤

一。 c 。、 *

兰U
+ 2。‘s、n , 。一 2。尸

。c 。s ,

~ 丫 切W
(2

.

3 )
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其中
,

犷为复变量

_

4少D
, , : -

~ 一 一 乡 一 气1 宁 “
a “

一

sin 尹)X + i {
2拼(i + a sin 甲)

乞

口 5 111 甲

n l
_ _ _ , .

Q
。 。

. \

I-- 。
= 一 。 “g “名-t-

一 二
一 ‘拼

‘ “

其中
,

切为环壳任意点处的外法线和对称轴的夹角
,

Q
。

为甲= 0 处的剪力
, x 为壳的轴向

转角变形
,

Y 为水平方向位移
,

Z 为轴向位移
,

D =
E h

S

1 2(1一
v Z

)
为壳的抗弯 刚度

。

其内力
、

载荷
、

位移的正向如图3
。

三
、

圆环壳的传递矩阵及其内力和位移

根据钱伟长教授的圆环壳理论
〔” ,

任一段圆环壳可 由 a
,

拼
,

甲; ,

甲:

唯一地确定 (图4)
.

其

中甲
: ,

甲:

为环壳两条边界处的甲值
.

图 3 图 4

首先
,

设

犷=

引入无量纲量
:

毖
犷

,

斌又i 一 v Z

) p

一 Zh
x

,

犷= 材 3
一

(i马勺y/ h
,

2 = 材叔 1二vz) Z/ h

方
,

一扮
一

N
, ,

厉。一

汾编
,

。一份
Q

厉一、
益

M一 “
, 一 4

价
“

, ,

, 一斌 3

{扁分
一

‘
,

。一斌“
痣砂

其 中带
“一 ”

者为无量纲量
,

无
“一 ”

者为有量纲量
.

得到无量纲的基本方程为
:

(3
.

1 )

、

d
Z

犷 d犷
.

_

二 T--r 一 石

又1 + “ “‘n 甲) J币
,
一口 “”s甲 窟币一乙拼, “‘”甲丫 = 乙拼厂 。C O s 甲 (3

.

2 )

在 如图所示的载荷下
,

a .

均布力作用下

尸
。
==

-

对于凸半波而言
:

2 a 2 a 2

拌么p Z 互‘十 毛尸2拼
“

Q
0 汽 2 a 2 ,

切0
= 一 “p

Z q (3
.

3 )
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b
.

中心集中力作用下

P
。
=

Q
。 _

.

丁 乙拌
“

Q
。
=

2a 2 获

—

—
I’ (3

.

4 )

‘

、
矛

尸O
.

几Q了气
.

、....r‘、了l...J

为简单起见
,

以下略去无量纲记号
“ 一 ” 。

由文〔1〕
,

方程的解由非齐次解犷
井和齐次解犷

(l ) + 犷 (: )两部分组成
.

犷苦 = 一 ZP
。

{A : e o s甲+ A
Z sin Z甲一A se o s 3甲一 A ‘s in 4 甲+ ⋯ + A ‘, + l eo s

(4
n + 1 )甲

+ A ‘。 十: s in (4
n + 2 )甲一 A 一游。e o s

(4
n + 3 )甲一A

‘, 十‘sin (4
n + 4 )甲+ ⋯ }

V (: , = (C 石+ iC ; )
e x p [一刀(甲

2
一 甲)〕(

e o s , 甲+ is in , 甲) [f
l
(切)+ if

:
(甲)]

V 。2 ) = (B 石+ sB ; )e x p [一刀(甲一甲
; )〕(

。0 5护甲一 isin 护甲)[ g
:
(甲) + i战(甲)〕

厂== V 补 + 犷(l ) + 犷 (: )

其中
,

j
;
(甲)

,

了
:
(甲)

,

g ,
(甲)和头 (切)为三角级数形式的实函数

、...!、z.l..J
f

l
(甲)= i + 乙 (夕

。 e o s
娜一 q 二sin n 甲)

,

f
:
(甲) = E (夕二

sin n 甲 + 。
。e o s n甲)

肛8

g , (切 )~ 1 + 艺 (一 l)
’

(夕
。 e o s n 甲 + q 二s in n 甲)

,

夕:

(甲) = 乙 (一 1 )
”

(一夕孟s in n 甲 + a
n e o s n 甲)

(3
.

6 )
C石

,

C石
,

B 石
,

B 孟为待定的实常数
,

A
,

= J
。
+ iK

。 ,

刀
,

下
,

P
。 ,

q 。
,

P二
,

q 二为已知 系数
,

见文 [ 1〕
·

方程的解可分为虚部 Im 犷 和实部 R e 犷两部分
.

lm V ~
一「映

“

L 尸P
-

q J (甲) +
4Q

。拼

a

K (* )〕
+ C。“

2

(* )+ c 。“ 1
‘, ,

一B ‘。
2

(切) + B 石。1
(甲)

R e犷二
4 a 2 a 2

拼 PZ

_
。

了 _ _ 、 4 Q
。拼 ; , _ _ 、 .

。
,

。
, 、

万
,

n
, 、

甘l 、 、甲少一一万
一 J 、甲 ) 一 七 o “‘八沪少一 ‘ 0 占J Z 、切 ,

!
{

(3
.

7 )

其中

+ B 石。 ,
(甲) + B 石。

2

(甲)

J (甲)= J l e o s甲 + J
: sin Z甲一 J

3 e o ss甲一 J
4 sin 4卯+ ⋯ + J

4 , 十 : e o s
(4

n + 1 )切

+ J
‘。 十 Zs in (4

n + 2 )切一 J
; 。 + : e o s (4 n + 3 )切一J

‘, , ‘s in (4
n + 4 )切 + ⋯

K (甲)= K , e o s切+ K
: sin Z切一K

: e o s3甲一K
; sin 4切+ ⋯ + K

‘。十 ; e o s
(4

n + i )甲

+ K
4 二十 Z sin (4

n + 2 )切一 K
4 , 十 3 e o s (4 n + 3 )甲一K

4 , 十‘sin (4
”+ 4 )卿 + ⋯

口 ,
(甲)=

e x p 〔一刀(甲
2
一甲)〕[

e o s ? 甲f
,
(卿)一

5 1二? 沪f
:

(华)〕

口
:

(甲)=
e x p [一刀(甲

2
一 甲)〕[

s in 下甲f
:
(甲)+

e o s , 甲f
Z

(甲)〕

。 ;
(甲)二

e x p [ 一刀(甲一甲
1
)〕[

e o s , 切夕:
(甲) +

s in , 中夕2
(甲)〕

。 :
(甲)=

e x p [ 一刀(切一甲
,
)〕[

sin ? 甲夕1
(甲)一

e o s下甲夕:
(甲)〕

文〔1〕中已给出了圆环壳在集中力和均布力作用下的全部内力和位移
:

(3 8 )

C CO S 中
, r 厂

一
2。(z + 云si

n , )
: ‘m

一
2a 2

拼p Z q 叹锹留
少Q0

a + sin 甲

(l + a sin 甲)
“

口C O S 切
T ; 厂

一 2。(l + 。sin , )
2 ‘m 犷

-
1

2拌(1 + a sin 甲)

d lm 厂

d 甲

甲口NN

M , =
4拼Z

h(i +
a s in 甲)

d R e犷

刁甲 一
(1 一

v
)a

e o s甲

(1 + a sin 甲)
R e犷

一

丫
。一Q0 (

忠篇
)
2

〕
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M
。
=

口口

4“Z
h(1 + a s in 中)

d R e厂

d 切
+

(1 一”
)a

e o s甲

(1 + a s in 甲)
R e犷

(3
.

9 )

Q =
仪 S ln 甲

2拼(1 + a s in 甲)
2

Im 犷+ Q0 (,

黑奚砷 )
‘

X = 一

a R e犷

2拼p (i + a s in 甲)

: 一

共
(1 + 。s in , )(, , 一 , 、,

)
,

z -

科尸

,

,
甲2 _ 2 _

一 l
,

艺毕理
、

J 拼P
一

气1 一 a s l n 切)
甲1

R e厂 d 甲

选用Y
,

x
,

N , ,

M
, 四个变量为传递参数

令 X = {Y
,

X
,

N , ,

M砖
,
为传递参数列阵

C == {C ‘
,

C 石
,

B 石
,

B 舀} r为常数列阵

可有如下形式
:

X = A(卯)C + F (切)

其中 A (切) == [ a ‘,
(切)]为4 x 4的方阵

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

F(中)= {F ,
(切)

,

F :
(中)

,

F 。
(中)

*F ‘
(甲) }

r
为函数列阵

d口

甲d
a , :

(甲) == 忙
矿

「
2拼

‘

p
‘

L告德瞬卜
‘甲’-

2

(甲) 门

汤 ‘

。1 2

(甲)=
a 2

2拼么P Z

a (1 +
v
)
e o s中

(1 + a s in 甲)
口 1

(甲)一
口1
(甲)

-

d 甲

a Z
f

“ ” L甲’= 丽了L

a (z +
v
)
e o s中

(i + a sin 甲)

。 :

(, 卜

留
工]

。, ‘

、, 卜磷
‘ a (1 +

v
)
e o s中

(1 + a sin 甲)

_ _
, _ 、

d o l( 切)
山叭望 , 一

一 〕二 一
“甲

一 (, ,一丽、、氮
in , )“

1(* ,
,

一‘* , 一 知。(1拿
一

碗师)“
2

‘, ,

a Z :

(甲)= 一 乞两户丈I
,

千云亏i五币)
。 ;
(甲)

, a Z‘
(甲)= 一

2拼P(1 + a s in 甲)
。2

(甲)

a 3 ,
(甲)= 一

2、(井黑
, ),

一

“2
(, )

,

a 3 :
(切)= 一

2风

黑长
, )

2
“ 1
(, )

a s 3

(甲)==
a C O S 印

2拼(I平云畜in 甲)
‘田2 (中)

, a 3 4
(甲)= 一

2。(
la: 嚣器

, )
2 。 :

(* )

a ‘,
(甲)= 万

任

C 口

产Z
h(1 + a sin 切)

d幻 :
(甲) (i 一

v
)a

e o s中

1 + a s in 甲
口 ;

(功)

l
、
、了

J
Jwel,

l

a ‘:
(切)=

口口

4拼Zh(1 + a s in 甲)

2
(甲)

qr创dd

, .

!
一

、,
才

甲
了气
、

J.古口
a 一:

(切)==
口Q

4拼Zh (i + a s in 切)

d 甲

d 。 :
(甲)

户毛共拍黑燮望。
2

(,
)1

1
.
1~ “。 l u W J

(1 一
v
)a

e o s甲

d 切 1 + a s in 甲

r
.

I
..
工l-...LFesesL
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a ; ‘
(中)‘

口口

4拼Zh (1 + a s in 中)

f do Z
(甲) (1 一

v
)a

e o s甲
_ _ ‘ _

门
[ 刁币

- - -
一一再云云拓

.

币
一山 , 、甲 少」

F :
(树 , 云春

一

。

卜(
2 + 一‘

·* , 一 (‘+ 一‘· * ,一
益黯箫

‘(, ) + 苏邹
,]

+

暴艰
亘

罗
一

架糯
望 ‘(树 一 (1 +

Iv:<aas tnsjn
甲,
〕

F
:

(树 , 一
2 a 2 a 3

拼p s

(l + a sin 甲)
qK (叻 +

2 C

a户(i + a s in 甲)
Q

o
J (甲)

F
:

(叫 ==
2口O

拼户2

(1 + a sin 甲)

a 2

拼(1 + a s in 甲)

Q
。

(z + a sin 甲)
a + s in 甲+ Ze o s甲

J (, , 一 (2 + a s‘n , )〕
K (, )〕

一....L

q

r...L

一衅
F

‘

(* 卜
。3
*。

2

(了s:sas
in , ) 。

l
d K (p )
d 甲

(i 一
,
)
a e o s甲 。

, _ 、 ,

1
一

一 - 不万下, 二二二兀二一
~

宜、 火甲 I : I
1 , 尸 “ 。 i u 甲 J

八 「 d J (甲)
.

(i 一
v
)a

eo s甲 ; , _

门
个 砂(1 + asi 叩) w 0L

一
刁币 一 个 一 I千反骊五币一

‘ 、叼 」

(3
.

1 3 )

当切= 甲1或叨二 切
2

时
,

分别有
:

X (甲
1
) == A(甲

:
)C + F(切

1
)

一

(5
.

1 4 )

X (切
:

)== A(甲
2

)C + F (中
2

) (3
.

1 5 )

其中甲1 , 甲:

是每段环壳两条边界处的甲值
,

甲: > 甲, 。

由式 (3
.

15 )得
:

C == A
一 ’

(甲
2

)X (中
2

)一 A
一 ‘
(甲

z

)F (甲
2

) (3
.

1 6 )

代入式(3
.

1 4 )
,

可得
:

X (甲
,
)= T X (切

:

) + T。 (3
.

r7 a )

或

X (甲
2
)= T

一 ‘X (甲
1
)一T

一 ‘
T
。

‘

(3
.

1 7 b )

其中
,

A
一 ‘

为矩阵 A 的逆矩阵, T
一 ‘
为矩阵 T 的逆矩阵; T = A (甲

:
)A

一 ’

(叭 ),

T
。
= F (甲

; )一A(甲
,
)A

一 ‘
(甲

:

)F (甲
2

), T
,

T
一 ’

和T
。

即为传递矩阵
.

当 p l ,

甲
2
= 二/ 2时

,

N
,
二F 3

(二/ 2)
,

使A(甲)成为奇异矩阵
,

故使用传递参数Q代替N 。

此时有
:

·

一‘切, 一 2风i军黑 * )
、 “

2

(, ,
,

一‘, , - 口 5 111 甲

2拌(l + a s in 切)
“口

:
(甲)

r _ 、
_ a s ln 甲

_ 、 r _ 、

鲡
、w 少一一 玄风1千云就五币了LL, 2 、甲夕

。。‘
(甲)==

Q S ln 甲

2拼(1 十a s in 甲)
f 。 :

(甲) (3
.

1 8 )

F
:

(司 , 一
2反

3 a 2 s in 甲

拼艺p Z
(1 + a sin 甲)

r , 一 、 _ .

。 「 e o s甲
么 J 、甲 少“甲 呵。

L
一

万石藏而砰一
了舞癸渭‘]

以上各矩阵元素的表达式在用于凹半波时
,

q = 一 q
.
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四
、

平中心部分的解

不带硬中心时的摄动解

引入下列无量纲量
,

各量的无量纲规定同波纹部分是一致的
。

!
、‘... ..J

设 占二 1 一(工、\ 尸 I

,

Y = 斌感巨二公勺, /h
, : = 扮N.

,

, 一

扮坑
m 一、益M.

,

m , 一、
益

一

M
, ,

, 一“3(i 一
v Z

)
(4

.

1 )
P 4q

D h

其中
,

功 为平中心部分相对于平中心边缘的相对挠度
.

方程 (2
.

1) 成为
:

卷l
(卜 : )
货]一盯

一 ,

芳
〔(卜 ; )

·〕+
委(警)

“
一。

, 一 : 一2 (卜 : )
贵

(4
.

2 )

波纹膜片是在大挠度的范围内工作
,

其中点挠度与厚度之比值往往达到 10 以
_

L
.

为使小

参数摄动法得以使用
,

以无量纲化后的圆板中心相对于圆板边缘的相对挠度
:

Y . == 斌 s(i一
v Z

), 。
/ h (4

.

3 )

为摄动参数
,

求方程 (4
.

2 )的摄动解
,

其中功
。 ,

Y 。
为有量纲的和无量纲的相对挠度

.

设 P = P IY 。 + Pz Y 盖+ Ps Y 孟+ ⋯

Y = Y IY 。 + Y
Z
Y 盖+ Y 3Y 孟+ ⋯

Y . + 牛
;

a 宝

d Y Z
y 柔+

d雪
户Y

L一户C丫F占一甲口d一
l

一一
n仃

一一dY一心

= ol y 。 + 仇Y 二+ os y 二+ ⋯

s = s 1y 。 + 凡y 盖+ ss y 二+ ⋯

“= u ly
二
+ u : Y盖+ u sy 二+ ⋯

* = t一Y
。
+ * :Y 盖+ t3y 杀+ ⋯

m
,

= tn , IY
二
+ m r Z

y 盖+ m r s
y 杀+ ⋯

m 。= 川 。ly
二
+ 川, : Y 盖+ m 。3 Y 孟+ ⋯

(4
.

4 )

将式(4
.

4) 代入方程 (4
.

2)
,

并收集Y 。同次幂项的
一

系数
,

对于Y . 的各次幂
,

分别有
:

d
Z , , _ 。 、 。 , _

d Z , , _ 。 、 , _
.

_ , _ 。 、

d s,
Y , ,

石嗜「 LL l一 “) 口, J== 一p , ,

刁看恋 L气工一‘) ‘, J== ”
, ‘, = “, 一队 1一 “)花落 (4

.

5 )

d占
[ (1 一雪)0

2 ] == s rs
:
一P : , d

2

刁醉
1 。 。

LL I一 自) “Z J= 一百
口 i

, 丁‘

一 : : 一 : (1一 ; )
奈“ g

(4
.

6 )

d Z , , _

Y 扁,

J云‘ tLl 一自)“3 J == “, 口,
+ “, 口‘一 p

, ·蛋
〔(卜‘,

‘3

卜 一”1“2
,

5 3
一 2 (1一省)共彩

“ g

d s s

(4
.

7 )
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方程 (4
.

5 )的解即为圆板小挠度方程的线性精确解
,

将所求得的解代入(4
.

6 )
,

可求得二

级摄动解
.

以此类推
,

可求得多级摄动解
,

同大多数工作一样
,

本文只求到三级摄动解
.

各级摄动方程中二阶方程的齐次方程是相同的
:

d扩
[ (i 一占)f(占)〕== 0 (4

.

8 )

其通解为
, (: ) 一 、些

; 十C
Z

(C , ,

C
Z

为待定常数) (4
.

9 )

故第i级摄动方程的一般解为
:

、、.了
八U,l

.

月4
‘了、

、....‘l、沪

!
”‘一

牡髻
+ e (

:
) + 。:

一黔髻
+ c (

:
) + : :

,

Y ‘= 一C ‘
}

, In (i 一占) + C ‘
孟

,占 + C ‘
互
、
+ Y 护

C
‘

三)
.

~
, : 、

.

, _ , _ 。 、

d s誉
行= 一 二止 买十 七

、

益
尹

十 S 了一 Z叹1一百J一万公
-

l一 9 a g

‘、.产
‘

1
�、.、矛.尹

1一O曰八0J4,生�.工1上,1
.

⋯
月任月任J跳‘往占

了.、、了.‘、护‘、了.、

其中
,

e ‘

{
, ,

C 健
, ,

C 咭
, ,

C 咭
、 ,

C 咭
, 为待定常数

, 0兮
,

Y育
, s李为特解

.

因为在 圆板中心仗= 1) 各位移和内力都为有限
,

有
:

C ‘
{

, == C ‘

二
, = o

又因为Y
‘

( 0 ) = 0
,

Y扩( 0 ) = 0
,

有
:

C ‘
轰

, == o

令

可得第 i 级摄动解
:

通
,
= C (

墓
, ,

B ‘== C ‘

孟
,

潇i一户g名一
.J卜

0‘= A ‘+ 0育
,

Y ‘= 刁‘看+ Y 节
, s ‘== B ‘+ : 令

,

*‘二B 。+ s萝一 2 ( i 一占)

由方程 (4
.

5 )求出特解后
,

代入方程 (4
.

1 4)
,

可得第一级摄动解
:

、......,l.es、了les‘.....Jy 二 :
y ! 一

(l
一

钓
; +

钾
,

“

金
一

(l
一

约
+

李
5 2 == B l ,

t l = B z

仇
, l

切 ‘r

1

= 一斌 3飞1 一
, 2

)

1

二 一汀 3 ( I ‘俨下

l(
‘一‘)含

一

宁
(卜令

十

扣」
〔· (卜 : )含

一

宁
(卜宁

十

争)〕

(4
.

1 5 )

将( 4
.

15 )代入 ( 4
.

6 )
,

求出特解
,

一

再代入方程 (4
.

1 4 )
,

可得第二级摄动解
:

y ‘
:

y
Z
一

(
一

令
- D : 1 D 2 2

) :
+

鲁fs+ 夸。扮
d y

:
_ 夕: D : i D

: :

砧 一 万一万一厄
一

+ D Z ,“
2
+ D 2 2“+

令
:

5 2 二B : + C 2 1睿s + C : :占么+ C : 。首

才: = : : 一2 ( l一舀) ( ZC
: :君么+ ZC : :君+ C : :

)
1

阴 , 2 = 一7 宫(压二不乏歹f“
一“,(

2 D 2 : ‘+ D 2 2 +

令)
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(4
.

1 6 )

l
;、
沙

!
二

!
/

了一力
,

\ 4

D
Z I D

2 2 + 。
2 , :

2 + 。
2

: +

势)}

拼 夕2 =

1

一甲 3 (一
v Z

)[
·(卜 ; )

(
2 D

2 1 ; + D
2 2
+

含)
一 ‘

杳
”

(
- P

:
D

Z I

4 3

D
2 2

+ D
Z ; 占

2
+ D

Z : ; +

弋
2

;
)〕

D
2 1 =

C
: z ==

D
Z :
二 D

Z

一
P 1 .

B IP r

~ 寸
叫

一

艺 吕

豁
c

2 2
一 c

Z , +

乳
一

言鬃
C

Z。
一%

+

卜:1+ 省;
将 (4

.

1 6 )代入(4
.

7 )
,

求出特解
,

再代入方程(4
.

1 4 )
,

可得三级摄动解
:

、...

!lwel
/we
�·

l

!;
y 敲 y

3
一

(
- P

。

D
3 1

4 6

D
s Z D s 3

D
3 ‘ D : 。

) ; +
一

鲁fe+
D o Z

3 2
护

D s 3

酬 + 马
‘

护+

6

D 3 。

看
2 +
之

3

占
“

4

D 3 2 D s 3

5 4

D
。; D : 。

3 2
+ D 3 r有

5
+ D

。2

舀
4

+ D 3 3
“

3
+ D 3 4

‘
2
+ D 3 5

睿+
弋

3
“

( 4
.

1 7 )

5 3
= B

。
+ C

: 1占
4
+ C

3 2

看
3
+ C 3 :

占
2
+ C

: ;

占

t3 = 5 3
一 2 ( 1 一占) ( 4C

。,舀
s
+ 3C

s :
舀

2
+ ZC

。。

占+ C 3 4

)

从
r 3

= 一
1

斌 3 ( 1马
2

)

优口3
=

1

一斌丽二, ‘)

巨
一“,
赞

一 l寥釜]

[v(
‘一“,
豁

3
一1

一

扩贷〕

D
sl

,

D 3 2
一D 3 1一

210[(
‘一

弋
1

)
C 2 1 +

- P IC Z :

〕

其其中中

门leses一

�

3一艺
n 0 1
刀

3 3
= 刀

“,
一 i玄「

: ; 。 : 1 + e : :

(卜弋
1

)
+ ,
噜

D 3 4
一D 3 3

一

;
一

[
B , D 2 2 +

弩
·
+ 旦沪

+ c
2 3

(卜弋
’

)〕

D 。。=
n

。‘
+ “犷

2
+ 旦

!

穿
·’ + 马丛

:

4

B
Z .

PrB
:

一
_
卞一二

艺 5

C
o i

=
P

: D : l

4 0

,

e
。2
一 e

。1 +

ilg「(卜是
!

)
D

Z , +

含(
D 2 2

+

令)〕

C
3 :

= C 3 : 一 工「九
6 L Z

了P
: ,

刀
:

性 ; .

宁
,

瓜\ 4 J

D 3 1 +

号
屯

)
一

(卜含)(
D 2 2 +

含)〕
i�2

一
CC : 一 = fP

;

\ 4
十

一

毕 翅+ 士督里
石 乙

D : D : z

)(
‘一

宁)
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各常数B ‘,

P
‘

将由矩阵联乘法求得
。

2
.

带硬心时的线性解

其解由弯曲问题解和拉伸问题的解两部分组成
:

a
.

环板弯 曲问题的位移和内力如下
:

Y 一

二尹(;
一 ,

一 ;
r Z 一。 : 1·p

。
1二 )

-

一 2 , ·p + 2 +

了
。。‘·。

。
‘·。一

丫
。

一

豁扮
一。‘,

nr)

孟In P

+ 斌丁
犷伙;

。一

杏
。一。 ;‘nr + 。‘, nP )cl

。。

一
4 尸 (1 +

, )斌 3 (‘、巧 In r 一 ; (
, 一 1 ) 斌息tl而, 邹

In p
o

了

一 (一
1 )(卜少)

尸一 3 (‘了”
““

〔
1 + · + (一

1 )
笋

一

〕
e !

(4
.

1 8 )

m

一
‘p ( ‘+

· )斌盯画
2

、, n r 一 4 p (1一 )澎 3丈1二 ,
2

)
一

丁乒
一

, n 。
。

一 2(卜
·
)、 3 (1 一俨)

(卜 早】)
尸+ 3 (‘

了
,对「

1 + · + (卜
·
)夕〕

e :

O =
2 h

8
P I

一 3 (i 一
v‘

砂
‘

r

b
.

拉伸问题按平面应力计算
,

其位移和内力如下
:

、..,.lse.了、|..||...少

一(卜
·
)(

r

一于
一

)
、
g(--l-

‘西cs

+一
, .一,l
了.吸、了‘.、
、3(i 一

v Z

)p
Z

h
2 (4

.

1 9 )

3 (z 一
v Z

)p
Z

h
2

(1 一
v

(1 +
v

(1一
,

(1 + v

}内
q

}夕
一

)cs

其中
,

尸为中心集中力
.

五
、

连接矩阵及边界条件

1
.

连接矩阵

由图5可知在(a) 和(b) 所示两种情况之下
,

两半波之间皆有如下关系
:

Y ‘2 , = y ‘, ’ ,

x ‘2 , == x ‘, ’ ,

N ‘
扩= N 华

, ,

M常= 一M 华
,

可写成如下形式
:

X (2 ) 二L X (‘)

其中

(5
.

1 )

(5
.

2 )
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图 5

1 0 0

0 1 0

l 0

0 一 1
1 (5

.

3 )

r且....
..
.L

一一
.‘

为连接矩阵

对于图 1 所示的膜片
,

在中心板与环壳之间有如下关系
:

、,
.

d y Za “
. , ‘ , _ . 、 . 、 , ‘ _ _ _ _ _ _ _

.

, _

u板 = I 壳
,

万丢石 == 一 X 壳
, S板C o S 甲一 不〕

~

夕气1 一 a s l n 甲 ) s l n 甲 = z v , 壳
,

价 r板 = Yn , 壳 气。
.

4 )
“5 极 尸尸

可写成如下形式
:

X板 = L一X壳 (5
.

5 )

、.了
.

b
,

a6.

互J了.、

, ....

les
...

.

. ..J
材

d Y

d雪

一
* 一

斋
, (1 + 二‘

· , , S‘· ,

0 0 0

一1 0 0

0 1 0

0 0 1

月工nnn
�

r.............L

一一
.‘

、rse...、
z

l
....
J

了..... .lse/、l‘.J

一一板
X中其

2
.

边界条件

a .

膜片 以单片方式使用或利用固定环组装成膜盒时
,

边界条件可视为固定支承

即 X == {Y
,

x
,

N , ,

M , }, = {o
,

o
,
c :

, c言},
( 5

.

7 )

即

其中

.

膜片在组装成膜盒时不使用固定环
,

边界条件可视为滑动支承

X == {Y
,

x
,

N , ,

M , }, = {c言
,

o
,

o
, c兮}, + {o

,

o
,

N , 。 ,

o },

湃二摘十。他
; ; _ Za

Z
P

_ : _ _ , , . _ _ : _ _ 、

对于均布载荷 N , 。= 一胜尝
s in 甲 ( 1 + as in 甲)

户p
-

( 5
.

8 )

( 5
.

9 )

对于集中载荷 甄一半
”

( 5
.

1 0 )

式 ( 5
.

7) 和 ( 5
.

5) 可写成统一的形式
:

X = C朴 + C “

( 5
.

1 1 )

六
、

矩 阵 联 乘 法

传递矩阵和连接矩阵都导出后
,

即可由矩阵联乘法得出最后结果
。

用矩阵联乘法求解
”
个半波的圆弧形波纹膜片 (图6) 的具体步骤如下

:
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产一一尸从
1

· ·

⋯⋯、

~ / 产、
2

图 6

T 山和T ‘石’是第‘个半波的传递矩阵

L‘幼是第 f半波和第j半波之间的连接矩阵

L
,

是中心圆板与第n
半波环壳之间的连接矩阵

X “, (树是第‘半波的传递参数列阵

这样便有
:

第一半波
:
X “ ’

(甲
: )= T ‘” X ‘” (切

2

) + T ‘舌
’

第二半波
:
X

‘2 ,
(甲

2

)= L‘
2 ‘’X

、”
(甲

1 )
,

X ‘2 , (切1
)= T ‘

2 , X (2 ,
(切

2

)一 T ‘吕’

第三半波
:

X ‘
3 , (切

2

)= L‘
3 2 , X

tZ , (甲, )

第
n

半波
:
X ‘” ,

(切
1
)= T ‘

, , X (” ,
(切

2

)+ (一 1 )
” 一‘

T ‘: ’

中心圆板
:
X板二L

,
X ‘” ,

(切
,
)

通过以
_

L传递
,

最后可得
:

X 板二 L
,

·

T ‘” ,⋯ L
Z ”

·

T (, ’X “ ’(切。
)+ L

,
T
‘” , ⋯ L‘

3 2 , T ‘2 , T ‘丢’+ ⋯ + (一 i )
“一 ‘L

,
T ‘忿’ (e

.

1 )

简记为
:

X板 = T X (‘,
(甲

:

) + T
。

(e
.

2 )

其中
:

T = L
,
T ‘” , ⋯L ‘

2 ‘, T
‘, 、

(6
.

3 )

T
。
= L

,
T ‘

” , ⋯ L‘
3 2 , T (2 , T (告, + ⋯ + (一 1 )

”一 ‘
L

,
T ‘孟’ (6

.

4 )

式 (6
.

2) 实际上为四个线性方程
,

用其可求解四个待定常数
.

求出待定常数后
,

便可逐

一求得板中和各段环壳的位移和内力
.

由于平中心部分已把无量纲的载荷P展开为参数y . 的幂级数
,

因此波纹部分的无量纲载

荷同样也应展开为Y 。的幂级数
:

P = P, Y 。 + P
:
V 票+ P3Y 二+ ⋯ (6

.

5 )

故以上求得的仅为相应于各级摄动的载荷系数P‘
作用下环壳的线性内力和变形

.

为了求得实

际的内力和位移
,

波纹部分的各物理量也展开为Y碗的幂级数
:

x = x 1y . + 朴Y 盖+ x 3
y 柔+ ⋯

Z = Z
I
Y . + Z

Z
Y 二+ Z

3
Y 票+ ⋯

Y = Y IY 。 + Y
:
Y 盖+ Y

3
Y 二十 ⋯

N
,

, N 叫Y 。 + N , Z
Y 柔+ N o Y 孟+ ⋯

N , = N 。一Y . + N e : Y 盖+ N , 3
Y 柔+ ⋯

M
, = M 叭Y 。 + M

, Z
Y 乏十M o Y 柔+

,

二

M
, = M

。

lY
二 + M

。ZY 盖十M
, 3
y 二+ ⋯

Q = QIY 。 + Q
Z
Y 柔+ Q

3
y 孟+ ⋯

(6
.

6 )

其中
,

x ‘,

Z
‘,

Y
‘ ,

N
, ‘ ,

N 。: ,

M
, ‘,

M
, ‘,

Q‘为在载荷系数扒作用下得到的位移和 内力系数
.

在计算总挠度时
,

由于各环壳及环板的挠度都是相对的
,

因此
,

总挠度应是各环壳及环

板挠度之和
:

功 = Y . + Z ‘, , + Z ‘2 , + ⋯ + Z ‘“,
(6

.

7 )
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七
、

计 算 例 题

对于图 7所示的波纹膜片
,

实验表明其压力一位移特征曲线在挠度为直径刀的 2肠的范围

内基本上是线性的
,

在这个范围内
,

对于 0
.

6 < 10 0 0h/ 刀< 6
.

。的膜片
,

W ild h a c k等人
〔3 」给出

了一个 由实验拟合的公式
:

图 7

二 (1一
; 2 ) X 2

.

2 5 x i os x (z 0 0 0 h/D )
一’

·
5 2

(7
.

1 )
五,关们尸功‘

.

中心集中力作用时
,

樊大钧等人
汇5 ’给出了一个 由计算拟合的公式

:

功资E 刀

尸
= C (3 0 0 0 h/ D )

”

(7
.

2 )

其中
,

D 为膜片的直径
,

h为膜片的厚度 ; 。苦
为膜片中心挠度

; 尸
,

q 为集中力及均布载荷
;

E
, : 为弹性模量和泊松比 ; C

,

B 为常数
,

见文〔5〕表2
.

均布载荷下
,

膜片无硬 中心时
,

本文摄动解的计算结果为
:

p = PI Y 。 + 九Y 盖+ 九Y 孟+ ⋯
,

面 = Y 。十 乙 (Z o y 。 + Z o Y 孟+ Z ‘3 Y 孟) (7
.

3 )

其中
,

, 一

孰卜
沪)、 3(l 、。

一

弃
,

y 那一、叭

、
)令

为本文采用的无量纲量 ; 面 = 犷3( 工二公
乏
)功

关
/h 为无量纲的中心挠度

; P : ,

p
: ,

P
。

对于不同的

膜片为不同的常数 ; Z
‘, 为第f半波的第j级摄动解的轴向位移系数

。

将沁
一

具体膜片的计算结果绘于图 8
.

同实验曲线比较可以得知
,

当挠度小于 0
.

0 2 D 时
,

本

文的线性解和考虑平中心非线性的摄动解
,

都非常接近拟合的线性公式(7
.

1) 及实验曲线
.

挠

度继续增大后
,

实验曲线开始向下 弯 曲
,

明显偏离线性
.

本文的摄动解较之线性 解
,

在 反

映非线性效应上有所改进
。

但由于仅考虑了平中心部分的非线性
,

摄动解曲线向下弯的程度

还不足以完全反映真实情况
.

挠度继续增大时
,

必须考虑波纹部分的非线性
,

尤其是边缘大

波纹对特征曲线的影响
.

对于有硬心的膜片
,

在集中力作用下
,

本文的线性解结果同公式(7
.

2) 也十分接近
:

对于 3 0 0 0 h/ D = 6
.

2 5 (D = 4 s m m
,

h= o
.

i m m )的具体膜片
,

公式 (7
.

2 )计算结果为
:

E D 阴苦

一户一 = 19 7 2 3 8
,

2 4
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图 1 0

本文计算结果为
:

E 刀切苦

尸
= 1 9 8 6 7 2

.

9 6

其相对误差为
:

d = 0
.

7 2肠

均布载荷作用下和集中载荷作用下膜片的内力分布 图 见于图 10 和图 9. 在 图 9 中
,

用

虚线表示用初参数法
‘. 〕
得出的线性解

,

可看出
,

摄动解反映了平中心部分面内力 承 担 载 荷

的作用
,

对这部分内力分布的描述有所改进
.

波纹部分的内力实际上都是线性解
,

二种方法
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一一~ 一一~ ~~ ~ - ~ 一一- -- 一一一一- 一一- - - - 一- 一~~

一
-

一
得 出的结果完全一致

.

集中载荷作用下的内力分布同初参数法的结果也是完全一致的
.

八
、

结 语

本文讨论了中心圆板的大挠度引起的波纹膜片特征曲线的非线性
.

在圆弧波纹部分应用

了钱伟长教授给出的精确解
,

并采用中心圆板部分的最大相对挠度为摄动参数
,

用摄动法和

矩阵联乘法联合求解获得了较为满意的结果
.

若用传统的方法求解
,

则所有待定数都是最后

由解线性代数方程组一次给出
.

对于本文所求解的有
n
个半波的膜片来说

,

就必须求解一组

含 4(
n + 2) 个待定常数的线性方程组 (对于摄动解是 1 2 (。 + 幻个常数 )

.

而矩阵联乘法
,

则可

将求解一个高阶线性代数方程组的问题转化为四阶矩阵的运算问题
.

所以
,

这种联合解法使

得问题的推导和运算更为简捷
.

矩阵连乘法中各个传递矩阵是互相独立的
,

故可分别导出各

种形状不同波纹的传递矩阵
,

从而可方便地计算各种不同形状的波纹
·

所组成的膜片
.

这也是

利用壳体理论计算形状复杂的波纹膜片和波纹管的一种新的途径
.

用这种方法
,

可把不同部

分不同性质的解联系起来
,

获得统一的解答
.

感谢 本文的问题和解法都是钱伟长教授提出的
,

并在钱伟
一

长教授指导下完成
.

在工作

中
,

还与黄黔同志进行了有益的讨论
,

也得到上海工业大学的大力支持
,

在此表示感谢 !
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