
应用数学和力学
,

第 6 卷第 5

A p p lie d M a the m a t ie s a n d

期 (19 85年 5 月 ) 应用数学和力学编委会编
M

e e
ha n ie s 重 庆 出 版 社 出 版

首次积分与临界情形运动稳定性
’

徐 业 宜

(合肥工业大学机械二系
,

19 84年 4 月2 4 日收到)

摘 要

本文指出1 346年苏联学者任eT ae , 提出用首次积分的线性组合来构造李雅普诺夫函数后 q e扭e :

及其学生们解决保守系统的运动稳定性问题均用此方法
.

但是由于用试凑的方法解决起来 比 较麻

烦
,

而且用他们的方法所得出的稳定性条件也不够完全
,

只能解决问题的纯虚根的 情 形
,

零根的

情形却未考虑
.

本文提出利用降阶方法
,

也就是将微分方程通过消除循环坐标变换成标准形式
,

这 样稳 定性

条件可直接由能量积分得出
,

用此方法计算起来不仅很简捷
,

而且零根情形亦可以考虑
.

因此 对
于具有两个循环坐标问题可以化成二阶系统并且很简捷地得到稳定性条件新结论

.

至于一 个循环

坐标问题
,

事实上 任eT ae 刀 及其学生们并未解决
,

例如外环为水平或任意 角 的陀 螺仪的运动稳定

性问题
,

但是用我们的方法却给出条件稳定与不稳定的条件
.

兰
确 己 !

,

幸
.

、 J . F 马

临界情形运动稳定性问题不好解决
,
任eT ae 。 提出用力学首次积分的线性组合 构造 李 雅

普诺夫函数
,

虽然解决 了一些问题
,

比如文「1 〕
,

【2 〕
,

〔3 〕
,

【4 〕
,

但是由于用试凑的方

法解决起来比较麻烦
.

所得的稳定性条件也不够全面
.

而他们所解决的刚体力学问题
,

虽然是

三个自由度
,

但是却有两个循环坐标
,

至于力学系统少于两个循环坐标
,

比如文〔5 ]
,

【6 〕
,

〔,7 〕只有一个循环坐标
,

由于力学首次积分不能构造成李雅普诺夫函数
,

于是他们凑一个一

次近似的首次积分
,

所谓 任eT ae B
积分

〔吕’,

这样的线性组合构造成的 厂 函数
,

显然不 能算解

决
.

因为这些问题属于第二临界情形
.

本文提出用消除坐标法
.

将微分方程降阶
,

根 据 能量积

分判定稳定性
.

对于具有两个循环坐标问题化成二阶系统
,

很简捷地得到稳定性条件的 新 结

论
.

(作者于1 9 6 2年全国一般力学会议上提 出 的
,

报 告 的 题 目 是
“

陀 螺 运
「

动 稳 定 性 的

Poi 助ar e
方法

”

)
.

至于只有一个循环坐标问题
,

将微分方程化成 四 阶 系 统
,

根 据 能量积

分
,

得出条件稳定的判定方法
。

二
、

具有两个循环坐标的三个自由度系统

卡尔丹陀螺仪外环轴为垂直时的稳定性问题
,

由于有两个循环坐标总可以化为二阶系统
.

补 李骊推荐
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所采用的坐标如图 1 所示
:

为
,

从
, : : 为固定坐标

,

其中孔

转动轴重合
, : :

位于铅垂位 置 ; 凡

徐 业 宜

轴与陀螺仪外环的

夕, : 为与内环连在

一起的动坐标
,

其中 二 轴又与同内环连在二起的陀螺 G

的转 动 轴重合
; O 是这两种坐标共同的原 点

.

J 为外环对 z ;
轴的转动惯量

,

A , ,

B 尸,

C产与A
,

B
,

C
,

分别为内环 与陀 螺 G 对于动坐标轴的转动惯量
,

且

设A = B ;
P’

:

a,
,

r, 与 P
,

q
, r 分别为 内环和陀螺 G 的

绝对角速度在 二 , g
, : 三轴上的投影

,

l为 内环及陀螺G

的重心到 O 点的距离
,

其质量记作m ; 势为外环绕
: ;

轴的角速度
; 口为内环的

二 轴章动运动

的角速度 , 中为 陀螺 G 绕 z 轴转动的角速度
.

不难得出
:

P== 白 g = 势
sin o r = 协

e o so + 中

P, = 白 q , == 势
s in o

‘

r , == 娇
e o ss

整个陀螺仪系统的动能为

。 1
二 , ,

,

1
, 月 , , ,

.

n , , , . , 。
.

。
, , , , 。 、 .

1
。 J 人 , . J , , . , 。

.

。
, _ 、 . _ , _ _ 。 、 , ,

I = 下
~

J 沪
一

十 石 L直
‘

口 一

十。
‘

职
一

sl n 一口 十 七 ,
一 c o s 一口少十 几不L入口 一

十入犷sl n 一口十 七 、甲 十职c o s口厂 」
乙

“
(2

。

1 )
势能为

厂 = mg lc os o

拉格郎 日函数为

L = T 一厂

据此按拉格郎日方程式

(2
。

2 )

d l 口L 、 口L
决 叹瓦

一

)一 百疏 = U

得到整个系统的运动微分方程式
,

因 为 劝
,

微分方程
,

即

(
s = 1

,

2
,

3 ) (2
。

3 )

甲 为循环坐标
,

显然有两个首次积分及一个二阶

J势+ B ,
功

sin Z口+ C ,
势

e o s 2 0 + A场
s in

2
0 + C(中+ 协

e o ss)
e o so == 刀

:

c (中+ 势co so )= 刀
:

(A + A ,
)歹一 [ (姓 + B ‘一C ,

)势
么e o so一C (中+ 势

e o so )公+ m g l] sin s== o } (2
。

4)

取常数
刀

: = Cr
。
+ 势

。

(J + C ,
)

刀
2
= Cr

。

则这组方程有如下的一组特解

劝
。
= 势

。t ,

0。= o ,

从方程(2
。

4 )的第一式得出

} (2
。

5 )

切。
= (

r 。一势
。
)t (2

。

6 )

势=
Cr

。
+ 势

。

(J + C, )一 C(中+ 协
e o so )

。0 5 0

J + B , s in Z口+ C
, e o s么0 + A sin 名8

~ 鱼
旦
鲤丝些旦) + 势

。

(J + C, )
一 J + C , + (A + B , 一C , )sin

2
8

(2
.

7 )

展开上式到 O的二次项
,

得



首次积分与临界情形运动稳定性 44 9

1 C r
。

一2汤
。

(A + B , 一C , )
。 , .

。
, 。 , 、

脚= 势
。

十
一

万 一

—
一 f 下万

布万

—
一

~

一 书
一

十 口气口J
乙 J ,

~
七

‘
(2

。

7 )

消除方程组 (2
.

4) 第三式中的 价
,

孕
,

并展开 0 到三次项
,

得

‘A + A 产
)‘一〔‘A + B / 一a )‘

。么
一C r

{‘
。
+ 、‘〕“子信

〔(A + B / 一 C ,
,‘

。“
一C一‘

。

+ 、‘〕+

音
〔c ·。一 2。

。

(A + B 产一C /
):

2
+

音
,
。2
(A + B / 一 C ,

)
}
“

3
+ O (“

4

卜
。

(2
。

8 )

系统的能量积分为

,
. 二 , l

r , , .

1
, J , 汽 , .

n , , , . , 。
.

。
, , ,

了1 = 1 十 犷 = 不 J 势
一

十
一

二 t “,
‘

口 一

十力
’

p
一 S ln 一口十七 梦

一C O S 一口 )
乙

一

乙

1
。 J 六 , , J , , . , 。

.

。
,

二
十

一

‘ L月伏十汽犷sl n 一口十七L甲十 势c o s口厂」十明g 名c o s 口

石

(2
。

9 )

消除式中的 势
,

中
,

并 以 H
。

表示 0 = 夕= 。的能量积分 (2
.

的 的值
,

贝呼有

1
1 J . J , 、 , , .

1
。 , , 1 J .

n ,

。 r 、 .

。
_ _ , , , 。 2

月 一月
。
= 几万气月十汽

‘

) 口
一

十 几万 L一职‘、人十。
’

一七
‘

) 十七 r0 职一m g ‘J口
-

乙 ‘

.

f
, , , , J .

。 ,

。
, 、 .

。
, , , .

1
,

。
, _ , , J .

n ,

。
, 、 , ,

1
十嘴L一势‘L五 十刀

‘

一七
‘

) 十七 r砂
。
一阴酬 」十下 L七 r0

-

一艺 梦。 气入 十刀
‘

一七
‘

) 」
’ 一

r , 了, 产

“
J ~ r 、J

1
, , , J .

n ,

。
, 、

、 1 。」 ,

八
, 。 , 、

十万巧
一

曰十力
‘

一七
‘

)了万U’十口气以
一

) (2
.

1 0 )

取 H 一H
O

为 犷 函数
,

如

一 (A + B , 一C ,
)娇

。2
+ C r 。

势
。
一阴9 1> o (2

.

1 1 )

此时方程 (2
.

8) 为一对纯虚根
,

显然式 厂= H 一H
。

为定号函数
,

因此满足 (2
.

1 1 )一定稳定
.

女口

一 (A + B , 一C ,
)功

。2
+ C r 。势

。
一m g l= o (2

.

1 2 )

此时方程 (2
.

5) 为一对零根情形
,

只要 (A + B z一C, )> O则式 (2
.

1 0) 亦为定号函数
,

所 以满足

(2
.

12) 也一定稳定
.

因此得到稳定条件为

一 (A + B , 一C ,
)功

。2
+ C r 。

功
。
一呵l) o (2

·

1 5 )

若把 势
。看作参数

,

则满足 (2
.

13 )取等式的 场
。

的允许范围是
-

功
。2

( 协
。

《功
。:

其中

势
。1

势
。2}

C r o

2 (A + B 产一C 产
) [

士
了仁逐亚红懈可

, 〕

对应于陀螺仪实际运动 必
。

的解都要为实数
,

则必须

C
Z r o Z

> 4(A + B , 一C ,
)啊l

可见这为稳定的必要条件
,

若初始值功
。
满足

势
。2
《协

。

《协
。:

则易知条件 (2
。

14 )又是充分的
。

对于拉格郎 日情形垂直陀螺的稳定性
,

用我们所提出的方法
,

(2
.

1 4 )

同样得到稳定条件的新结
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论
。

即稳定的必要与充分条件为

C么r。忿> 4A mg l

三
、

具有一个循环坐标的三个自由度系统

这样系统总可以化成四阶系统
,

即

分
.
= P

。 : 戈 : + P
a Z戈 2 + P

: 3二3 + P
a 一戈‘+ X

,

(二
: ,
戈 : ,

二。
,

介)

(
s = 1

,

2
,

3
,

4 ) (3
。

1 )

我们现在讨论方程 (3
。

l) 有两对纯虚根士从i与 士从‘
,

经过非奇异线 性 变换 g = A % 方

程 (3
.

1) 总可以化成如下形式
:

夕
, = 一几: y:

+ Y :
(夕

: ,

, : ,

夕: ,

g’)

夕
:
= 几:夕: + Y

:

(夕
; ,

梦: ,

, : ,

梦‘)

夕
3
= 一几: y‘+ Y

:

(夕
; ,

g : ,

, : ,

y‘)

夕
. = 几2夕3

+ Y
‘

(夕
; ,

, : ,

, 3 ,

夕;
) } (3

.

2 )

其中 Y ‘
(, : ,

, 2 ,

, : ,

, 4

)为 , : , , : , 夕3 , , ‘ 的非线性项
,

如有首次积分

H = 从
“
+ 珑

艺
一万护一y’么十 ⋯ (3

。

3 )

则一定条件稳定
.

因为 夕a
= g ‘= o (或 夕:

= , :
= o) 时

,

方程(3
.

2 )
,

(3
.

3 )分别退化为

夕
:
== 一几:夕:

+ Y :
(, : ,

夕: ,

夕
: = 久

1 , : + Y
:

(g
, ,

v Z ,

0
,

(3
。

4 )
、
l之」

、,才八”
,、.夕

nnV

H (夕
: ,

夕: ,

0
,

0 )二 夕
: 2 + 9 2 2

+ ⋯

方程 (3
。

5) 对 夕: , , :
来说为定号函数

,

所以方程 (3
。

4) 的零解 g : = y : = O 为稳 定的
,

动方程 (3
。

l) 对于零解
二 : = 二: = 二。= 二‘= O

,

只要有首次积分

H = 夕
; 么+ 夕

2 2
一 9 0 2 一头

2
+ ⋯

其中 , 与 x 的关系由 夕= A 劣 确定
,

则在条件

封。

== 口 . ,
劣

,

+ 口。。
戈

。

+ 口。 。
苏

。

+ 口。 ,

劣
,

= 0 、
J 3
— “ 3 1洲 1 . , 8 2 六2 . 切 3 3洲吕 l 切 8奋刁4 —

u l

y’== a 一l劣 x十 a 一2戈 :
一 a 一a劣s 一 a一x4 = U ,

情况下
,

方程 (3
.

1) 未扰运动为条件稳定
。

(3
.

5 )

因此扰

(3
.

6 )

至于扰动方程(3
.

幻
,

·

具有首次积分(3
.

3 )
,

没有条件 (3
.

6) 的限制是否稳定呢 ? 我们将

进一步论证
.

下面讨论卡尔丹陀螺仪
,

外环轴为水平情形的稳定性
,

可以论证为条件稳定
.

所采用的坐标如图 2(
a
)所示

,

符号规定如下
:

取对称陀螺固定点 O 作为定坐标 O刀结原

点
,

其中 O占轴垂直向上
,

O亡轴位于水平位置且与外环的转轴重合
,

动坐标系 O劣岁 连在 内

环上
,

O二 轴与内环的旋转轴重合
,

而 O : 轴又与同内环连在一起陀螺 G 的转动轴重 合
,

O”

与 O夕轴的方向按右手坐标系定出
、

设 x , 夕 , 2
轴为内环及陀螺 G 通过 O 点的惯性主轴

.

J

—外环对定轴 O亡的转动惯量 ; A / ,

B 产,

C ,

—
内环对动坐标 劣 , , ,

二三轴 的 转动

惯量
:

A = B
,

C

—陀螺对动坐标轴 二 , 夕
, : 的转动惯量 , l为内环和陀螺 口的 重 心 至 原

点 O 的距离 , 0

—
内环的章动角

,

势为外环绕 O亡轴的转角 , 切

—陀螺绕 山 轴 的转角 ,

夕
,

协
,

中为其相应的角速度
.
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图 2 (a )

当外环为水平时整个系统的动能为

图 2 (b)

、.声
行‘

.
,d了又

、刁.....
1
、了月.‘......J

~ 1 (
, J . J , 、 ^ , . , , J .

。
, 、 . , 。

.

。
, , 。

. 二 , , , .

。
, . , 。 、 ,

、
T 二令谧(A + A ,

)白
“
+ 〔(A + B , )s in

2
0 + C , e o s 2

0 + J〕价
2
+ C (巾+ 势

e o so)
“

卜
Z L

、

一
’

一
产 一 ’ ‘ 、一

’

一 了 - -

一
’ - - 一 ’ “ ‘

’

一 、

”
‘ 一 ’

J

势能为

犷一啊Isi 动si n叻
-

T 一犷 组成拉格郎日函数
,

因此按拉格郎 日方程式得出下面方程组

(姓 + A ,
)乡一(A + B ‘一C ‘

)势
’s in seo s口+ C (中+ 功

e o叨)功
sin s + 啊le o s口s in 劝= o

d (
, , J

.

~
, 、 . 。 ,

.

。
, 。 ,

.

, _ .
_

~
, .

_
.

认
、

八
.

一

亩支[ (A + B ‘
)

s‘n
’
0 + C‘Co s“0 + J〕势+ C (中+ 协

c o , e)
c o s o少+ ”‘s‘n o c

州= “

~ d
c

一

诀
一
(中+ 势

c o so )= ”

这些方程组有如下特解

1

~ 万凡
1

, 。

口 = U , 梦= 万兀
,

势= U , 甲== r 。

‘
.

正对应陀螺 G 铅直向上
,

如图
一

2 (协所示
,

今分析此时陀螺以等角速度
r 。绕 二 轴转动时的稳

定性
.

因而方程组 (3
。

7) 有一个首次积分为

c (中十和05 0) 二 c ro

以此式消除 (3
.

7) 的前二式中的 中得方程组

(A + A ‘
)夕一 (A + B ‘一C ‘

)势
’s in oc o so + c r。协

sin o + 川g lc o , 浮, in沪一 0 1

d r
, , J

.

。 , 、 . , 。
.

,
, , 。

.

, , ,
.

。 。 、

⋯
。

.

_

乡
一

刁云t
L
一

、丑 + 刀
护

)“‘n
一
仃+ ‘

’

c o s
一
U + J J势+ 七r “c o s口

了+ mg
‘“‘n 仃c o s , 节U

‘

J
(3

。

8 )

为了得到扰动方程
,

引入符号

1

==
~

而
~

兀 十刀l ,

‘

e = 力
,

沪
1
石 兀十刀

么,

‘
场= 力

:

以此代入 (3
。

s) 式
,

并考虑到未扰运动
,

得

(A + A ,
)种

; + (A + B , 一 C ,
)力

: Ze o s”: 5 1叨
:
+ C r 。介

: e
os 刀: 一阴夕ls in 刀: e o s刀:

== o

[ (刁 + B ,
)

e o s Z刀: + C , 5 10
2冲: + J〕行: + 2力

: 〔一 (刁 + B ,
)方

: 5 1, 刀: Co s粉l

一

+ C ,有l sin 灯l e o s叮: 〕一C r o

力、
e o s叮: 一啊le o s刀ls in ”

:

= o

此式变量按泰勒级数展开
,

同时令

} (3
。

分)
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1

= 了不乎不牙
.

l
, _ ,

、 ‘

, “= 刁不刀
, m q ‘= ‘ , ‘

Z
U

z :
, 刀: , z : = 力: , 2 8 == 刀z , 2 4 = 介

2

于是扰动方程 (3
。

9) 可以写成如下正则形式

丝全L ~
,

_

d t 一
“

= 一C r 。加
‘+ e

加
: + Z :

(
z : ,

之: , 二 : , : ‘
)

(3
。

1 0)

= 2 ‘

条奈

争
一。

(c
r 。一 + ““3

, + “4
‘
之 1 , 之 2 ,

一
’

其中

2 2 = b [一 (A + B , 一C ,
)

z 才e o s z 声 in : : 一 C r o z 4 e o s : : 一 e sio z ; e o s之3

] 一 e
加

, + C r 。
加

-

2 4 二
(A + B ,

)
e o s么: : + C , sin

么z不{
2一〔一‘A + B ‘

,

一
, 1 5‘n一 + C‘

一‘n ·
!

一
〕

一 C r 。: : 。0 5 2 :
一‘·0 5 : ! S‘n ·。)}

一。
(c

r一
2
+ 。: 3

)

式 (3
.

1 0) 一次近似特征方程为

△(几) =

1

一几

0

a Cr 。

一几

a 口

0

一C r o
b

1

一几

,八

一eb00

几4 + 几
2

(
a bC

Zr oZ 一 a e 一b公) + abe z

== o

, ,

一 (
a bC Z r 。么一a e 一be

)士以丈云又呱砚爪而二石云户二 4石币石
-

f =

—
一

一

—
.

下
-

一

——
一一

—
乙

若 (
a bC

么r
沪一

a e 一be
丫一4 e Za b> 0亦即

e
“r。,

> m 夕z[ (了+ ZA + A ‘
)士2双

一

〔了斗B , + A )(才千诬2)
一

(3
.

1 1 )

显然特征方程为两对纯虚根 ; 即 几= 士幻‘ (了= 1
,

2)

我们所研究的系统是保守系统
,

对扰动方程 (3
。
9 )

,

有如 (3
。

3) 类型的首次积分
,

即

1
, 月 . j , 、 。 , .

1
, J .

。
, . T 、 。 , ,

l
H 一H

。
= 令(A + A ,

) 力
: 2 + 告

一

(A + B , + J )力
2 :

一m g lt
2

、

一
’

一
7 ” ‘ ’

2
、

一
’

一
’ 一 尹 ’

“
’

一 0
一

、

所以只要满足条件 (3
。

6) 以及

Czro
恶> mg l[J + ZA 十A, 士 2澎 口千乎千万几刁千又

2了〕

则一定条件稳定
。

若

(
a

bC
Zr oZ 一 a e 一be

)
艺
一 4 e场b( o

此时令

1
, .

1

丁 叭
一

十百
。: ’

)
+ ⋯

a bC Zr o Z一a e 一b e

“= 一一厄
一

—

犷
,
= I些宣恤亡二丝些目卜 4弓抽小

2
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心
, : = 一u 土叭

;一‘卜
S

(
一

罕
色
)
+ ‘S‘·

(
-

0 , + 2儿汀

2 )〕(“一 O
,

‘,

j二 1 , 2
。

)

显然可 以看出特征根的实部有两正
,

两负
,

因此为不稳定
。

至于外环轴为任意角时
,

用我们的方法同样可得条件稳定和不稳定的条件
·

四
、

结 束 语

1 9 4 6年 只eT ae B 提出用力学首次积分线性组合构造 几 g n y H
oB 函数后

,

只eT ae B 及其 学生

们解决保守系统的运动稳定性问题
,

均用此方法
,

但是这种方法
,

由于用试凑 的 方 法 比较

繁
,

另外所解决的问题只限于纯虚根的情形
,

而零根情形却未考虑
,

因此所得的稳定性条件

也不全面
,

而用消除循环坐标法
,

我们就可 以得到新结论
.

比如拉格郎 日情况下陀螺 的 铅直

旋转稳定的条件是

口r0
么

) 4A呷I

而且计算非常简便
,

至于外环轴为水平或任意角时
,

事实上他们未解决
,

而用降阶法 (或称

消除循环坐标法) 却给出条件稳定和不稳定的判定方法
。

参 考 文 献

tl e T a e ” H
.

r
. ,

0 6 y e T o益互 玫a o e T 且 。p a班 a T e皿 、a 班 x 江。班狱e万皿欲 e妞 a p 兄江a ,

刀MM
, 习H n

. ,

1 (1 946 )
.

从e T a e” H
.

F
. ,

0 6 y e T o 益互皿 B o e T 皿 习p a坦ea H 益 T n e
即

o r o T e万 a e o 双且。益 H e n o 及B 欲狱H o 盆

T o 、二 o益 :

叨y二a 。 二a r p aa 二a ,

刀M M 。, n
.

1 (13 54 )
.

M a r a y e K
. ,

0 6 ye T o 级互H . o e T 班 八. H 狱 e且H 只 T 只狱e 涯o r o e 班M盆 T p 近互甘o r o r 班p o e 欲 o n a B

: 却及a且 0 0 0 ‘ n叭 , e e e ,

H MM
, : , n

.

2 (19 58)

K K e 从e且r y刀 0 B
.

B
. ,

0 6 y e T o 益互皿习 o e T 班 及. H狱 e 妞z a r 豆Po e R o n a . 鱿aP 江aa o B o 盆 n o 双日e e e

x a x o 江a坦 e r o e二 B o o T e n 双二二、a o 二 e , 二o : o ‘ 。o 二e ,

刀MM
, a二n

.

1 (1 96 2)
.

Py班 a且双 e B B
.

B
. ,

0 6 y e T o 众互狂B o e T 皿 r 皿p o e K o n a B K a p 及a x o . o 班 n o 江B e ee 1
.

刀MM
.

B H n
.

4

(19 58 )
.

q 二 a二 C班一 。二 ,

K y e T o 兹二。 B o e T 。 江: 草二 ex 二二 r , p o e 二 o n a ,

HMM
, a二。

.

3 (1 950 )
.

T a 6 aPo B e R 班仑 A
.

M
. ,

0 6 y e T o 益互万 . o e T 班 双B H 狱 e a 皿a T a水 e 江 o r o r 班p o e K o n a B K a p 江aa o B o M

n o 双B e e e ,

H MM
, B o n

.

3 (1 960 )
.

tl e T a e a
H

.

r
. ,

0 a e K o T o p H x 3a 江a 互a x 0 6 ye T o 仑互皿B o e T 皿 八”

眯
e妞皿兄 a 址e x a x 从K e ,

刀MM
.

a , n
.

3 (1马5 6)
.

一.J工.J
,上,山

rL尸.J

,
月

J,JO曰怪月
�.‘rL

,J,J.工J.一�d抢b叮.尸.‘r.j尸
.

.J

[ 8 ]



4 54

Fir st In te g ra l a n d Sta blllty o f Mo tio n in the

Crltlc a ! C a sG s

X u Y e一yi

(刁”hu i E e o n o m fe a l M a n a训拼e ”t C o lle训
,

H efe i)

A卜str盆c t

In t五15 p a p e r ,

w e in d ie a t e tha t a ft e r the Lia p u n o v fu n e tio n by u s in g 11” e a r e o m b i
-

n a t io n o f m e o haul ca l fir st in te g r a l , a s s u g g e st e d by C h德t a y e v in lg 4B
.

H e a n d his

s tu d e n t s 5 0 1丫e d s t a b ility o f e o n s e r v a tiv e
、

s y s t e rn by m e a n s o f t五15 m e t五o d
.

B u t it h a s

tr o u b le to so lv e th e p r o b le m s b y m e a n s o f e u t a n d tr y
,

m o r e o v e r
.

T he e o n d it io n o f

s ta b ility 15 im p e r fe e t
.

S o lu tio n by tli is m e th o d 15 lim ite d fo r p r o ble m s o f p u r e ly im a g i
-

n a r了 r o o t s
.

T he e a s e s o f z e r o ro o t s 五a v e n o t b e e n e o n s id e r e d
.

C o n d itfo n o f s t ab ility

s e e u r e d 15 m o r e s t ric t
.

T his p a p e r su g g e st s tli a t t五e d iffe r e n tia l e q u a t io n e a n b e t r a n s fo r也 e d in t o s ta d d a r d

fo r m by m e t五o d o f e a n e e lla tio n o f ey e lie e o o r d in a te s (m e th o d o f 10 二e r in g d e g r e e o ff

o r d e r )
, a n d e o n d itio n o f s ta b ility ea n b e d e te r o in e d by e n e r g y in t e g r a l

.

B y t五15 泣e th o d

n o t o n l了 t五
e e o m p u ta tio n 1 5 e le a r a

n’d
eo n e is e

.

B u t a ls o z e r o r o o ts r a n b e e o n s id e r e d
.

T五e r e fo re t五e p r o ble m s o f tw o e y e lie e o o rd i n a te s e a n b e t r a n sfo r m e d in to s e e o n d o rd e r

s y s t e
tn

, a n d w e g e t n e w e o n e lu sio n o f the e o n d it io n o f s t a b ilitv s im p ly
,

A s fo r

p r o ble rn 污 o f s in g le ey e lie e o o r d in
a te

,
in fa e t

,

Che t a y e v a n d 五15 s t u d e n ts d id n o t s o lv e

t五e s tab ility o f the g y r o s eo p e o f w hie h o u te r 一 g im a l w it五 h o r iz o n ta l a x is o r a r b王t ra r y

a n g le
.

In this pa p e r ,

it sho w s th a t m e t五o d s过g g e st e d h e r e 55 u s e fu l
‘

fo r st a b ility

o f tlie s e p r o ble此
.

T he e o n d iti6 n o f c o n d itio n a l s t a b ility a n d in st a bility w e r e d e r iv e d
.


