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摘 要

本文应用小参数法讨论了形式如
公口) + K 注(t)二(t )= 一。j(戈

,
才)

的具有随机系数的随机微分方程
,

其中 K (O是一个随机过程
, 。是阻尼系数

.

它是一个小参数
.

文

章给出了求解的方法
,

还介绍了求解的统计特性的方法
.

并对了。
,

约, 2 毖
,

K 令) = 吞。〔1 + e犷(f)]

的情形作了具体的计算

一
、

问题的提法和解法

在〔1 〕中
,

应用小参数法得到了具有 随机系数的随机微分方程的解的表达 式 及 其 矩方

程
.

在 [ 2 〕中
,

把这种方法用来讨论了随机介质中无阻尼振动问题解的统计性质
.

这里
,

我们将用这种方法来讨论随机介质中的弱阻尼振动问题解的统计性质
。

设在随机介质中的弱阻尼振动可描述为如下形式
:

父(t) + K
Z

(t)二(t )= 一
e
f (方

,

t) (t) t。) (2
.

1 )

其中 K (t) 是随机过程
, 。是小的阻尼系数

,

而 j( 无
,

t) 是满足一定条件的函数
.

令

K (矛)= 存
。[ i + 。犷 、

(t) +
。么犷

:

(t)+
二门 (1

.

2 )

这里 k。是常数
,

犷,
(t)(j二 1

,

2
,

⋯ )
,

均是随机过程
。

把 (1
.

2 )代入 (1
.

1 )得

父(t) + 几丢{i + Ze犷,
(t)+

。2

[犷 : (t) + 2 犷
:

(t )] + O (
。3
)}二 (t )= 一

e
f(穷

,

t)

或

〔L
。

(t) +
eL :

(矛)+
。Z
L :

(t)+ O (
。8

)〕“(t)= 0 (1
.

3 )

其中

d
么

乙 。
气才) == 一刁产

~

十 付‘

(1
.

4 )
L :

(t)== f
铃+ 2掩丢犷 :

(t)

L :
(*)== 掩丢[犷全(t)+ 2犷

:

(t)]

L .
(t) 是确定性的微分算子

,

L
:

(O
,

L
:

(t) 是随机微分算子
,

小参数法就是要求解具有形式

钱伟长推荐
.

}
f
苦也是微分算子

。
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、...||、
了.1‘...少

二 (t)== 劣。(t) +
。二 :

(t)+
。么劣 :

(t)+ ⋯

把 (1
.

5 )代入(1
.

3) 并比较
e 的同次幂系数得方程组

L 。
(t)二

。

(亡)二 0
*

L0( t) ‘

胡一以热(t)
,

J

L 。
(才)二 , (t)

一

, 一乙 L ‘(t)二
, 一 :

(t)

(1
.

5)

(1
.

6 )

(j= 1
,

2
,

⋯ )

不难看出
,

它们是仅具有随机输入的方程组
,

并且可以逐个求解
。

假定 L 。
(t) 是常系数的线性算子

,

其逆算子可以定 义 为 L云‘(t)
.

设其 G ree n 函数为G (t

一 t’)
,

且有

L
。

(*)g (t )可二
_ G “一“’“(“’d “ (1

.

7 )

于是
,

方程组 (1
.

6 )的解可 以写成为
沉。(才)== % 。

j

二 , (t)== 一L“ (t) E L :
(t), , 一 : (t ) (j== 1

,

2
,

⋯ (1
.

8 )

把(l
.

8) 代入(
_

1. 5) 就得到 (1
.

1) 的显式解
·

:

二(t)= { 1一 eL J‘(t )L
:
(t )一

。Z
L云

’

(t )[一L :
(才)L云

‘
(t)L

:
(t)+ L Z

(t)〕

+ ⋯ }劣。

由(1
.

9 )我们可 以直接求出解的均值
。

若用<
·

>表示均值
,

有

<二) ”<二
。

>一。L J’(t)(L
:
(t))<二

。

> + 。Z

LJ
’

(t )[ <L
;
(r)L J ‘(t)L

:
(t)>

一(L :
(t)) ]<戈

。

>+ O (
。s
)

或

<二
。

>= <二>+ 。工厅’(矛)<L
:
(t)><二

。>+
’

O (
。2

)

迭代一次得

<劣
。

>= <二> + 。L “(t) <L :
(t) ><x > + O (扩)

将(1
.

1 1 )代入(2
.

1 0 )

<x >= <“。>一 。L J’(t)< L 、
(t )>〔i + 。L厅‘(t)(L

、

(t)>〕<
二>

+ 。Z
L J‘ (t)[ <L

:
(t ) L J’(t)L

:
(t)>一<L :

(t)>]<二> + O (
。3

)

(1
.

9 )

(1
.

1 0)

(1
.

1 1 )

== <, 。> 一。L J’(t )<L
:
(t)><x >一

。Z
L J ‘(t)[<L

、
(t)> L J‘(t)<L

:
(t)>

一<L
l

(t)L J
‘

(t)L
l

(士)势+ <L :
(t)>〕<x >+ O (。

3

) (1
.

1 2 )

移项后得到

<义
。

>= {1 + 。L J’(t)<L :
(*)) +

e Z
L J‘(矛)[ <L

,

(t)> L 云’(t)<L
:
(*)>

一<L :
(云)L 云

‘
(才)L

:

(才)> + <L :
(云)>〕+ O (

。8
) }<

二>

最后用算子 L 。
(t) 作用后得均值满足的方程

(1
.

1 3 )
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{L 。
(才) +

。<L
;

(t)>+
。2

[ <L
;

(t )>L J ’(t)<L
: (t)>一<L :

(t)L云
‘
(t)L

l
(t))

+ <L
Z

(才)>〕+ O (
。8
)}<戈>二 0 (1

.

1 4 )

现在再来导出相关函数满足的方程
.

从方程 (1
.

9 )知
,

解 城t) 在时刻 t ,
可 以写成

二(才, )== {1 一。工子且(t
,
)L

:

(t
,
)一 。Z L万畜 (t

, )[ 一 L
:

(t
,
) 丈J’(才

, )L
l

(t, )

+ L
:

(t
,
)〕+ O (

: s

)}二
。

(1
.

1 5 )

把 t ;

和 t: 时刻的方程(1
.

1 5) 相乘构成乘积 双 t ;

)x( t2 )
,

其中确定性常数 二。= <x 。

>用(1
.

1 3) 代

入
,

再取均值
,

有

<,
(才

;

)二(t
Z
)>= {1 + 。Z

L厅‘ (t
:
) L J ’(r

:
)[ <L

,
(t

,
)L

:
(t

Z
)>

一 (L :
(t

:
)) (L

:
(t

:

)) ] }(劣(矛
:
))(戈 (t

Z
)) + O (

。s
) (1

.

1 6 )

利用均值方程 (1
.

1 4) 解得均值之后
,

再从方程 (1
,

16 )可以算出相关
一

函数
·

二
、

例

若 f(穷
,

才)== 2穷
,

且K (t) = 寿
。

[ 1 + 。犷。) ]
,

而犷。)是 <犷(t)> = 0
,

<犷(f)犷。
,
)> = 厂 ; ;

(亡一 t产)

的平稳随机过程
。

此时

:
。

(,
卜

一

养
+ * :

: :
(才卜 2

告
+ 2、。: (, )

,

<L :
(, )>一 2

悬
(2

.

1 )

L :
(t)= k吕犷

2

(t)
,

(L :
(*)>== 介盖厂

; ,
(o )

设 G (t一t, )是积分算子 L云’(O的核
,

则有

}
<: 1

(才)>: 、
!
(, )<L

!

(, )> 一 4

杀
一

f
。 G (卜 , / )

箭
“‘,

<: !
(, )L、

1

(, )L
l
(, )>一 4一

备犷
_ G (卜t, )

备
一

“‘产

(2
.

2 )

+ 4“:

了i
_ G (‘一‘

/
, r 二 (‘一‘

/
,“‘

,

把 (2
.

1 )
,

(2
.

2 )代入 (1
.

1 4 )得到

d 名<劣>

dt 名
+ k名<戈> + 2。

J <劣>

d t
一毕 ;〔4“;

f:
. G “一‘

/
,厂二 (‘一‘

,
, <·(‘

尸
, >““

一厂 ; ,
(0 )<二>〕+ O (

。s
)= 0

假设 (2
.

3) 的解的形式为

(二(t)> = 二。 e x P〔ik ,t 〕

k, 是待定的参数
,

它表示平均波的传播常数
,

它与未摄动的传播常数 儿
。

不同
.

确定这个常数值
.

因为这时的 G ree n 函数是

(2
.

3 )

(2
.

4 )

现 在 我 们来

‘(,一 , ‘)= 一

斋
e x p [‘寿

。

It一 ,‘l]
‘托0

(2
.

5 )
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再假设

厂 ; ;
(t一t,

)= a Z e x p [ 一 a }t一 t尹 ! ]

将(2
.

4) ~ (2
.

6 )代入 (2
.

3 )
,

整理积分后得 解 必须满足的方程
:

(2
.

6 )

, , , , , , 、 , , _
. , , 、 . ,

r
_

. , , ,

「 1
.

1
L“。一

“
‘ 一

) 十 “、艺, “
‘

)十 “一

飞
艺
娜

a
一

L
一万月(瓦确

矛)
一

十而布(瓦千F )

+ “
。2a 2

}
+ O (一)一。

解得

其中

k , = 拜+ v i+ O (
。s

)

。一“。

{
1 + a : a 艺

2 (a Z + 4 k
0 2
)
飞黑片氯粉]

一

下
八,一、
1.矛

v == ￡ +
Zk急(a Za :

+ Zk
o Za Z

(2
.

7 )

a (a 么
+ 4吞

。2

实部 拌是传播频率
,

虚部
v 是有效衰减系数

,

与 。同阶
。

下面我们有关于二阶矩的性质

(L :
(t

;
)L

:
(*

:
)) == 4

d tld t:
+ k言厂 , ;

(t
: 一 t: )

d
2

咬L ‘气‘
,
)户咬乙

‘
L‘

,
)夕== 4 不祠几

~

(2
.

8 )

将 (2
.

8 )代入 (1
.

1 6 )得

(戈(t
:
)劣(t

:
)) == { l+ 。Z

L云’ (t
:
) L 云’(t

Z
)[ 4掩

。4厂; ,
(t

: 一t : )〕}

·

<二(t
:
)><劣(t

:
)> + O (

e 3
)

令 t: = 九= t ,

我们得到

a圣=
。ZL J’(t)L J‘(t){4k言厂

; ,
(o)}(x (t)) <沉(t)>

(2
.

9 )

一 4“
。4一

J:
_

J:
. r 二(。, G (‘

,

一 ,“(‘
,

一 , ‘·(一 , >‘·(一 , >“一“一

其中 G (t
, s ‘

) 是 L i 几(t) 的核
,

经过计算
,

我们得

a , “)一专一
, ““F !

‘。, + F !
‘一。) + 〔F

:
(; )+ F :

(一 ; )〕〔F
3
(。)+ F

3

‘一。)〕

+ 〔F
4

(; , + F 心
(一。)〕(备

〔F
。

‘; )+ F 6
(一 ; )〕

。x p (一 2·‘)

+

告
〔F :

(; )+ F :
(一 ; )〕e x p〔一 (a + ,

)‘〕
)
}

其中

。
, 、

1
, ‘ 、 ,

. , 。 、 , , _ ,

fa 一 v
.

1
r 八科) == 二子L 、a 一 v )

-

一 钾
。
一拼厂 J

一

1 一花丁一 十二丁万一二r Lp 气a 一 v )
O 、 v y

.

’I- 科

一户(吞一拼)} + [ v Z + (k
。一“)

艺]
一 ‘
{(寿

。一尸)(2, 一 a )sin Z为. t
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一〔(寿
。
一拌)

“
+ ,

(a 一 v
)〕

e o sZ几
。矛} + (v

Z
+ k

o艺

)
一 ‘

·

{〔v (寿
。
一 拼)

一儿
。

(a 一
v
)」

sin Z几
。才一 [吞

。

(k
。
一拼)一

v
(a 一

,
)〕

·

e o s Z掩
。才}

F
Z

(拼)二〔(a 一 v )
“
+ (左

。
一拼)

“

]
一 ‘〔(存

。
一 拼)

e o s寿
。t一 (a 一v

)
sin k

ot〕

4 7 9

F
3

(。) 一孟
〔(a + ·

)
2
+ ‘“

。
一 。,

2

〕
一 ’

‘〔(“
。
一 。,

。。 S。‘一‘a + ·
,
S‘n 阿

+ (a + v
)
sin 九

。t + (k
。
一拼)

。 o sk
。才] e x p [ 一 (a + v )t] }

F ‘
(拼)二 [ (a + v

)
“
+ (寿

。
+ 拼)

“

]
一 ‘

[ (a + v
)
sin附 + (k

。
+ 拌)

e o s拼t〕

F
。

(拼) = [ (a 一
v
)
2
+ (为

。
一拼)

“

〕
一 ’[ (a 一

,
)
s in 拼t + (寿

。
一拼)

e o s附〕

所给图形表示随机波的均值和方差的一些特性

厂I )

后

图 I k。“ 3
, e a = 0

.

0 5
,
a 二 1

, a 二粤时的波的运动
Q

参 考 文 献

〔r〕 Ka ra l
,

F
.

C
.

a n d J
.

B
.

K e lle r ,

E la , tie
, e le e tro m a g n e tie a n d o t五e r , a 丫e s in a ra n d o m

二e d iu m
,

J
.

M a th
.

Ph , 5
. ,

5 (1 36 4)
,

5 37一547
.

[ 2 ] Che n ,

K
.

K
.

a n d T
.

T
.

S o o n g
,

C o v a r ia n e e p r o p e r t ie s o f w a v e s p r o p a g a tin g in a

r a n d o o m e d iu m
,

J
.

A c凶: *
.

S o c
.

A m e r
. ,

49 (1 97 1)
,

163 0一1 94 2
.

The W ea k D a m pe d O se illa tio n in a R a n do m Me d iu m

Y a n g X ia o 一x ia n Ch e n Q u n 一b ia o X i H o n g一 sh e n g

(D ePa 对巾e o t of M a the m a tie s ,

U n iu

ers ‘t, o f S e io n e e a月d T e e h初10 夕, of C hi月a
,

H efe i)

A卜, tr a c t

T he p a p e r g iv e s a 5 0 1姐 tio n o f the ra n do m diffe r e n tia l e q u a tio n 下 ith r a n d o m e o e ffi
-

e ie n t
,

tha t 15 分(t) + K
.

(t) 二(t)= 一。f(云
,

t)
,

, he r e K C) 15 a r a n d o m p r o e e s s a n d 0 is a

da m p e o effie ie n t
,

it 15 a lit tle pa r a 瓜e te r
.


