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摘 要

本文给出了平面弹性第二基本问题的一般提法
,

这里在多连通弹性区域的各个闭边界围线上

给出的位移只是相对的
,

各允许有一不同的刚性移动
.

在这种情况下
,

为了解的唯一性
,

证明了

必须另外给出每一边界围线上外力的主矢量与主力矩
.

还给出了求解的方法以及一些例题
.

一
、

引 言

对于平面弹性的第二基本问题
,

亦即已知弹性区域各边界点上的位移求弹性 平衡 的 问

题
,

在【1 〕中已有精辟的论述
,

尤其对于多连通无限域情况更是如此 (有些作者把这问题称

作第一基本问题
,

例如〔2〕)
,

曾特别指出
,

除给出各边界点的位移以及无穷远处的应力与转

动外
,

还必须给出整个边界上外力的主矢量 X + 玄Y 才能保证解的唯一性 (参看〔1 〕
,

居40 )
。

例如
,

若弹性体是由边界为 仍 条光滑围线 L , ,

⋯
,

L 。 所构成的洞所削弱的无限平面
,

则每一

L , 上作用的外力主矢量 X , + ‘Y , 必须与 K o JT
oc oB

一Myc xe
二 。Ill B 。二 。 函数 诚 z)

,

叻(z) 同 时

求出
,

但要受一约束条件

E (X
, + iY , )二 X + fY (1

.

1 )

其中 X + fy 已预先给定
。

这样
,

在求解过程中我们有 m 一 1 个待定复常数
。

在实际问题中
,

对于一个多连通的有 限或无限域的第二基本问题
,

常在每一 边 界 围 线

L , 上只给出各点的相对位移
,

而真 实位移可与给出的相差一个刚性移动 R , ,
、

但 对 于不同的

了
,

各 R ,
可以各不相同(其中之一可认为是恒等的 )

.

相反
,

在每 一 L , 上
,

外 力 的 主 矢 量

X , + ‘Y , 与主力矩 M
,
却是事先给定的

.

例如
,

当一些稍大的刚性楔子插入诸洞中而彼此间

并无联系
,

且每个楔子上无外力作用 (因而主矢量与主力矩均为零 ) 而平衡
,

就 是 这 种 情

况
.

这种提法在作者所知的文献 (例如【3〕一〔5〕) 中尚未见到讨论过
。

当各楔子作为一整体刚性地连在一起时
,

就是经典提法中出现的问题
.

本文将证明新的提法是合理的
,

亦即这种问题的解存在且唯一
,

并给出其解法
。

先将讨

论已知位移只相对于一些平动的问题
,

然后在此基础上讨论一般情况
.

还在文末给出一些简

单例子以验证我们所论
。

朴

份.

周焕文推荐
。

中国科学院科学基金资助的课题
.
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二
、

当所给位移相对于平动时解的唯一性

我们来讨论多连通有限域 D 的情况
·

刀 由光滑围线 L 。 ,

L : ,

⋯
,

L 。 所围成
,

其中 L
。

是外

面的围线
.

设 L = 乙 L , 的正向已取定
,

使 D 位 于其正 (左 ) 侧
.

J . 0

在我们的问题中
,

对于 t(L
,
(j二 0

,

⋯
,

m )
,

位移函数 g , (t)=
。,
(t)+ 萦。,

(t)已给
,

但相对

于平动
.

这就是说
,

L , 上 t 点的真实位移为 功(t) + c , ,

这里 c , 是 待 定复 常 数
.

此 外
,

L ,

上外力的主矢量 X , + ‘Y , 也是已知的
,

但要受平衡条件

乙 (X
, + iy ,

)== o

夕一 0

(2
.

1 )

的约束
,

这时 去, 上外力的主力矩 M
,
事先并不知道

.

我们可 以仿照[ 1 〕之 与40 中所述方法证明此问题解的唯一性
.

记‘
二

(约
, e 二 ,

(约
, e , ,

(z)

是 D 中在
z 处的形变分量

,

X
。

(t) + ‘Y
。

(t) 是 D 的边界 L 上 t 处的外应力
,

则有

(
:
‘X 二 + Y二 ,“一IIJ

“(⋯ + 一”+ 2“‘
·
“
·
+ 2 ·‘

, + “
,

, ’“·““
(2

.

2 )

其中 , 为 L 上的弧长参数
,

而 几> O
,

拌> O 为
·

弹性材料的 L a m 亡常数
.

设若问题有两组解X 二(t) + iy 二(t )
, 夕,

(t)+
e
二与 X 竺(t)+ iy 蕊(t)

,

夕,
(t)+

c
了

.

记 X
。

(t)

= 万艺(t) 一X 二(约
,

y
。

(t) 二Y 蕊(t) 一Y 二(t)
,

刽 , 。
丫一‘二A , + ‘B , ,

则 L , 上 的外应力 X 武t)

+ i犷
。

(t) 与位移
c ,
建立一弹性平衡

,

因而满足 (2
.

2 )
,

这时 (2
.

2) 左端成为

鑫丁
: 〔“JX

·

(‘, + B , y
·

‘才, 〕“一鑫
A ,

丁
: X

·

(犷)“
· +

惑
B ,

上
,
Y

·

(才)“
·

因为在每一 L , _

仁外力的主矢量是已知的
,

由此故两解之差构
、

成的外力主矢量在 L , 上为零
,

即

【二
。

(, )。: = 。
,

{ :
,

(‘)J。一。 (z== 。
,

⋯
,

。)

声L
, J L j

(2
.

3 )

由此可见 (2
.

2) 左端为零
.

但其右端被积函数是一正定二次型
,

故必

e 二 二 == e 二 , , e , , “0

这就是说
,

刀 中所有形变分量从而所有应力分量都恒等于零
.

这就证明了上述两解描述了弹

性体的同一平衡状态
.

在以上讨论 中
,

整个弹性体仍可允许一任意平动
。

为了避免这一任意性
,

我们可令 c ,
中

之一
,

例如
, c 。= o

·

现再考虑无限域情况
.

这时在上述讨论中不出现 L
。 .

提法与上面完全一样
,

只 是 在 整

个边界 乙上外力主矢量不必为零
,

亦即不再有如 (2
.

1) 的约束
.

此 外
,

在 无 穷远 处 的应

力 X 。十 iy 。 与转角
。co 当然也要给定

.

如不允许整个弹性体的刚性平动
,

我 们可指 定 例 如

c i
= 0

。

在这种情况下证明解的唯一性可用类似于有限域时的上述方法
,
只要在无穷远处作适当

的处理即可 (参看【1 〕之 马40 的3
’

)
,

这里不赘述
.
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三
、

当所给位移相对于平动时的解法

对所提问题的解法
,

和源于 月
.

H
.

上
一

LI 叩M a H 〔“’的关于第一基本问题的解法相仿
,

这里

只作简略概述
.

设
K ,

召为材料的弹性常数
.

对于有限域 D 的情况
,

K 。二oc oB
一M yc x eJl o lll B o JI 。 函 数可写成

切(劝= 一
1

2汀(
“ + 1 )

、

乙 (X , + ‘Y ,
)1

0 9 (
二一 z , ) + 甲

。

(
:
)

了一 I

、

(二(D ) (3
.

1 )

势(约 =
丫

2“(忙+ 1 )
乙 (X

, 一了Y ,
)1

0 9(
: 一二 , )+ 劝

。

(z )
夕一 1

其中 切。(z)
,

汽(z) 是 D 中的全纯函数
, z , 位于 L , 所围的孔中

,

且 109 (
: 一 : ,

)对各个 j可任

意取定一支
。

现在 X j + fy , 是已知的 (因 (2
.

1) 的关系
,

X
。
十 fy

。

不出现 )
.

我们要求甲
。

(z)
,

功。(
二
)满足下列边值条件

:

‘沪。(t )一 t甲石(t )一劝
。

(t)二 2拼g 朴(t) +
。,

(t心L ,
,

j= 0
,

⋯
,

。) (3
.

2 )

其中

2户g 朴(t)= 2拼g ,
(t) +

二(
“+ 1 )

乙 (X
* + ‘Y 。

)1
0 9 It一

: 。

I

1

2二(丫+ 1 )
乙 (X

、一‘y
*

)
无. 1

(t(L , ,

j= 0
,

⋯
,

m ) (3
.

3 )

这里 功(t) 巳给于 L , 上
, c ,

待定
。

为要求解(3
.

2 )
,

在 L 上引进新的未知函数 。(t) 使得

、少D/�、
2

/吸、

、.,,
.

吸、、

了!
产

1 f
肠、之少=

一

玄冠 J
;

。 ( t )
t一 Z

( 3
.

4 )
, 。
(
:
)一命 I

: 。( t )
t一 2

1 f
0 不we

es 二, 一一 ; 下 I

2 汀名J 石

矛。 产
( t )

t一之

并令
e , == 一

{
_

。 ( , )、
: ( j二。

,

⋯
,

m )
J L

;

( 3
.

5 )

问题 ( 3
.

2 ) 就化为 。 ( t ) 的一个 F r e d h o lm 积分方程

r , 、 . 付
忙口气不J -I--

~

石 一万

乙兀忿J
: 。 (

·
’“‘

”‘ 丁一 t

f 一矛

1 「一了又
, 丁一 t

.

f
_

‘
八 J _ 。

_

_ 二 , , 、

十丽「
一

J
:

叭
丁 ) “ 万二不 十JL

,

叭
‘, “ ‘一 ‘

四
一
、‘,

( t ( L
, , j= 0

,

⋯
,

m ) ( 3
.

6 )

可以证明
,

(3
.

6) 对任何 g权 t) 解存在且唯一
。

对于无限域情况十分类似
.

这时 叭 (约
,

九 (约的表达式 (3
.

4) 右边分别要添加项厂
“ 与

r 尹: ,

这里 r
,

厂
尹

是已知常数
,

相应于无穷远处的应力与转角
.

于是我们仍得方 程 ( 3
.

6 )
,

但在 2拼夕气约的表达式 ( 3
.

3 ) 中要添加某些已知项
.

也可证 明此方程解唯一存在
,
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四
、

主 力 矩 的 表 达 式

熟知
,

在 D 内或其边界上的任何闭路 , 上的主力矩 M 可表为

M 二 R e〔万(
:
)一

二功(
二
)一 }

二
}
2甲 ,

(
二
)〕

,
(4

.

2 )

其中 x ‘

(z) = 袱 z)
,

且 [..
·

〕
,

表示 当
: 沿 , 正 向环行一周对方括号中函数的改变量 (此 处!主

力矩作用在 ? 的左侧部分 )
.

我们要简化 (4
.

1) 以备后用
。

因诃 (
:
)在 D 中单值

,

即使 D 是多连通时也是如此
,

故 (4
.

1) 可简化为

M 一 R ·〔x (
·

卜
·, (· )〕

? 一 R ·

I
, 一

蕊
〔x (

·

卜
·, (

·
)〕d 之一

R ·

丁
, ·,

,

(
·)d·

(4
.

2 )

我们感兴趣的是沿 D 的边界围线 L , 上的 主 力 矩 M
, .

设 D 是 有限 多 连 通 区 域
.

由

(3
.

1 )
,

我们有

扩 (
:
)= 孟

了

竺石 E
‘兀、忙十 1 ) 两

X k一iy *

2 一之自
+ 劝石(z)

在 (4
.

2) 中取 夕= L ,
(j= 1

,

⋯
,

。)
,

并以上式代入
,

便得

fjr�=‘

、
产 。

,J

Y
M , 一R ·

{
一

丘
, ““(‘,“‘一*武 付

、 + 1 )
乙 ( X

、一‘

壳一 1

t d t

t一介

一 R ·

{{
: , ‘

。

( ‘’“‘+ 、
贵

(乃一 ‘Y,)
: ,

} 1
,

⋯
,

。 )
’) ( 4

.

3 )

因为 劝
。

( t) 在各 L , 上都是单值的
.

记

~ M
、
一一竺

_

衬十 1
I m {( X

, 一葱Y ,
)
: , } ( j= 1 , . ’ ,

m ( 4
.

4 )

则可写

R ·

{
: , ‘。“, d ‘一M萝 ‘, 一 ‘

,

一 (4
.

5 )

如果 X , + ‘Y , 与 M , 均已知
,

则 M萝也已知
.

更进一步
,

如果 丸 (习 以 ( 3
.

4) 式用 。 (t) 表示
,

则 M萝也 可 通 过 。( t) 表 出
.

在 ( 3
.

4)

中用Ple m e lj公式
,

得到

K - - 下气二 左

, 。、不) = 一落。气了) 一 厄万i 浑纷
一

击一奋
。 /

( ,卜
一

命I
: 矛。

尹

( : )
了一 t

d T
(悦L

,

j= 1
,

⋯
,

阴 )
L
!

J

两边乘以 dt 并沿 L j 积分
,

便得

I
; ,

‘
。

(‘, d ‘

一丁
: ,

雨
d ‘一

丁
: ,

‘。
,

(‘) d‘

一丁
: ,

而
d , +

I
: , 。 ( , )d ‘ ( , 一 1

,

⋯
,

。 )

这里我们作了累次积分次序的交换并利用了下列事实
:

n
��

�

I
J

、wet

一一

- -

工
‘

,

f
2 汀吕J乙

d t

t一 r

( 当
二
( L

、 ,

k笋j)

( 当
:
( L

,
)

(j> 0 )

1) 我们不再写出 L 。上M 。的式子
,

因为M。= 一习M
,

.

1 . 1
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于是
,

由 (4
.

3 )
,

得

R ·

丁
: ,

,
。

(‘)d ‘一
(? 一 1 )R ·

丁
: ,

确
d ‘ (‘一‘

,

一
, (4

.

6 )

这样
,

(4
.

5 ) 就成为

一 r

一
, _

何份
K e l 曰t tj以t = 一 一一

一 二

J 石
, K 一 ]

(j= 1
,

⋯
,

柳) (4
.

7 )

注意
,

易见 (4
.

4 )~ (4
.

7 )诸式对无限域 刀 也成立
,

不论前述 r 与 厂
尹

如何
.

五
、

一般情况时的解法

如前
,

仍设 D 是多连通有限域
.

在每一边界 围 线 L ,
(j= 。

,

⋯
,

。 )上 位 移 g , (t) = “ , (t)

十 iv ,
(t) 只是给出相对于 刚性移动

,

在L , 上的真实位移是 夕, (t) + fa 声+ 叮
,

其 中 a , 与叮 分别

是待定的实的与复的常数
, a ,

表示 L , 绕原点的转角
,

川 表示 L , 的平动
.

为 确 定起见
,

可

设 a 。
= 0

.

此外
,

在每一 L ,
处还给出了外力主矢量 X , + 公Y , 和主力矩 M

, ,

满 足 平 衡 条件

乙 (X , + ‘Y , )‘ o
,

艺 M , 二 o

J一 0 J . 0

(5
.

1 )

此问题可化为边值问题
、甲。(, )一 ,河币)一而乃= 2拼g ,

(t) + *v , , + 。,
(,(乙

, ,

j= o
,

⋯
,

m ) (5
.

2 )

其中沪。)由(3
.

3 )给出
,

而
v , == 2“a , (j= 1

,

⋯
,

川 , v 。
= 0 ) (5

.

3 )

以及 c , = 2邵 : 又是待定的
.

根据题设
,

我们还应补充 要 求 (4
.

5 )
,

其 中 M萝由 (4
.

4) 给出
.

为要求解(5
.

2 )
,

我们先令所有
v , = 0

.

如第三节中所示
,

我们可得 唯 一 解 组 甲试习
,

叻,
(
二
)

, c
萝满足

、甲.
(t)一藏不)一闷万j= 2拼夕,

(t) +
e
萝 (t(L , ,

j= o
,

⋯
,

。 ) (5
.

4 )

其次
,

对于固定的 k( 1《k《m )
,

我们来求解边值问题
‘甲(, )一 t场灭

.

乃一 诃牙了== *占。, t + c ,
(t(L

, ,

j= o
,

⋯
,

。)

其中 占, * 是 K r o n e e k e r
记号 (当 j铸九时 占、, = o

,

而当 九= j时 己** = i )
.

这又是第三节中讨论

过的问题
。

故又可获得其唯一解组 仇(z)
,

叭(幻
,

匀。,

满足
、甲*

(t)一*如飞又} )一私二丈丁)= s占。, t + c , 。 (t(L
, ,

j== o
,

⋯
,

。) (5
.

5 )

注意 v : ,

⋯
, v . 是实常数

,

我们立即可知

切。(
:
)= 甲,

(
: )+ E

, 。甲。(
:
)

劝
。

(
:
)== 沪

.
(: )+ 乙

v *功。(
:
)

k 一 1

(
z
(D )

c
乡二 c萝+ 乙

c , *
(j= o

, , 二 ,

m )
几一 1

(5
.

6 )

是 (5
.

2) 的唯一解组
,

只要
v : ,

⋯
, v。 已取定

.
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为了满足(4
.

5 )
,

必须选取 粉 使得

R ·

丁
: ,

[
, · (才) +

鑫
一 ,

、

(才)]
“才一M , (, 一 ‘

,

一
,

亦即
,

E 为尹 、
一M萝一 B萝 (j~ 1

,

⋯
,

m )
k . 1

(5
.

7 )

这里已令

A , 七一 R ·

丁
: ,

,
‘

(‘)d ‘

B萝一 R ·

I
: ,

, ·(‘)d 矛

(j
,

k = i
,

⋯
,

m ) (5
.

8 )

(j= 1
,

⋯
,

m ) (5
.

9 )

注意
,

A j * ,

B萝均为已知常数
,

且 A , 、 与原问题的边界条件无关
.

现证矩阵(A
, 、)是满秩的

.

事实上
,

我们来考察零边界条件的问题
,

亦即
,

对每一 j
,

设

g ,
(t) ~ o ,

X , + iy
, = 0

,

M
, = 0 (j= o

,

⋯
,

。)
.

对这个问题显然 D 只可能作一刚性移动
,

这

是因为
,

这时在 L , 上的真实位移只可能是 ‘, 声+ c , .

如记 c 了~ a , 十谓
, ,

则 易证

了一

{
:

(“X
·
十 V y

一

立丁
一 , ,

{
_

卜
。 、 J 乙 ,

·

)“一鑫丁
; ,

“

一
+ 一 , X

·
+ (一 + 汤 , y

·

,“·

(/ :
,

一。二
。

)d
· + a ,

丁
: ;

X
·

d· + 刀
,

J
: ,

y
·
d ·

}

一兄 (一 , j
M

, + a , X , + 刀
了y ,

)
了一 0

在所设条件下
,

J = O
。

因此
,

用类似于第二节中的讨论
,

便可得出上述结 论
.

但 我 们 已设

, , 。
“ 。

,

所以不会有转动
,

因而所有 v 了等于零
.

另一方面
,

这 时 M萝二 o ,

B萝= o (因为这时

丸(约只可能是一常数 )
,

故 (5
.

7 ) 成为齐次的
.

这样
,

相应于 (5
.

7 ) 的 齐 次 方程组只有

平凡解
.

这就证明了我们的论断
.

所以
,

(5
.

7) 对任 何 M萝
,

B爹有唯一解组
.

这就表明原问题唯一可解
·

想 到 A , 、与 B萝要分别通过 {叭(t)}与 叻气 t) 确 定
,

而 这 些 函 数 本 身 又 要 通 过 某 些

Fre d h ol m 积分方程的解 。*

(t) 与 。气t) 的奇异积分表示
.

这在实用上极不方便
.

我 们 可 容

易地得 到 A , 。 与 B爹分别通过 。式t) 与 。权 t) 的表示式
.

由 (4
.

6) 与 (5
.

8)
,

(5
.

的
,

我 们 有

“! 、

一 (一
: )R

·

丘
,

丽
d ,

B ,一
(? 一 1 )R ·

丁
: ,

而
)d ‘

于是
,

如令

一 R ·

{
: ,

丽
)、才

一 R ·

{
。,

丙
)、,

(j
,

k = 1
,

⋯
,

m ) (5
.

1 0 )

(j二 i
,

⋯
,

阴 (5
,

1 1 )

签益古户句b
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则方程组可写成

乙
。, /zv 、二一 M

’

t -
一b梦

付一 1
(j= 1

,

⋯
,

m ) (5
.

1 2 )

它也恒唯一可解
。

对多连通无限域情况
,

只要略作修改
,

可同样地进行讨论
.

六
、

例 题

为了验证我们的论述
,

举两个简单例子
。

例 1 设 D 是由一圆孔削弱的无限平面
,

圆的半径为
r ,

中心在原点 O 处
.

设在边界围

线 L (一L , )上既无相对位移也无外力主矢量
,

但 已知作用于 L 上外力的主力矩为 M (二M
l
)

.

另外还设在无穷远处既无应力也无转动
。

现在我们有 gl (t) = O
,

X
l
十宕Y

l
~ 0

,

M犷= M
.

边值问题 (5
.

2) 现成为

、中i
(才)一 t甲艾(t)一劝

,
(t)二 iv it + c l

(t(L ) (6
.

1 )

其中
, 、= 2拜a

,

而 a 是沿 L 的转角
。

注意
,

对 《L
,

有 厅 = 尸
.

(6
.

功的唯一解组 当
v ;

~ 1 时

显然是

* ;
(
·

卜。
,

, ,
(
·

卜写
一, 。一 。

n 「
, 、 , ,

。 (
. 。

「 d t 丫
入“ = 找e

J声 , ‘气‘) “了== 找 e

飞
’r 一

J
:

万
一

主=
“兀r

因此

M
, ,
~ 刃

1 1
=

M
2汀r Z (6

.

2 )

所以
, I

M
a : 二二

—
二二二

—一—
Z拼 4兀拼r

‘

现在 l弋。二 o e o B 一M y e x e 二 。二 B 。二。 函数是

切(
: )

: 二二

0 ,

劝(
之
)=

v i劝
i

(
z
) =

由此容易算出
,

对 : = p梦
口

点
,

(6
.

3 )

泣M
2兀之

“ + iv =
iM

e ‘e

4 才拼P
(6

.

4 )

例 2 设 D 是圆环域 (0< )
r ;
《 }川簇

r : .

设在 L ,
(It !=

, :
) 与几 (}tl = r Z

)上都无相对位

移与外力主矢量
,

而在 L I 与 L
:

上分别作用有外力主力矩 M 与一M
.

此外
,

还假定 L
:

保持

不动
。

一

我们可利用例 1 结果求解本题
.

在上例 中
,

由 (6
.

4)
,

L
Z

上的点 t= r Z

目口处 的 位移是

“十 iv =
M

e ‘e

4兀拼r :



幼O 路 见 可

如 写 u + iv = 。e ‘, ,

则 。=
M

4兀拼r
仁 了

二

乙r , 、

= 0 + 要、
,

故在 L
:

上的转角为
乙 ,

,曰2

e

a Z
= — =

r 2

M
4汀拼r

将整个圆环域作角 一 a : 的转动
,

就可得到 L : 上的转角

M 了 1 1 \
a

二二二

—
.
—

万一- —
‘ .

4 兀拌 \ r 宝 r ; /
(6

.

5 )

这里已保持 L
:

不动
.

当圆环域作 一 a :
角转动时

,

其 K o 二o e o B 一M y e x e 二H o B 二 函数易知为

甲(
:
) = 一

因此所提问题的则为

甲(
z
)二一

2拼a z
公之

K + 1

‘M
Z

= 一 2云丈丽不l介犷 袱习 = O

公M
Z

2兀(衬 + i )
r 孟

势(约 =
iM
2汀之

(6
.

6 )
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