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摘 要

本文用变分法讨论在弹性扁壳上有移动的质量所引起的壳体的强迫振动
.

文中讨 论 了关于强

迫振动
、

共振条件及临界速度等一系列问题
.

一
、

引 言

在结构上有移动载荷作用而引起的动力学问题
,

最初是由 R
.

W ll lis 等人〔‘
,

’
讨论过

;

后来 A
.

H
.

K p 二二oB 等〔6 一‘“’对 梁 上 有 移 动 的常数力的问题作了较详尽的研究
; H

.

H
.

Je ff o ot t 等“ ‘~ ’7 ’进一步对移动荷重的问题作了讨论 , A
.

B uhl er 等人 〔’a ~2 ‘’
获得了许多有关

桥梁振动的有用的实验数据 ; 在板与壳上有移动载荷作用的动力学问题曾由M
.

中
.

月 , Mell
-

T 6 e p r
等人

〔“2哟
6 〕
研究过

,

但大都将作用在板或壳上的移动载荷当作移动的常数力
,

并未考虑

到移动载荷的质量
,

而这些对研究结构的强迫振动
、

共振条件和临界速度都是 非 常重要的
.

本文将应用变分法对于在弹性扁壳上由移动的质量而引起的强迫振动进行讨论
.

二
、

基 本 方 程

我们现在考虑扁壳处于运动状态
,

其基本方程的变分写法
‘“7 ’
如下

、.,声,占
.

Q自了
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r
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爪么
v , 一

〔
一

晶(
口叨

k
: 二 )+ 晶仆儡

一

净两、
一“

川助解「刹
“

漂 )
+

晶(
“1

一

黝〕
+ 下h 口2叨

a tZ
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“功d o d“-

这是以应力函数甲和法向位移。所构成的变分方程组
:

式中 a 和刀为壳体上的正交曲线坐标
,

k l( a
,

刀)和寿
:

(a
,

刀)分别为沿
_

a 和刀曲率线的主曲率
,

假定扭率为零
.

出以朝外向法线时为正 ;

E
,

h
,

,
,

g
,

D 分 别 为 壳体材料的弹性模量
、

壳厚
、

壳体材料的比重
、

重力加速度和弯曲刚

度 , Z 为表面法向分布载荷的集度
; t 为时间

,

V
4
为双谐算子

,
乙甲和 d田 分别为应力函数 切及

法向位移切的变分
, 设壳体为等厚

,

常数曲率
,

矩形底
,

其边界为 a = o
,

a = a0 ;
刀= o

,

刀=

刀
。; 积分遍及全域

.

钱伟长推荐
.
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当考虑到有质量的荷载在壳体上移动时
,

其荷载与挠度函数 田 及 应力函数甲之间的关系

将是非线性的
,

因此本问题实质上是一个非线性问题
.

我们拟用下列形式的函数以求得上列

方程 (2
.

1 )的解
〔2 8 , .

中(a
,

刀
,

t)二 A 。。
(f)U . (a )犷

”

(刀)

切(a
,

刀
,

t )= B 。,

(r)x
.
(a )叻

,

(刀)

Z (a
,

刀
,

矛)= C 。。

(t)x
。
(a )势

。

(刀)
} (2

.

2 )

式中U 贰 a )
,
犷

。

(刀)
,

x 贰 a )
,

沪
。

(刀)为梁函数
,

我们应事先选择它们
,

使其分别满足 甲 和叨

的边界条件
.

相应于 切和 田 的变分是

d甲= U 。
(a )犷

。

(刀)占A
。 , ,

占。 = x 。 (a )劝
。

(刀)胡
。 ,

(2
.

3 )

将(2
.

2 )
、

(2
.

3 )代入(2
.

1 )
,

并注意到系数变分dA。和超
。 ,

是任意的以及梁函数的正交

性
,

可得到如下的方程组
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(a ),
·

(, )
{
厂

·

(刀)儡
〔“ZU ; (a ): + U 。

(a )
一

命
〔“1犷二(, )〕}

d a d ,

“一

IJ
x ‘(a ,‘, (”, d a d”

从 (2
.

4) 可解出

(2
.

5)

A . ”

(t)= 鱼一B 。
。

(t)

}
了丈一1

口

九了
二

(2
.
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台
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式中 。。 。

系扁壳自由振动的固有频率
,

它等于

嵘
。

一撇
”

允
一

+ Eh 一

绘
一

] (2
.

7 )

(2
.

6 )式中的C。
。

(t) 决定于载荷的特性
,

今讨论如下
.

三
、

关 于 移 动 载 荷

,

~ ~ 刁_ , , ,

_ 。 , , , 。 、 ,
_

~
_ ,

_

_ _ 、 _
,

~ 上
, 、

二二 一
. .

一 一
、 、 ,

尸
_

~
,

.

_
.

如果在壳体上某一点 M (看
,

的 作用有移动的集中载荷尸
,

其质量应为 冬一 若令劝
; 及丸

g

为铅直线分别和 a = 0 及 刀一 0 边上的法线所夹的角
,

如图 1 所示
。

则在该点作用于壳体上的

载荷的法线方向的分力为

P
。
= P e o s

(势
:
一 k :雪)e o s

(势
:
一 k

:叮) (3
.

1 )
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6 ,

卜

R l = 一二
-

k t

/ 左2

二 C o n s t

(a)

二 C o n s t

(b)

由于讨论的壳体是较扁平 的壳体
,

其最大矢高与底面最小尺寸之 比小 于 五分之一
〔2吕’,

故载荷沿壳面的切 向分力亦较小
.

若我们只研究壳体 的横向振动
,

则载荷的切向分力对壳体

横向振动的影响是可以被略去的
.

现在要计及移动载荷的质量对壳体横向振动的影响
,

故必

尸
�

g
须考虑载荷沿壳体法向的惯性力一

为

d Z功

d t
么

,

于是作用于壳体上M (占
,

的 点的法向总压力

尸”一尸一 粼
一

令
一

),
: : 一尸

睡
,

刀, 一

认
一

令);
: ; ] ( 3

.

2 )

其中

N (雪
,

叮) =
e o s
(叻

: 一k :雪)
e o s
(叻

2
一k

:冲)

在 ( 2
.

1) 式中的法向载荷 Z可看成如下的法向载荷集度

( 3
.

3 )

{
。 尸竺
乙 = 一 入葩砂 兰护命锚

+ Aa
L刀( 刀( 叮+ △刀 ( 3

.

4 )

Z = O 在其它各处
}

将 ( 3
.

4 )按 (2
.

2 )展开
,

得

C。 。

( ,
卜[丁丁

Z (a
,

刀
,

, ) x
。
(a ) ,

·

( , ) d a d ,〕
·

「仃
x : ( a ) , : ( , ) d a d ,」

一 ’
( 3

·

5 )

如设载荷 以等速
v在壳体上运动

,

它沿 a 和刀方向的分速 度分别为

d a
.

d刀
v “ = 丽

一 == “o n s t , U 声= d子= c o n s t ( 3
.

6 )

我们将法向挠度 , 看成是如下的函数

uJ = 叨( a ( t )
,

刀(才) )

若注意到公式 ( 3
.

6 )则有

( 3
.

7 )

d
Z田

v 云一二汤了2
一

十 V 云
U 仅

一
( 3

.

8 )咖朔d 田
一

而 = U “
d 功
了二

_

一
十 U 声

““

d
Z切

-

d t
Z

将( 3
.

5) 代入 ( 3
.

2) 便得到作用在壳体上M (省
,

哟点的法向总压力为

刁l
.

.J

�七寸

:
日口护

尸卜尸「, (蜜
,

: )一粤(
。 :

L 甘 、

d
Z功

d a
Z

d
Z功 、

十 v万
一
J 西厄一矛
“尸

,

( 3
.

9 )

于是由 ( 3
.

4 )
,

( 3
.

5 )
,

( 3
.

9 )便可求得喘
一

( t )
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、
、..夕尹

阴一尹d一d d
Z田

C。
。

(矛) = 一

p

「
N (‘

,

。卜言(
· :

习压
至- + ”奋 d刀

2 a . 七
君. 刃 -

IJ
x “(a ,‘, (”’“a d刀

(3
.

1 0 )

由(3
.

4 )
、

(3
.

5 )
、

(3
.

1 0 )可知
:

除了在M (占
,

刀)之外
,
C。

。

(t )都为零
.

按照R
.

W illis的方法〔” ‘3 2 ’〔“3 ’,

若在 (3
.

1 0 )式中的田用一集中力作用于壳体 M (占
,

刀)点

的静力挠度来表示
,

则上述问题将得到简化
,

从而得到本问题的近似解 , 于是可将由移动质

量所引起的扁壳强迫振动的非线性问题变为求解线性非齐次常微分方程(2
.

6 )的初值问题
.

四
、

具 体 算 例

设有一水平放置的矩形底
、

周边简支的圆柱扁壳
, a为母线

,

刀为圆弧线
,

此时 沪: = 0’

“: 一。
,

从一责
一

,

R 为壳体的半径
·

‘图2 ,

今选取

U .
(a )= x 。 (a )==

sin 几. a
,

犷
。

(刀)二叻
。

(刀)==
sin “

。

刀

可满足应力函数甲及挠度函数

} (4
.

1 )

阴 的边界条件
.

其中

之。
m 兀

a 。

, ,
~ 丝匹

厂 ”
一 刀

。

我们已知一集中力 P 作用 于周边为简支的圆柱

壳体 的 M (省
,

的 点
,

在任一点的静力挠度为

诚 a
,

自二一
4Pg

a 。刀
。? h

e o s

(,
2
一噜

一

、乙 乙共
一 5 1。、。雪 。i。。

。。。i。 ; . 。 、i。 。
”

刀
\ J、 式 仍 ” (口

二
(4

.

2 )

匕式总和号下 的 。盖
。

可由 (2
.

7 )计算而得
,

其值为

。氛一责「
”琳 + 。: )

么
+

令
久奈

(入二+ 拼二)
2〕(m

,

一
1

,

2 ,
·

一
, (‘

·

3 ,

由(4
.

2 )可求得

了少切 、
火 d a Z

j
。 -

_ 4均
a 。
刀
。丫h
一(

,
:
一
食

一

)军军鑫
S‘·

“
“。‘S‘·

’“
·

” (‘
·

‘’

设重量为尸的载荷从壳体上 a = O边上的一点 (O
,

的 出发
,

并只沿着 a 坐标线以等速
v 。

运动
,

显然勺 = o; 为了求得问题的近似解
,

我们将恤
.

4) 代入 (3
.

10 )
,

同时令雪= va t ,

于是从 (3
.

1 0)

可得到

。 了‘ 、 4尸
_ _ 。

了
、

叮 、
_ : _ 。 二 ‘ _ : _ , , _

鲡
” 、‘ ) 一一瓦沪

。 U U ’

、阴
,
一 尸 )

“‘u “。以 a ‘ ” 1 1 ·
尸

” ,‘

.

了 4尸 、2 1
_ _ _

了
_ 。

斤 、甲 甲 了 v 。
几. 、

“ _ : _ : , , . ‘ _ : _ : , , _

+ 气
一

命i )泳
c o s

又‘
2
一炭

一

)份份L荡嚣
一

)
s‘n

3
“。。

·

‘s‘n
3 。, 。 (4

.

5 )

由上式可看出C。
。

(约的第一项表示线性项
,

而第二项为非线性项
.

现在可 由 (2
.

6 ) 的第二式

求 出 B 。 。

(t)
.

若设初始条件为零
,

于是就得到扁壳由移动质量所引起的强迫振动问题的解
.
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这可以用求方程 (2
.

6 )的第二式的特殊积分而得
:

B 。 ,

(t)=

将(4
.

5) 代入 (4
.

6 )进行积分
,

g

夕h。。
。

就得到

{C
。 ”

(
r
)
sin 0 . ,

(才一
:
)d

r

(4
.

6 )

B . ,

(t) = 一
4P g

a 。刀
。? h
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(

,
2

一吴
一

)
5 1 11 拼。刀

几加二一 。盖
,

l 又. v 月

⋯
、

l
-

-
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\ (口那” I

+
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(
奋
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恤
一
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〔
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,
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:
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,

) J
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.
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由(2
.

6 )的第一式可得到A . 。

(t)

E h
月“

,
L才) = 一左一

几二

(几盖+ 拼: )
“
B , .

(t) (4
.

8 )

上式中的B 。
。

(t)由(4
.

7 )确定
。

故由(2
.

2 )
、

(4
.

7 )及 (4
.

8) 得到所求的应力函数及法向挠度函数的解答为

, (。
,

刀
,

, )一{
- 4为E

a 。刀
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co s

(
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一
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2
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。刀
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”
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1
,
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了
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一
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一
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一
)

3一4
一
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.

(几孟+ 召盖

6几孟v 孟sin o . ft t

(几盖
v 蕊一口盖

。

)(9几盖
v二一。二

.

)

株乳岔i +凌
一
靛髻护淤

盆

」}
sin , 。a

·

s ;。 ; 。

刀
(4

.

9 )

田(。
,

刀
,

, )一{
- 4P g

a 。
刀
。夕h

。。5

(
,

2
一
令)

s ln 拼。刀

几加二一。盖
. 「

一

势华
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·‘

一‘· “⋯
‘

〕
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(箫)
“ 一
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C O S

(
, : 一

十)弓弓七黔
1一4

+
「 3

·
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拼。刀I一
一

丁
L 任

。。 ”s in 久. u 。才

几加孟一。二
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。。 。 sin 3人. v a

t

9几盖心一。盖
。

+ 一
6 几孟v 孟sin o . o t
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v 孟一。二

,

)(9几二
v 二一。二

。

)〕}
s‘n ‘。a

·

s‘n “
·

刀 (4
.

1 0 )

由上二式可看 出
,

当 v 。

= 。。 ,

/ 3漏及
v 。

= 山 。
订标时

,

该二式的分母为零
, 切及甲将无限增大 ,

因此
,

这时壳体将发生共振
,

对应于此时的移动质量的速度
v 。

就称为临界速度
,

并用 (
。。

)
c r

来

表示
.

当不考虑载荷的质量时
,

我们将只得到一 组共 振 条件
〔“‘, ’6 ’:

(
v 。

)
c r

= 。。
订标

,

而当我

们考虑移动载荷的质量时
,

我们将得到一组更小 的 临 界速度
;

(
v 。

)
c r
二。。订3标

。

因为在不

考虑移动载荷的质量时
,

在(4
.

的和(4
.

1 0) 中将不出现非线性项
,

共振的条件只有一组
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嵘
v 忍一。盖

:

= o (m
, n == 1

,

2
,

3
,

⋯ ) (4
.

1 1 )

若考虑移动载荷的质量时
,

(4
.

5 )
、

(4
.

7 )
、

(4
.

9 )及 (4
.

1 0) 中 均 增 添了附加的非线性

项
,

即含有尸
“

的项
,

因此从该项就得到了出现于(4
.

9 )
、

(4
.

1 0) 分母中的附加的共振条件

9几盖v 盖一。孟
,

二 0 (m
, n = 1

,

2
,

3
,

⋯ ) (4
.

1 2 )

比较(4
.

1 1) 与(4
.

12 )
,

从 (4
.

1 2) 得到的临界速度将是从 (4
.

1 1) 得到的临界速度的三分之

一
。

这在实际中是可能发生的
,

因而是 比较重要的
,

若不考虑移动载荷的质量
,

那么这个结

果是得不到的
,

因此用(4
.

1 2 )就能确定壳体上有移动载荷作用时
,

壳体发生共振的最小的临

界速度
。

五
、

数 例

让我们举一个具体的数例
.

设有一混凝土圆柱扁壳 (图 2 )
,
E 一 5

.

6 义 I O4 k g /
c m

Z ,

壳长

a 。
= so

.

4 m
,

水平弦长 d = Zo
.

6 m
,

拱高f一 4
.

i sm
,

壳厚h = i o em
,

比重, = i
.

6 x lo
一“
k g /

e m
“,

相应于不同振型的固有频率 。。
,

及对应的临界速度(
v 。

)
c r

经过计算将结果列于表中
:

}}}}} 曲3 1
‘‘

口‘iii 。 5 1

一
单 位位

曰曰曰曰曰 1立 旬 2 1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

333
.

3 666 1
.

5 6
一一

1
.

1 888 2
.

6 333 4.0 8 { 弧度/秒秒一一 _

3
丽一⋯一

i
厉iiiiiiiii

666 3
.

9 333 1 2
.

5 222 6
.

3 111 1 0
.

5444

1一于于
米/秒秒

1117
.

9888 4
.

1 777 2
.

1000 3
.

5 111 4
.

3了了 米/秒秒

六
、

结 束 语

1
.

从上表可看出
,

对应于最小固有频率。
3 1

的最小临界速度是 2
.

1 米/ 秒
,

这种情况是

很有可能发生的
,

为了防止壳体的共振
,

因此载荷的移动速度必须使它和临界速度保持一定

差值
。

2
.

由 (4
.

9 )及 (4
.

1 0) 得到周边简支的圆柱扁壳的两组共振条件
,

从而也得到两组临界

速度
,

其中有一个是最小
。

3
.

当不计及移动载荷的质量时
,

我们只得到一组共振条件
,

而当考虑移动载荷的质量

时
,

将得到两组共振条件
,

从而得到更小的临界速度
,

前后两种情形的临界速度之 比是三比

一
.

4
.

本文所讨论的方法是一种简化了的近似解法
,

也可以使用其它方法
,

可能导致研究

非线性的参数共振问题
〔““~3

‘’,

或采用逐次迭代法
、

摄动法
t““’
等

。
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