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摘 要

在【1」中我们已证明了一个一般的随机不动点定理并给出了某些应用
,

在本文中我们将给出该

结果的进一步应用
.

首先证明了一随机 D ar bo 不动点定理
,

然后利用此定理在紧性假设 下给出了

非线性随机 V o lt er ra 积分方程和非线性随机微分方程 C a uc 五y 问题随机解的存在性准则
.

我们 的

定理改进和推广T L a取sh班ik a n tha贝仁. ]
.

V 熟攀gba班。 , ‘, .

D e BI扭5 1和 Myj踌k csl等人的结果
.

一
、

引 言

众所周知随机积分和微分方程的理论已广泛应用于许多应用科学领 域
,

例 如 工 程
、

物

理
、

化学
、

生物学和系统科学等(参见[6 ~ 8 〕)
。

因此将决定性积分方程和微分方程理论中的

结果作随机推广已成为许多 数 学 工 作者 研 究 的 课 题
,

在 〔1J 中 我 们 推广 E聪 11 . , 。, 和

B oc
s尽n[

‘“’
的结果得到了一个一般的随机不动点定理并给出了对积分和 微分 方 程 的 某些应

用
.

本文将给出该结果的进一步应用
·

我们首先证明了一个随机 D ar b。不动 点 定理
,

然后

利用此定理
,

在紧性假设下给出了非线性随机 V ol ter r a 积分 方 程 和 非 线 性 随机 微 分 方

程 Cau 比y 问题解;的存在 性 准 则
·

我 们 的 定 理 改进 和 推 广 了 L a k sh二ik a毗h o ml
么, ,

y a u g h a n 〔“ ,‘’,

D e B la si 和 M yj
a k 【

“’
等人的最近结果

.

二
、

预 备 知 识

设 (X
,

d) 是一Pol is h 空间
,

即一可分完备距离空间
,

(日
,

并
,

川 是完备 a-- 有限测度空

间
,

显然完备概率测度空间 (日
,

并
,

尸)是完备 a 一有限测度空间
,

我们用 C L (X )表X 的一

切非空闭子集的族
,

H (
· , ·

)表由 d 在CL (X )上诱导的 H au
s d or ff 距离

.

下面我们仍采用 【1
,

8
,

9 ] 中的某些记号和定义
。

定义 2
.

1 称映射 E : 。” CL (X )是可测(弱可测或紧可测 )的
,

如果对X 的任意闭〔开或

紧)子集A 有 E
一 ’

(A ) = {口(口
, E (。)门A 笋价}(并

·

显然在我们的假设下 E 的弱可测性和可侧性是等价的 (见〔5
,

1 1
,

1 2〕)
.

我们用 ‘
,

(E ) =

{(。
,
x )(口 x X 以(E (。)}表E 的图

.

钱伟长推荐
.



肠6 丁 协 平

定义 2
.

2 称映射 T : G .( E ), CL (X )是具 有随机定义域 E 的连续 集值 随机映射
,

如

果

(i) 对每一 。(口
,

T (。
, ·

)
: E (。 )、 (CL (X )

,

H (
· , ·

))连续
;

(ii ) 对每一 ; (X 和每一闭集只C 孑
,

‘
-

{。(口
: 二(万(。) 和护(。

,
x )门且铸必}(汤

称映射 二口、X 是T 的广义不动点
,

如果对每一 。 (口 有城。 )(E (。 )和 城。 )(T (。
,

双。 ))
,

称 二口 , X 是T 的随机不动点
,

如果它是 T 的一广义不动点且是可 测的
,

即 对 一 切 闭 集

A c X 有 % 一 ‘
(A )= {。(口

:
城。 )(A }(并

.

称映射 T : G
,

(E )* X 是具有随机 定义 域 E 的连续

点值随机映射
,

如果由 r (。
,

劝 = {T (。
,

幻 } 定义的映射r
: G

,

(E )* c L( x )是具有随机定义

域 E 的连续集值随机映射
.

引理 2
.

1 (【1
,

系1〕)令T 是具有随机定义域E 的连续集值随机映射
,

如果T 有广义不动

点
,

则 T 有随机不动点且由

F (。 )= 笼x (E (。 )
, 劣(T (。

,
劣 )}

定义的映射 F : 习 , CL (X )是紧可测的并且存在T 的 (至多)可数个随机不动点 二袱。 )(m = 1
,

2
,

⋯ )使得对一切 。 (口
,

有 F (。 )二 {二。(。 )}
,

(序列{%。(
、

。 )} 的闭包 )
.

在引理 2
.

1 中
,

当 T : G
,

(E )、X 为点值映射时作为特殊情形我们得到

引理 2
.

2 设 T : G
,

(E )* X 是具有随机定义域 E 的连续点值随机映射
,

如 果 T 有广义

不动点
,

则T 有随机不动点
,

且由

F (。) = {二(E (。 )
: 二= T (。

, ,
)}

定义的映射 F : 口 , C L (X )是紧可测的并且存在T 的 (至多 )可数个随机不动点鲡(。)(m = 1 ,

2
,

⋯ )
,

使得对一切。(。
,

有 F (司 = 任蔽面}
.

下面始终设 (X
,

卜比)是可分 B a
na ch 空间

, a 是定义在X 的一切 有 界 子 集 的 族 上的

K 盯 a to w s ki 非紧性测度
.

a 的有关性质可见[ 1 3]
.

定理 2
.

1 设T :

G (E ), X 是具有随机定义域 E 的连续点值随机映射
,

如果

( i) 对每一 。(口
,

E (。 ) 为X 的一有界闭凸子集且有 T (。
, .

)
: E (。), E (。 )

,

(11) 对每一 。(口和B c= E (。) 有

a (T (。
,

B ))《中(。
,
a (B )) (2

.

1 )

其中 T (。
,

B )= {T (。
,
二 )

: 二(B }
, 切 : 口 x [ o

,

。 ), [ o
,

。)满 足
:

对 每一 。(口
, 甲(。

, ·

) 非

减和 lim 甲”(。
,

t)二 o
, 甲”

(。
,

t) = 甲(。
,

甲” 一 ‘
(。

,

t))(V
n
> i)

, 甲0

(。
,

t)= t,

则T 有一随机不动

点
。

证明 对任意固定的。(。
,

令E ;
(。)= E (。)

,

E
Z

(。 )= 面T (。
,

E ,
(。))(T (。

,

E ,
(。))

的凸闭包)
,

由假设 (i )有T (。
,

E ,
(。 ))c E :

(口)和 E ,
(。) 是闭凸集推得 E

Z

(。)c 刀
l

(。). 于

是我们可归纳地定 义 E
。 十 ,

(。 ) = 厉 T (。
,

E
二

(。)), 且有 E
” + ;

(口)c= E
。

(。)( V
。
》 1)‘由

a 的

性质和假设 (il )我们有

a (E
” 十 ,

(。))=
a
(而 T (。

,

E
,

(。 )))= a(丁(。
,

E
。

(。)))

《甲(。
,

挂(E
。

(。)))《⋯《甲
”

(。
,
a (E

,
(。))), o

,

(
。 , co )

因此 n
E

。

(。), 功是一有界闭凸集且有 T (。
,

胃E
。

(。 ))c= 胃E
,

(。)
.

由 shau de r 不 动 点

定理知存在 以。 )(E (。)使得 以。) = T (。
,

双。))
.

再由 。(口 的任意性知存在映射 州口。X
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是 T 的广义不动点
,

于是由引理 2
.

2 推得T 有随机不动点
,

注2
.

1 定理 2
.

1 是 〔4〕的定理 2
.

1 的随机推广
.

因为定理2
r
.

1对〔工4〕内定义的抽象非 紧性测度仍成

立
,

故它也是〔1约中定理2
.

1的随机推广
.

系2
.

1 设T ,

G (E )”X 是具有随机定义域丑 的连续点值随机映射
,

如果
,

(i) 定理 2
.

1 的假设 (i)成立
,

(ii ) 存在函数户口、【0
,

1) 使得对每一 。(口和一切 B c E (。 )有
,

a (T (口
,

B ))《刀(。)a (B )

则T 有一随机不动点
。

证明 在定理 2
.

1 中令 切(。
,

矛) == 刀(。 )t
,

V (。
,

才) (口 x [o
,

oo )时
,

立即得到 本 系结论
·

注2
.

2 系 2
.

1是D ar bo 不动点定理的随机推广
.

令 G 为X 的一开子集
,

J = 【t
。,
t。+ 叼〔R 是实直线上的一闭区间

.

记

C [口 x J
,

G 〕二 {二
:
口 x J , G {丫。〔口

, 二(。
, ·

)连续和 V t〔J
.
劣(

· ,

t)可测 ;

C [。 X J X J X G
,

G 〕= {尤
,
。 X J X J X G 一 G JV “〔D

,

K (“
, , , · , ·

)

连续和 V (f
, ‘,

习〔J X J X G
,

K (.
,
t , ‘,

劝 可测}

引理 2
.

3 设 二。(C [。 x J
,

G 〕
,

如 果 对 每 一 。(。 存 在 a (。 )) o 使 得 S恤
。
(。

,

t。)
,

a( 。 ))〔G (S( 二
, ,
)表X 内以 二 为心

:
为半径的开球 )

,

则存在可测 函 数 刀, 习 , (0
,

oo )使 得

S (%
。
(。

,

矛。)
, 刀(。 ))c= G ,

⋯则若有某 0 : 口 , (o
,

co ) 满 足 S恤
。
(。

,

t。)
,

6 (。 ))c G
,

则 刀(。)》

砚。)
,

V 。(习
.

证明 因为 x0 (C [刀 x J
,

G 〕
,

故函数

。冲刀(。)= d (二
。
(田

,

t。)
,

X \G )

= in f: d( ‘(叭才。)
,

功
, 呀x 万o

是可测的
,

容易验证 试。)满足引理 2
.

3 的要求
。

引理 2
.

4 设 凡(C【口 x J
,

G 」
, 刁: 口 , (

。 ,

co ) 可测
,

则存在可侧函数 尔口 , (o
,

oo )使得

It一 t。{< d (。)令 l戈
。
(。

,

才)一二。(。
,

t。)l】<

证明 我们定义映射 f
, 口 x J , R 如下

:

勺(。)
2

f(功
,

才)== 片x ‘(。
, 才)一二。(功

,

t。)}}一
刀(

.

。 )
2

因为 二。(C [口 x J
,

G 〕
,

由 [ 6
,

p i6 〕知 f(C [口 x J
,

R 」
,

从而映射 。峥厂(。 )= {t(J
,
f(。

,

t)<

叶 是非空可测的
.

虽然 f0 (。 )= t。 V 。(口
,

是 r 的一可测选择
,

又因对每一 口(口
, 二。(。

,

t)

在 J 上一致连续
,

故存在 d ;
(。)> 0 使得〔t

。 ,

t。+ 占: (。))C= 厂(。 )
。

于是从 [ 5〕的引理 2
.

3 推知

存在可测函数 己, 口 , (0
,

co )满足引理 2
.

4 的要求
.

令 etJ
,

尤 ] = {二 : 了, 尤 }
二
连续

,

11二(*)l!
, = s o p l二(t) 11}

.

则 (e [了
,

尤 ) 11
·

硕
,
)是 一 可 分

‘( J

B a n a e h 空间
.

引理 2
.

5 ‘〔
“” 二

(C〔幻 x J
,

X 了的充要条件是映射。。城。
, ·

)被视为从口到C【J
,

X 」的函数

时是可测的
。

引理 2
.

6 设 丸(C【口 x J
,

G 〕, 刀, 日 , (0
,

co )和 件习 , (O
,

a) 是 可
: 测 函 数

.

令J0 (。 )=

口。,

t。+ 护(。)」
,

则由 E (。)二王%(C [J
。
(。)

,

G 〕:
皿%(才)一兴

。

(。
,

E : 口、 CL(C [J
。
(。)

,

G 〕)是可测的
。

一 1
了) l}J o (。 ) :乏七二

~

石
~

‘

刀 (。)} 定义的映射
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证明 注意到 。、J0 (。 )是紧集值可测映射
,

由〔12
,

定理 l
,

8〕存在 J0 (。)的可择选择序

列福a
。

}使得瓜石下}二 J。(。)
.

于是由假设和 [ 6
,

P1 6〕知对任意二(C[ J。(。)
,

G 〕函数

l!x (t)一 劣。(。
,

t) !!
, 。 、。》= s o P I二 (t)一 %。(。

,

t)孔
“ J o佃)

= s u p妞% (口
,

(。))一% 。(。
,
a 。

(。))11

是可测的
,

从而我们得到函数

“降 d ‘“
,

“‘。, , 二 m 一
{
。

,

。二 (, )一 : .
(。

,

, )。
·。。。 , 一

借
一”‘。 ,

可测
,

其中d 。
,

E (。)) == in f }I劣(t)一夕(t)}I
, 。(。 , .

再由 [ 1 2
,

定理 l
, 3 0 〕知E : 口 , C L (C [J

。
(0 )

,

G ])
梦〔留(. )

是可测的
.

三
、

主 要 结 果

定理 3
.

1 设 八(C〔口 x J
,

G 」
,

K (C [口 x j x j x G
,

G l
,

假设下列条件成立
:

(A
l

) 存在可测函数M
: 口, (o

,

oo )使得对每一。(口有11K (。
,

*
, s ,

x )11( M(。)
,

V 。
, s ,

二)

(J x j x G

(A口 对 每 一 。(口
,

Ic J
,

《J 和 有 界 集 B c G
,

一 K (0
, r , s ,

叻(。
,
。))皿d

s
}势(C [日 x l

,

B 〕== o

一im (
su p ’

廿K (。
,

t
, : ,

功(。
,
; ) )

(A
:

) 存在可测函数 刀
: 口, (o

,

oo )使得对每一 。(口 和有界集 B c 口有
.

a (K (。
,

J
,

J
,

B ))( 刀(。)a (B )

则存在可测函数 v ,口、 (O
,

a) 使得非线性随机 V ol ter ra 积分方程
· ‘。

,

‘,一 (。
,

‘, +

I:
。

K (。
,

‘

一
(口二 , , d

￡

(3.
.

1 )

在 J
。

(田 )= [ t
。 ,

t。+ 夕(。 )〕上有一随机解 沪(C [口 义J。(。 )
,

G 〕
.

证明 设 刀(。 )和 d (。 )如在引理 2
.

3 和 2
.

4 内一样被 定 义
.

令 夕(。 )= m in 笼a
,

d (。 )
,

刀(口 )/ ZM (。 )
,

b/刀(。) } 其中 b((o
,

1 )
,

则 , : 口, (0
, a
)是一可测函数

.

如象在 引 理 2
.

6 内

一样定义映射 E : 口, CL (C〔J0 (。 )
,

G 〕)
,

由引理 2
.

6 知此映射是可测的
.

且显然对每一。(口
,

E (。 )是C【J。(。 )
,

X 〕内的非空有界闭凸集
.

我们定义映射 T : 口丫 C〔J0 (。)
,

G 〕, C〔J0 (。)
,

G 3

如下
:

T (。
,
二(。

,

t ))= 二。(。
,

t )+

由 [ l
,

蓉4 ,

引理 2 ] 推得对每一 x (C〔J
。
(。 )

,

K (。
,

t
, s , 二

(0
, s
))d

s

有

(3
.

2 )

,�」己

,与门G淤1山G,(

T (
· ,
戈 (

· ,

t ) )
:口 , C [J

。
(。 )

,

是可测的
.

完全仿照 【3〕中定理 3
.

1 的证明可证得 对每一 。( 口
,

T (。
, ·

) ; E (。 ) , E (。 ) 连

续和对每一 。( 口 及 B〔E (。 ) 有
a
( T (。

,

B ) )簇 , (。 )
·

刀(。 ) a (B )

因为 城。 )
·

刀(。 ) ( b< 1
.

由系 2
.

1 推得犷有一随机不动点
,

尹(叭 t)
.

它即是随机方程( 3
.

1)

的一随机解
.

且由引理 2
.

5 知尹 ( C[ 习 x JO (口 )
,

G 〕

注 3
.

1 定理 3
.

1 是【3 1中定理2
.

1和〔2」中定理3
.

1 的随机推广
.

定理 3
.

2 设 肠 ( C〔口 x J
,

G 〕
,

K ( C〔口 x j x j x 口
,

口]
.

如果定理 3
.

1 中的条件 ( A
:
)和

( A
Z
) 成立

,

条件 ( A
。
) 由下列条件代替

:
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(A
3
)
产 对每一 。(口和对每一有界集 B c= G

,

有

a (K (。
,

J
,

J
,

B ))( 切(。
, a
(B ))

.

其中 甲满足定理 2
.

1 内假设
。

则定理 3
.

1 的结论成立
。

证明

刀(。 )
ZM (由)

设 , (。)和“(o, )如在引理 2
。

3 和 2
.

4 内一样被定义
.

令 : (。 )一
; n

{
。 ,

“( 。 )
,

,

1}
则 , :

仍(。
, ·

阿测
,

于是在引理 2
.

。内定
灿

二 :

伽CL (
c[J

。
(句

,

。〕阿 测

且对每一 。(口
,

E (。 )是C[ JO (Q, )
,

G 〕内的非空有界闭凸集
.

如在定理 3
.

1 内一样 定 义 映射

T : 口 x C [J
。

(。 )
,

G ] , C [ J。(。 )
,

G ]
.

按 定 理 3
.

1 的 证 明 对 每 一 ,
(C [ J

。
(。 )

,

口〕
,

T (
· , 二

(.
,

t))
:。、C[ J。(动

,

G] 可测
,

对每一。(。 和有界集B c= E (。)
,

完全仿照〔4〕中定理 3
.

1 的

证明可证得 T , E (。), E (。) 连续和

a (T (。
,

B ))( 卯(。
,
a (B ))

因此由定理 2
.

1 推得 T 有一随机不动点 尹(。
,

约
,

它即是随机方程 (3
.

1) 的一随机解 且由引

理 2
.

5 知 尹(。
,

t)(C〔口 x J 。
(。)

,

G 〕
.

注 3
.

2 定理3
.

2 是〔4] 中定理 3
.

1 的随机推广
.

定理 3
.

3 设 戈。 , 口, G 可测
,

f
, 口 x j x G , G 满足对每一 。(口

,

l( 。
, · , ·

)连续和对每

一 (
“ ,

劝(J X G
,

l(
· , : ,

二)可测
.

假设下列条件成立
:

(B :
) 存在可测函数 M

: 玲, (o
,

co )使得对每一 。(口
,

}!f(。
, s ,

二 )11《M (。)
,

V (
s ,
二)(J

x G
,

(B
Z
) 存在可测函数 户口 , (0

,

oo )使得对每一 。(口 和有界集 B c= G 有

a (f(。
,

J
,

B ))镇刀(。)a (B )

则存在可测函数 丫, 口, (O
,

a)
,

使得随机 C a u oh y 问题

d 二(。
,

t)/ d t== j(。
,

t
,
二(。

,

t))

“(。
,

t。)二耘(。) } (3
.

3 )

在 J 。
(。)= [t

。,

t。+ , (。 )〕上有一随机解 二 .
(。

,

t)(C [口 x J。(白)
,

G 〕
。

证明 因为求随机 Cau
o hy 问题 (3

.

3 )的随机解等价于求下面非线性随机 V ol to rr a 积分

方程的随机解
:

二(。
,

, )一(。) +

I丸
, (。

, · ,
二(。

,
; , , d

·

(3
.

4 )

由在定理 3
.

1 中令 戈。(。
,

t)= 劣。(。 )和 K (。
,

t
, S ,

劣 )= j(。
, S ,

戈 )
1

对一切 t(J 成立
·

NlJ 由 本定

理假设容易验证定理 3
.

1 内条件 (A
l

)
,

(A
Z
)和(A

3
)均成立

,

于是由定 理 3
.

1 知 存 在 y 。: 口

, (0
,

a) 使得随机方程(3
.

4 )在 J0 (。 )上有一随机解沪(口
,

约
,

它也就 是 随 机 Cau
c hy 问 题

(3
.

3 )的一随机解且 尹(C [口 x J。(。 )
,

G 〕
。

注 3
.

3 仔细比较定理3
.

3和〔5」中定理4
.

2的假设条件
,

可知定理3
.

3是该定理的改进和推广
.

利用定理 3
.

2 和定理3
.

3的证明方法我们也容易证明下面定理
.

定理 3
.

4 设二。: 口 , G 可测 户口 x j x G , 口满足定理 3
.

3 内假设
,

如 果 定 理 3
.

3 内条

件(B
,
)成立

,

条件(B
:
)由下面条件代替

(B
:
)
产 对每一 。(p 和有界集 B C G 有

a (f(。
,

J
,

B ))( 甲(。
,
a (B ))

其中 甲满足定理 2
.

1 内假设
.

则存在可测困数 , : 。, (。
,
。)

,

使得随机 C au ch y 问题(3
.

3 )在 J0 吸。卜〔灿
,

枯+ 城。)〕上
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有一随机解
.

沪(。
,

* )(C〔口 x J。(。)
,

G 〕
.
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