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摘 要

本文从广义差商一G re e双函数
一B 样条的观点出发

,

给出了以正则系统 {, “二

(幻 }几
;

为基解组

的一类微分算子的正规刀样条的递推公式
.

一
、

引 言

给定 【
a ,

句 中的一组点 { , ‘}l
_ : ,

刁 : a < % : = ⋯ = 戈 : < ⋯
、

-
,

-
j

m i

< 叉; = “
·

= 从< b特
a < t ,

《⋯ ( 标< b
场一- 、

-
J

(1
.

1 )

m 为

其中、
·

、 , ,

⋯
,

m * 和 m 均是正整数
, 。‘

( 。
,

m = E m ‘.

设 切 (劣) (C价
一‘[ a ,

b〕
,

X 。二S p a n {甲‘
一 ’
(戈)}几

: .

定义1 对于指定的点组 (1
.

1) 关于 {训
一 ’(劝 }:

_ ;

的l阶广义重差商有定义
,

l二 1
,

2
,

⋯

m 一 1
,

我们就 称 王衬
一 ’
(劝 }几,

为 {二 .

片
. : 的正则系统

.

本文仅讨论
‘

正则系统
.

定义 2 设 L 。 是 川 阶微分算子
,

称

占(L
。 ,

M
,

刁 ) = {S : S (劣 )(N
: , ,

二((戈
. , 二‘十 ;

)
,

i= 0
,

i
,

2
,

⋯
,

掩;

D 了S (二了)二 D , S (x 言)
,

j= o
,

i
,

⋯
,

切一 m 。一 1
,

i== i
,

⋯
,

k } (1
.

2 )

为L 。的m 次样条函数空间
.

di 。截L 。
,

M
,

刁 )=
。二。 + 兄m ‘.

M = (m
, ,

⋯
,

m *
).

我们再给出与 叔L 。
,

M
,

才)有关的扩大分划 了
: y 、成的( ⋯《夕

, 十。 (1
.

3 )

其中
, g , = ⋯ = 夕. = a

,

b == g , + : = ⋯ = g ” 十.
,

g 。十 1

《⋯《协铃戈 : = ⋯ = 劣 : < ⋯ < 戈。= ⋯ == x 。一
‘一一、

一
碑

‘- 一、

一勿 i

定义3 设 笼甲 护(才)}界
;

是 L盖(D )u( t) = O的基解组
,

仍魂

G . (二
,

矛)是 L 。(D ) 的 G r e e n 函数
,

份 李颧推荐
.

2 71



27 2 许 跃 生

b

* : 一 “)一

I
G 二

(/
,

‘)d、
,

其中 L : ‘D )是L 二 (D ) 的共‘算子
,

记‘“
一

‘, 护(‘, ;二
1 ·

.

称

B ‘,
. (二)== [夕, ,

⋯
, g ‘+ 。 1

,

盆
+ : G 。 (x

, ·

) (i== 1
,

2
,

⋯
, n

) (1
.

4 )

为 截L . ,

M
,

刀) 的正规B 样条函数
。

引理 1 { 甲‘
一‘

(二 ) } 乳, 是 [ a
,

b ]上的E C T 系统当且仅当中
,
(二 )> o

,
二( [ a

,

b〕
.

E C T 系统是

任意点组的正则系统
。

证明 考虑 W ro ns ky 行列式
:

附(1
,

甲(二)
,

⋯
,

甲‘一 ‘(二 ))==

1 甲(x )

o 甲,
(x )

甲忍
(无)

2诚幻材(劝
2(甲,

(
戈
))

“

:},.)::
护

一 2

(劝

(k一 2 )甲
‘一(

、

戈 )中
,
(二 )

中“一 ’(劣)

(寿一 1 )甲
‘一 “

(x )中
,
(戈 )

⋯ ⋯ (壳一 2 )(壳一 3 )甲
‘一 ‘

(
二
)(甲

,
(戈 ))

2

快一 1)(倪一 2)甲‘一(二 )(切
, (劝)

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯ ⋯

o
· · · · · · 一

(k一 2 ) ! (甲
‘
(浦))

阮一 2

O ⋯ ⋯ O

(儿一 i )⋯2甲(二 )(甲
,
(x ))

“一 么

(吞一 l ) ! (甲
,
(劣 ))

“一 ’

_

l掩(掩一 l)

一
(县

(‘一 ‘) ,

)(
甲‘(二 ,’2

’ 一

> ” ‘“一‘
,

2
,

一
, (1

.

5 )

当且仅当 诃(劝 > 0
.

由 〔2 ]
,

引理第一部分得证
.

引理的第二部分显然
。

引理 2 设 中
。 = {甲‘ (二)}界

, ,

甲‘(万)(C ‘一 ’[ a
,

b〕
,

夕(x )(e ‘
一 ‘ [ a

,

‘]且 币
。二 {甲 ,

(二)
,

⋯
,

甲二 一 :

(戈)
,

g 恤 )} 是 (1
.

1 ) 的正则系统
,

则对于 V f(C
“ 一 ‘[ a ,

b ]
,

【t , ,

⋯
,

标〕。
.

了=
【t, ,

⋯
,

探〕叔f
【t

; ,

⋯
,

标〕‘沪。
(1

.

6 )

证明 【t, ,

⋯

、.,产

、.,

劣

d e t

,

振」‘f

l tl
,

⋯
,

振
一 1 ,

标

t(:一标甲、(工 )
,

⋯
,

甲一
、
(戈)

,

t协 一 i ,

中i
(二)

,

⋯
,

甲。 一、
(二 )

,

甲。(二 )

ti
,

甲,

(戈 )
,

标
一 i ,

扬
,

中一
;
(戈 )

,

j(劣 ) )
d e t

d et

(

[考
, ,

⋯

ti
,

⋯
,

t。
一 i ,

t .

甲、(劣 )
,

⋯
,

甲。
一 :
(二 )

, g (戈)

,

矛. ]布
。

f(x )

d e t

(

t. _ i ,

t ,

⋯
,

中, ‘ ,
(劣 )

,

g (劣 )

了‘、
‘

了‘、
备‘吞L

eedd

t. _ i ,

振

卯。
‘ :
(戈 )

,

甲。(劝

,护”二“”
.

:
m八

一 [ t , ,

⋯
,

才。 ]万
。甲。 (二 )

引理 3 设 f (二 )
,

夕(二 )(C
仍 一 , [ a ,

b〕且 f(x )斗 0
,
二([

a ,

b ]
,

[t , ,

⋯
,

矛。 ]。。f
·

口, [才,
, , 二 ,

t。〕r响 : 。, , 夕

其中中. = {甲‘(x )}牡
; ,

f
一 ‘À 中 . = {f

一

,
‘( , ) }乳; .

证明 由行列式的性质和 L ei b ni : 公式

【t
: ,

⋯
,

坛」
. o j. g

( 1
.

7 )
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z 劣 i , ”
‘ ,

% i ;
’ ‘ ’

; % 九, ’

“ ,
劣自 \

, .

1

一 一
、

Qe
‘

(
,

竺
, 、

竺
, 、 , 、

)
甲八义 )

, .

“ ,

甲。
一 i 气义 )

,

J 气x ) g 、x )

X
,

二
, 。

X
, , 今 . , ,

劣
‘ 。

⋯
。

劣
‘

才 ‘~、尸一
户 ‘一、尸 ~ ~ 副 飞

Q et 1 f7名一 ”习‘ I

甲iLx )
, ‘

” ,

甲。
一 i气% )

,

甲二 L劣 )

{ (切
,
(%

,
)/ f (

: :

) ) ⋯ (甲
。 一 1

(二
1

)/ f(二
i
)) g (, 、

)

⋯{吧f.l.1任巴{{
. . . . .

⋯
⋯{粉巴{{{f竺

. . . . .

⋯⋯

空只
,

⋯
,

⋯

{

(甲
,

(二
,

)/ f(二 1
))“

i 一 ” ⋯ (甲。
一 1

(二
:

)/ f(劣
:
))“

, 一 ‘’⋯ g ‘“ : 一 ‘, (, 1)⋯

(中
i

(二
、

)/ f(
二、
)) ⋯ (甲。

一 ;

(二
* )/ f(x 。

)) g (劣
* )

(甲
,

(
“、)/ f (二。))

‘“ 。一 , ,

兹
(甲。

一 1

(二
、

)/ f(x 、

))‘““
‘’ s ‘“ 。一 ‘’

(二
、

)
. ’

一 戈 z ; ”
·

:

‘~ - 护- 曰
d et m

i

(f(二))
一 ‘甲:

(戈 )
,

劣寿
, 二

’ ,
戈儿

、

一
,

一~
产

川白

⋯
,

(j(% ))
一 ‘切。(x )

我们曾在 〔3 〕中证明了关于 E C T 系统 仲
‘一 ’

(劝 }界
,

的广义差商 L ei bn iz 公式
,

事实

上只要 王训
一 ’

(劝 }界
:

是正则系统时
,

这一结果同样成立
。

这里不加证明地引用
.

引理4 设 少. = {华‘
一 ’
(, ) }畏: 是 (1

.

1 )的正则系统
,

对 V f(
二
)

,

g (戈 )(C价
一 ’

[ a ,

b〕有

[ t, ,

⋯
,

,。 ] , 。

f
·

夕二 乙〔t
, ,

⋯
,

t‘] , ,
f[ t

。,

一
,

‘。〕。。
_ ‘, : g (1

.

8 )

二
、

B 样条的递推公式

设 L试D )是以 {训
一 ‘
(二 )}畏

1

为基解组的 。 阶微分算子
,

定理 I L。(D )的 G r e e n 函数为

。
, , J 、

_ _

(“一 t)二 i 甲(劣)一甲(约 、‘
一 ’

G贰 劣
,

t) 二
一

兴
, 一

份犷
一

l 竺 玉掣斤买
、卫

一

)一 仍 、一 ” 少
一 (功一 1 )! 气 中,

(矛) /

定理 1 的证明参见 〔3 〕
。

定理 Z L款刀)的零空间N :
盆
。D ) 的一组基为

L盖(D )是 L 二(D )的共辆算子
。

(
.

2
,

1 )

甲荞
,
(t)二

(甲(t ))一
’一‘

(诃口))而 ‘一 (i二0
,

1
,

⋯
,

m 一 1 ) (2
.

2 )

证明 由定理 1
,

有

、.、 尹.少J‘
J才t、

切
.r、

...
‘

、产
‘、.了

Xr
、

切
r性、

.五
一

‘价C一
.几

-价
、少、

1占

一
了.、

.

一习,-0一l一一一仍一
‘、.产�

、
、了

。产万杏山0十一习
。丫少一丫、名吞一

.r .

.一山了.、

了
吸
、
一
‘
、少

一,二一了l、一一
、.产名‘G 。

( 戈
爪 ~ 1 ~ 百

二 ( , 一 t ) : 兄 甲‘十 :
(二 )

(甲 (才) )饥
一 ’一‘

(中
I
( t) )

价 一 ‘
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其中

甲‘, , (二 )=

另一方面
,

‘云:2写i二
C盆一 (切(‘”““

‘。 (”)

且是 N : 。

(D) 的一组基
。

G 。
(x

,

t )二 (二一 t ): 乙 甲‘十、(二 )甲扎
、
(t )

,

所以

一一一X物

、LrJ
*

l+1甲一

口一
、、

,产

叭一诃
了.、�了吸、

JIr
、

( , 一 t ) : 乙

由 沪‘十 ;

( x ) ( i = 0
,

1
,

⋯
,

m 一 1 ) 的基底性质
,

便可知定理 2 真
.

由定义 3
,

与 {材
一 ‘

(x) }只
;
关联的B 样条可表为

B , , 。
( / , 一毛“

‘,

一 。‘一“
·
:

十 ,

{器飞 {嗯楞
卜

牢
一 ’

( i = 1
,

2
,

⋯
,

仇 ) ( 2
.

3 )
.+�!、.尸�、

,
�

其中

试
一(t:。 :

十 1
一

锣{封
一

黔
{)

t ) )

1

(甲
,
( t ) ) ‘

一 ’

(甲(
x

)一甲(才) )
价 一 ‘d ,

( , 一 1 ) ! (叨
,
(才) )

价 一 ‘ }
‘2

·

‘,

定理 3 设 ,
。 十 : 一、( , ( , ) )卜

1
}二

! ,

, · ( ,卜 I:
( , ( !

卜 , ( , ) )。一d X
,

B
‘
二 ( 二、= 工鱼: 竺里卫些少竺〕兰

鱼主里《兰= 〕呈(蜒劣2草卯〔:
~

〕立竺卫
t g ‘

,

⋯
,

g ‘+ 。 」革
。+ 、1 。气才)

( 2
.

5 )

证明 由 ( 2
.

3) 式及引理 3 有

B ‘, 。
( x ) = [“‘

,

⋯
,

。‘+ 。 ] 。。
一 :。! ( ,

,

( , ))
。 一 1Á 。: 十 : ( ‘一 ) : (切 (“ )一 切(

·

) )“
一 ’,

‘m 一 1 ) !‘* 尹( ‘) )一。 , :一{(
m 一 1 ) !‘* (‘) )一

,

⋯
,

‘。一 , ) !* (‘)
,

(。一 ‘, !

记 小粼
: =

由 [ 3 〕的引理 3,

,

l:(
, ( X )一 , ( , ) )。一 d /

}

{
1 , * ( , )

,

⋯
,

‘, ( , ) ) 。一
,

I)(
, ( 二卜 , ‘, ) )一d X

}

B ‘, . ( “ )二 [。。
,

⋯
,

g ‘十。〕; 盖
、 ; (戈一 )‘[ 甲( “ ) 一切(

·

)〕‘
一 ‘·

由引理 2 ,

本定理得证
。

定理 4 由( 2
.

3) 式定义的 B 样条有如下的递推公式
:

B 。, · ( X ) 一望玺竺互兰坦些2

剑湍方
1
1

)
( 二 )B ‘十 , ,

。一 , ( x )
( 2

. 6 )

其中

? : 一 ( X )一 〔, (! 卜 , (。‘) :〔。‘
, ‘二 ,

y , 十。一〕;
,

了)(
, ( 二卜 , (‘) )一d 二

,

’

r b
杨称

, ( ‘) = 〔甲( “‘+ 。 )一 甲( ‘) 兀“· ; , ’ ‘ ’ ,

“‘一〕‘刁
, (甲 (‘ )一甲 (‘) )“

一 ‘d x ·

证明 令 c’ , 。二 [y‘
,

⋯
,

夕‘十 。〕‘
* 1 1。( t )

,

由定理 3
,
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B ‘, 。
(义 ) =

由引理 4
,

B ‘, 。
(x )=

1

C ‘, ,
[。‘

,

一 夕‘+ 。 ] , 。
十 :

(
“

一 ): (中(“ )一 甲(
·

))
“ 一 ’.

1

C ‘, 仍
{ [。‘〕;

1

(甲(“ )一 切(
·

)) [。
‘ ,

⋯
,

。‘, 。〕; . 十 ;

(“一 ); (甲(x )一甲(
·

))’
一 ’

+ c ‘* : , . _ : B ‘十 , , 。 _ :
(二 )}

另一方面
,

。
, 、

1
‘ , , 、 工 、 、 , , , 、 , , 、 , 、 、

_ _ 。

力‘, 。 气x ) = 育下一 悦L切Lx )一甲L夕‘十。 ) ) L夕‘
,

⋯
,

g ‘十 . J备. 二 .

L戈一 )军L甲L劣 )一甲又
·

) )’
一 “

‘ 百, 价

+ c‘, 。 一 ; B ‘, 。 一 ,
(劣 )}

n , 、 , r 、 , 、 、

1
‘ , , 、 , 、 、

。

刀‘, 二气x )气切气g ‘+ . )一甲气夕‘) ) == 二一 认甲气夕‘
+ 。 ) 一中气戈) )c ‘+ 一, 。 二 z万‘+ z , tn 一

八x )
‘宕, 仍

+ (甲(x )一甲(夕
‘
))

e ‘,

一
, B ‘, 。 一 :

(劣)}

由于 {切‘
一 ’
(二 ) }畏

; 是 (1
.

1 )的正则系统
,

故 切(g 卜
。
)一甲(g

‘
)斗 0

.

令 tD , 一 ‘劣卜 〔, (二卜 , ‘。
‘
)〕〔。

‘,

⋯
,

。‘

一
〕;

。

了{
(* (二卜 , (矛))一d !

‘: 一 (戈卜 〔, (。
‘十价

卜 , (戈 )〕。。
‘十 ! ,

⋯
,

, ‘十。〕;
。

I:
(* (二卜 * (, ) )一d X

由上式便得(2
.

6) 式
。

作者对黄友谦教授的指导谨表感谢
.
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