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摘 要

本文试图提出一种新的和简单的整数线性规划最优算法
,

这种方法具有较强的适用性和 快速

收敛等令人满意的特点
.

该算法成功地处理了工程设计中所提出的某些问题
,

文末给出了计 算实

例
。

_ 已 !
.

全
白

、 J I 杯刁

在很多工程技术问题中
,

ILP 问题是经常会遇到的
.

关于这类问题的求解方法
,

目前比

较流行的有 G o m or y 的切平面法和 L a n d 等人的分枝边界算法
.

这些方法的基 本 思想是将

原问题转化为一系列子问题
,

并逐次用单纯形法求解它们
.

显然
,

对于高维问题而论
,

随着

子问题的增加
,

其附加约束也随之增多
,

以致问题的规模变得越来越大
.

因此
,

上述算法的

计算量通常是比较大的
。

本文所提出的分枝方向搜索法是一种对原问题进行直接搜索的方法
.

它的基本思想是首

先将原 IL P 问题作为一个 L P 问题 (在忽略整数性条件时 ) 进行求解 ; 然后根据 所 求 得的

最优解信息
,

形成整数化的初始可行点和整数化的分枝搜索方向 (下降或上升方 向)
,

然后

沿着整数化可行方向
,

以整数步长进行分枝搜索
,

通过有限步迭代
,

即可求得 问 题 的 最优

解
.

由于这种搜索方法只是在一个较小的
“

带域
”

(该带域的点集具有较小的函数位
,

且靠

近函数值较小的边界) 内进行
,

因此收敛速度是相当快的
,

由于无需形成一系列子问题和补

充附加约束
,

故所需要的存贮量也较少
.

文中所给出的计算实例证明了这种方法具有明显的

优越性
。

二
、

基 本 原 理

众所周知
,

整数线性规划 问题的一般形式可表示为
:

. 李颧推荐
。
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m in f(x )= 乙
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(为》0 整数
,
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,

⋯
,
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,
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m in f(二) = C rX

} (2
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1
s

.

t。:
S
。
= {X }A X + B 》。
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⋯
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通常
,

直接搜索法的迭代格式可表示为
:

X * = X 。_ ;
+ 几*

_ :D *一 :
(掩= 1

,

2
,

⋯ )
‘

( 2
.

2 )

式中 X
。,

几
。

与 D 。

( 当九~ 1 时 ) 分别为初始点
,

初始步长和 初始搜索方向
; 它们都是 通过

一定的方法来确定的 一 显然
,

当 几* 和 D * 的计算公式确定以后
,

就不难应用 ( 2
.

2 ) 式 来 求

得 问题的最优解
。

本文所提出的方法不是采用上述迭代格式
,

而是采用类似上述迭代格式
,

在每个可行分枝搜索方向上寻求若干个改进的点 ; 然后
,

取其中具有最小函数值的点作为下

一次迭代的起始点
,

并沿着上述分枝搜索方 向继续迭代
,

直至在每一个分枝搜索方向上寻求

另一个改进点为止
。

这种迭代过程可用下述迭代关系式表示
:

<X 蛋外 = <X 石外 + <只互外<D 户
r

<侧
‘十 ‘, >= <X ;外 (X 护

,

月

( k = 1
,

2
,

⋯

〔S 。; j(
n
) } ( 2

.

3 )

式中 寿和 j分别代表迭代次数和分枝方向序号
。

而<X
。( ‘, >

,

<幻 (k) >和<D 户分别表示第 益次迭

代时的整数起始点
,

第 j个分枝方向的整数型步长和第 j个分枝的整数型搜索方向
.

从 上述

分析可知
,

用分枝方向搜索法求解 IL P 问题
,

最后归结为确定整数型初始点
,

整数型搜索方

向和整数型步长
.

为此
,

下面我们将分别讨论它们的确定方法
。

2
.

1 整数型初始点的确定

假定对应于 IL P 问题 (2
.

1) 的 L P 问题的最优解 为 X 艺。和f( X 艺P )
,

而问题 (2
.

1) 的

最优解为 X 蓄
L P 与j( X 汽

P )
.

显然
,

对于极小化问题
,

它们应满足下述不等式
:

f( X 汽
P
)》 f( X 备 )

而对于极大化问题
,

则有
:

f ( X 乳
P
)《f (X 盆

P
)

上述不等式中的等号仅当 X 乳
P = X 条时成立

.
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由于 L P 问题的最优点是位于共可行域的顶点
,

亦 即是位于具有最小函数值的 边 界 上
。

故对应的 IL P 问题的最优点应当是位于靠近上述边界的
“

带域
”

内
.

故它们 的整型 可 行 初

点 (对于极小化问题 )
,

可以取为
:

<X 百
‘’>= <X 备>

, c , < o

<X 百
‘’>二 <X 条>+ 1 , 。,

> o
(j= i

,

2
,

⋯
, n ; <X 石

, 、

) 〔S
。

) (2
.

4 )

式 中<X 艺
P>表示一整型列向量

,

它的各个分量是分别小于或等于 X 知所对应各分量的最大整

数
。

于是对于 IL P 的极小化问题有下述不等式
:

f(X 盆
P
)幼f(x 九

P
)《 f(X 石

‘,
) (2

.

5 )

而对于极大化问题则有
:

f(X 艺
P
)》 f(X 汽

P
)> f(X 石

, , ) (2
.

6 )

2
.

2 整数型分枝搜索方向的确定

根据上述方法确定了整数型可行初始点后
,

为了寻求一个改进的可行解
。

显然还需要确

定整数型搜索方向和整数型步长
.

当这两者确定后
,

就不难用 (2
.

3)式找到一个改进的可行

解
。

由于 IL P 问题的可行点集 皆位于可行域内的网格点上
.

因此
,

这些搜索方向应是坐标轴

和网格对角线的方向 (这些方向的分量是一具有符号的二进制量 ) ; 然而通过某一网格点的

这种方向有很多 (它随着问题的维数的增加而成倍增长)
,

很明显采用穷举法来选取其中的

最佳搜索方向是相当费力的
,

故我们不采用这一方法
。

由于在寻求整数初始点时
,

我们已经求得对应的 L P 问题的最优点 X 条
,

而该点是 N 个

超平面 g
,

(X )的交点
,

亦即有N 个方程
:

g
,

(X 艺
P
)= 0 (r 〔{m + n }) (2

.

7 )

换言之
,

从该点出发沿着通过该点的棱边就表示N个方向 (它们是 目标函数的上升或下降方

向)
,

它们可 由下式求得
:

”一

!一 }
一

艺
r )一“

一 ’
一

{
D l

1
‘寿

一
+ ”
’

(2
.

8 )

D
,

式中 V g 、

为超平面 g 、 (X )的梯度向量
,

而刀 ,
(j= 1

,

⋯
,

n) 为 g 、 (X )的切线行向量
.

虽然沿

着这些方向搜索有可能找到较好的解
,

但是这种
一

解通常不是 ILP 问题的可行整 数 解
,

这 是

因为 D , 的各分量一般不是整数所致
.

为此
,

我们需要对它们进行整数化
,

并 用【D , 」一【d J : ,

⋯
,

d , 。〕来表示它们
,

而其分量<内
: >分别取为

:

d , ‘> 0

d , ‘< 0 (l= 1
,

⋯
, n

)

d , : == 0

J
l<

一

r‘J、ee
�

<内今== ( 2
.

9 )

在这N个整数化的搜索方向<D 户中
,

对于极小化问题取
:

( D , 。) == ( D , > lm in {<刀
,
>vj < o} (j= 1

,

⋯
, n
)

作为可行分枝主方向
.

而对于极大化问题则取为
:

( 2
.

1 0 )
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<D , 。) == (D , ) }ma
x {<刀

, >vf> o} (j== i
,

⋯
, n
) (2

.

1 1 )

对于可行分枝搜索主方向<D
, 0> 可以将共分解为N 个子方向

,

其形式记为
:

(D , 1) = [ (d , , )
,

0
,

⋯
,

0〕

(D , 2
) = [ 0

,

(d , 2

)
, 0

,

⋯
,

o〕

(D , ,

> = [ 0
,

⋯
, 0 ,

(d , .

)〕

在这些子方向中
,

我们只取满足下述条件的

(D , , ) = (D , ,> I
干 <刀1 1 >vf) o (P《l) (2

.

1 2 )

作为可行分枝搜索子方向
·

式中的负号和正号分别对应极小化和极大化问题
.

当采用这种方

法时
,

首先是从起始点<X
。“’>出发

,

分别沿着可行分枝搜索方向<D , 。>和 <D , , >进 行搜 索寻

求一个较好的改进点
,

随后又以改进点为起点沿着上述方 向继续迭代
,

直到求得最优解
。

由

于在整个迭代过程 中
,

不需要重新计算搜索方向
,

并且它们的总数是小于或等于 N 的
,

故能

节省计算量
。

2
.

3 整数型步长的确定

当整数可行初始点和可行分枝搜索方向确定后
,

为了保证求得一个较好的可行解
,

搜索

步长亦应取整数
,

本法采用下述公式计算
:

石
幻 =

<几二外

_ 时工之丝)
<刀 , )V g ‘

(l== 1
,

⋯
,

m + n
)

(2
.

1 3 )

== m in {(久荟
为, >

,
大{

为, > o }

式中下标 j表示分枝方向的序号
,

而<D ,> 代表可行分枝搜索 方 向<D
, 。>和<D

, 分
,

而 <几: (k) >表

示取小于或等于 几“的 的最大整数
。

三
、

算 法 步 骤

根据上述分析
,

分枝方 向搜索法的计算可归结为如下步骤
:

( 1 ) 首先将原 IL P 问题 (2
.

1) 忽略整数条件后
,

作为一个 L P 问题求解而得到X 之P,

j( X 条 )
,

如果它们整数
,

则即为原问题的最优解 ; 如果其分量不为整数
,

则转步骤( 2 )
;

( 2 ) 根据表达式 (2
.

4)
,

确定可行整数初始点为
:

或 X 石
幻 = <X 之

P>
,

c, < o

X 吞
, , = <X 备> + 1 ,

匀) O

( 3 ) 为了求得可行分枝搜索方 向
,

我们需要首先用 (2
.

8) 式 计 算 <D , >; 然 后 采用

(2
.

1 0) 或 (2
.

1 1) 与 (2
.

1 4) 式确定 (D , 。>
,

<D , :)

( 4 ) 当初始点<X
。“ , >和搜索方向<D , 。>

,

<D J , >确定后
,

我们就沿着各个不同的分枝方

向 (从初始点出发 )进行迭代计算
,

直至再不能找到一个整数步长为止
.

最后在点集<X , ‘k , >

中
,

我们取具有最小函数值点为 X 九
P ,

j( X 乳
P
)作为问题的最优解

·

现将分枝方向搜索法计算流程在图 1 中给出
。
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¼!)一
始一开一(

所有步长是整数否 ?

亦即( 几乡>< z :

Y e s
\\//了//I

t

\入
求解对应于方程 (2

.

1) 的LP问题

以确定X吞
,

f( X 吞)
_

一 l 二二
一

二二
寻求整数可行初始点 X 。(1}

l

_ _

_
_

l
寻求改进点

:

X季= (X 季) + ( 几今> ( D i>T

形成整数分枝可行方向

<Di 。>
,

<Di 户和它们的总数 B N

_
_

_ _ _
_ _ _ _

」
_ _

_
_

_ _
进行迭代循环

,

置 k = 1,

X {, , = X ;‘,

选择新的起始点 <X 石
“衬)>

一!
~

仁止二二二止二一
、

+ J

—
- 一

一
- 一

一
— 一

, ‘

一一
~ 一~ , ~ 一- -

.

一一
一~ ___

{ 厂
一

、 ~ 一
‘

一

进行分枝搜索方向的迭代循环
,

置了二 1
X fLP

,

j(X 知 )
_ _

_
一

上
- -

-
- -

一确定整数步长
:

二 l / g ; <X 妙
、

> \ 了

代 ) = m ln 弓火一
~

仄

一
-
一 片 一L “ 吸口赞

, Z V g j /
l

澎

图 1

四
、

分枝方向搜索法框图

计 算 实 例

例 1 m in j( x) = 一 3二 : 一 4凡

5 .

t。: g ; (戈 ) = 一4
.

1二 : 一5 . 9劣2 + 53
.

1> 0

g : (戈 ) = 一4
.

9二 : + 0
.

9戈 : + 24
.

5》0

g :

( x ) = 2戈: 一 3二: + 18> 0

g 一( % ) “% : + 2凡一6 > 0

g , ( 二) = “ , 》0 ,

整数
,

(j~ 5 , 6 )

求解
:

首先
,

我们求解对应于例 1 的 L P 问题得到
:
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X 艺
P [ 5

.

9 , 4
.

9〕全和 j(X 艺
p
)== 一5 7

.

3

( 2 ) 因为
c , < 0 ,

于是取

<X “
, >= <X 艺

p >= [ 5
,

4〕, ,

和 f(X 百
‘,
) = 一 3 1

( 3 ) 确定分枝搜索方向
:

因为 g :
(X 老

P
)= 9 2

(X 艺
P
)= o ,

于是有
:

飞l.J
OU叮.左

一长刀

一
_ 「一 4

刀二 l
L 一 5

一 4
。

9

0
.

9

1
一 ’ = 卫 「

J 3 2 6 L

一 9

一 5 9

<D l>== [ 一 1 ,
一 1〕

,

<D
Z

>= [ 一 i ,
+ 1〕

根据 (2
.

10 ) ~ (2
.

12 ) 式
,

我们可以得到可行分枝搜索方向为
:

<D Z。>== D ,
}m i。 {<刀 ,>v , < o }= <D

Z

> = [一 l
,

z ]

<D
: 2

> = (D , ‘> l一 <刀
, ,>; , > o = [ o

,

1〕 t

而分枝方向总数 B N = 2

( 4) 进行迭代循环
:

l) 第一迭代
:

a
.

在 <刀幼>方 向上有
:

<““
’>
一

‘·

《
一色

一

(

会, >
,

《呼
一

<
一

绍杀狱>
一

<
一

戈>
一 3

<X {
‘、

> = <X 石
‘’>+ <几f

‘’><D Z。>T = [2
,

7〕r
,

f(X l
‘’
) = 一 3 4

在 <D
Z

户方向上有
:

<几‘
”>一

‘·

{<
_ 鱼(入

。“ )
)

S 苗 >
,

《0}
一

<
一

绍编>
一

<
一二

一

氛>
一 ‘

. ‘ .

<X
Z ‘” >= <X

。戈” >+ <几2 ‘”><D
2 2

>T = [ 5
,

5〕, ,

f(X
Z ‘” )= 一 3 5

2) 第二迭代从 <X
么‘’) >出发

,

分别沿<D
Z。

>
,

<D
2 2

>方向进行搜索
:

a
.

在 <D 20 >方向上有
:

‘“
1、2 )>一

‘·

{<
一

黔狱>
,

<D
Z。>v。

‘

< 。

}
一

<
一

绍属从>
一< 1

·

7 2 2 >一 1

<X : ‘2 , >== <X
: ‘” > + (几, (2 , ><D

Z。

) , = [ 4
,

6 ] , ,

f(X
l、“,

) = 一 3 6

b
.

在<D
Z

办方向上
:

仇
(

二一
i

《
一

绍黑疏>
,

<几>vg
‘

<0 卜<
- 9 1

(X
Z (” )

<D
2 2

>V g Z>
一<”

·

5 2 5 >一 。

3 ) 第三次迭代从 <X : ‘2今出发
,

分别沿<D
Z 。

>
,

<D
2 2

>方向进行搜索
,

此时给出的步

长为
:

(几
: (3 ) >= < 0

.

72 2 >= 0
,

<几
2 “3 ) >= (0

.

2 2 0> = 0

因为以
: 气3 , >

,

<还
2
沟 )皆小于 1 故迭代结束

,

该问题的最优解应为
:

X 扎
P = <X ;

2 , >= [ 4
,

6 〕
, ,

f( X 汽
P
) = 一 3 6

例2 m in f(x )= 一 2二 : 一 5 二 :
一 2二 :

5 .

t。: g :

(劣 )= 一 2劣 ; 一 2劣 2
一 x 。+ 13 > 0

夕2
(x )= 一

x : 一 3二 : 一劣。+ 1 1> o
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g a

(二 )== 一二3 + 6李 0

g ,
(戈 )=

二, > 0 (j= 4
,

5 )

求解
:

-

( 1 ) 首先我们 求解对应于例几的 LP 问题得 到
:

v 二 「1 1 3
_

〕T , ,

二 , 、

人￡p = L万
,

一

4
一 ,

” 」
, J 、八 Lp ) = 一 乙 l

·

乙。

( 2 ) 根据 (2
.

4) 式
,

我们取X
。“ , = <X 艺

P >= [ 2
,

0
,

e〕, ,

f(X 占
‘,
)== 一 1 6

( 3 ) 由 (2. 1 0 ) ~ (2
.

1 4 ) 式
,

我们可求得可行分枝方向为
:

<D
。。>= [ i

,

i
,

一 1〕r
,

(D
3 : >== [ 1

,

o
,

o ] , ,

<D 。: > = [o
,

1
,

o〕,

( 4 ) 进行迭代循环
:

1) 第一次迭代
:

a
.

在<D
8 0>方向上

:

(几: (’)>= m in {<通
旦互簇

,

, >
,

《
。

卜<
一

绍黯>
一

<
一几

一

>
一‘

(X
: (‘) >

b
.

在 <D 3 : >方向上
:

<几
(‘)>

= <X
。‘’) >+ <几: “ , >(D

a 。

>r = [ s
,

i
,

5〕r
,

f(X
: ‘” )= 一 2 1

一
i·

{<
一妞举今 、Q

}
一

<
一

绍黯>
一

<介>
一 ‘

<X
: ‘” >= <X

。“‘’> + <几
2 (” ><D : : ) , = 〔3

,

o
,

6 ]
, ,

f(X
Z“ ,

)= 一 1 5

。
.

在<D
3 2

>方向上
:

<几
3 “’>

一
‘·

《
- 夕‘(X

。(” )>
,

、0}
一

<
一

韶默>
一

<
一

几>
-

<X
3 “’>= <X

。“’> + <几
3 “ , ><D

3 :

>r = [ 2
,

1
,

6 〕, ,

f(X
3 “ ,

)= 一 2 1

2 ) 当进行第二次迭代时
,

所有步长几
, ‘助 皆小于 1 ,

故迭代结束
。

我们得最优解为
:

X 乳
P = <X : “ , >= [ 3

,

1
,

5〕, ,

f(X 乳
P
) ~ 一 2 1

X 乳
P = <X

。(‘, > = [2
,

i
,

6 〕, ,

f(X 乳
P
) = 一 2 1

五
、

结 论 和 感 谢

本文中
,

对于线性整数规划问题
,

提出了分枝方向搜索法
。

这种方法与切平面法和分枝

限界法比较具有若干优点
:

( 1 ) 这种方法计算简单
,

而且在计算过程中速度很快
。

对上述两个例子若采用切平面

法或分枝限界法至少需要迭代 四次
,

而对于第二个例子需要求解六个 L P 子问题 ;

( 2 ) 在 IL P 问题中
,

最优解通常有多个
.

一般而论
,

切平面法和分枝
一

限界 法仅能求

得一个最优解
.

然而
,

采用本文所提出的分枝方向搜索法
,

则可将所有最优解求得
.

这对于

工程设计而言是非常有用的
。

本文曾与加拿大瑞贾纳大学王中烈教授进行过有益的讨论
,

得到李撷教授的 鼓励 和 支

持
,

谨致感谢
。
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