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摘 要

本文用合成展开摄动法
,

把外场解和内层解结合起来
,

求解圆薄板大挠度问题
.

本文把H e nc k y

的薄膜解当作外场解的一级近似解
,

并求出了外场解的二级近似解
.

利用边界内层 坐标
,

求得了

相应的各级内层解
,

即边界层解
.

本文采用最大位移和板厚之比的倒数作为小参数
,

所得结 果 大

大改进了 19 48年作者所得的结果
.

一
、

引 论

圆薄板在均怖载荷下的大挠度问题是 由卡门方程处理的
.

它们用无量纲量可以写成
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其中h

, a 为板厚和板的半径
.

q 和E 为板受的均怖载荷和板材的杨氏模量
. v
为泊桑 比

. r
为径向

坐标
.

N
, ,

N . 分别为径向和切向薄膜内力
, 切为板在

r
处的垂直位移 (即挠度)

.
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.
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c) 展开为外场解和内层解求解圆薄板大挠度问题
.

在这个方法中
,

把 H en ck y

的薄膜解当作外场解的一级近似解
,

并求出了外场解的二级近似解
,

通过合成展开
,

利用内

层坐标
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求得了相应的各级内层 (边界层) 解
.
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2 b) 式中的无量纲载荷
.

C 为薄膜解

中由边界径向位移
。为零所决定的常数

,

它和泊桑比
,
有关

.

数值见钱伟长 (1 9 4 8) 的文章
.

这

个工作是合成展开法的最早文献
.

此后 Bro m b er g (1 9 5 6 ) C p y 6坦。
以 1 9 6 0) 重 复 了这个工
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图 1 圆板变形侧视图 图 2 圆板内的薄膜内力

作
,

用相同的方法得到了类似的结果
.

最近周焕文 (1 9 7 9 ) 重新用合成展 开法研 究了这个问

题
,

用待定参数法决定了较为正确的参数选择
.

同时
,

固定边界条件是由合成解满足的
.

从而

克服了钱伟 长 (1 9 4 8 ) 等单纯用薄膜解 (已经满足固定边界条件砰 = 0) 所 引起的一些疑虑
.

如果薄膜外场解满足 邵 = o 的固定条件
,

则内层解必然导致有一项常数
,

它在无穷远处不等

于零
.

当然这个常数在合成解中并不能肯定 它是属于外场解还是内层解的
.

最 后计算 并无区

别
。

本文将采用待定小参数
‘通过钱伟长的合成展开法求本题的解

.
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4 5 7 7 5 1 5 1 1

2 9 2 6 2 6 4 3 2
(2

.

2 7 e
)

f
: ‘

(二
1

)
1

= 1 十 石丁 X l
一

乙

8 5 1

8 6 4

130

5 9 4 1 4 3 1 1
一 4 0 6 4 2 5 6 0 ‘

8 2 4 8 3 6 5 7 9

4 8 5 5 5 0 7 2 0
(2

.

2 7 d )

把 (2
.

2 6 ) 代入 (2
.

2 3 )
,

旦研
2
一

d 戈 一
B ‘

·

2 “。(“)h
l

(
“x ) + a Z

·

双、二
, ·

)。
2

(
“
)“

么

(““)

+ sB
Z c Z g 3

(c )h
2 2

(
e二 )+ S B e Z 9 4

(
C
)h

: 3

(
e二 )

3
十

4

心沙

(1一 , z

2e 2

)
“ g

一

气“) “2‘气“% ) + 3 (i 一 , ‘) g 气“) “2。气c x ) (2
.

2 8 )

其中

“
2。

(一卜
2“

2

(% 1

),
2。

(X l

卜“(X l
)
{

/ 1
“
“

淤
’
一

+ 2 d h (% 1

)

d气 } (2
.

2 9 a )

*
2 2

(二
,

)一资、
2

(二
, )了

2 2

(二
1

)一三了
1

(二
1

)、
1

(二
,

)、(二
,
)

“
(2

.

2 9 b )

8
, , , 、 , , 、

1
, , 、 , , 、 , , 、

2
, ,

了‘2 3 、苏‘) == 亏
“一

、% ‘)J 2 3 、x ‘) 一 S J ‘、x ‘) “2、% ‘) “ L灭 , ) 一 5 J 2 、% ‘) ”八劣‘) “、戈‘)

(2
.

2 9 e
)
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h
Z ‘

(% 1

) = 昙。
2

(
二 1

)r
Z‘

(
, ,

)一 荃j
:

(
二 1

)。
2

(
、 ,

)。(二
1

)
J O

(2
.

2 9 d )

把 (2
.

2 7 )
,

(2
.

2 0 )
,

(2
.

1 7 )
,

(2
.

1 1 ) 代入上式
,

得

3 5
n “。、戈 , ) = 上一 1艺劣 i一

4 2 9 9

2 8 8

4 2 4 7 0 1

1 7 2 8 0

2 6 9 4 7 0 5 9
一 72 5 7 6 0 x

2 1 5 4 3 1 8 2 9 5

4 0 6 4 2 5 6 0
(2

.

3 0 a
)

h
Z :

(二
,

)二 1 +
1 3 7 5

2 8 8

4 5 5

4 8

2 2 5 5
1孔 二

2 5 6 1 0 8 6 5 7

3 6 1 2 6 7 2
(2

.

3 0 b )

h
Z 。

(二
1

) = 1 +
3 8 5

7 2

2 0 5

1 2

6 1 5 5 4 1 1

2 4 1 9 2 0
义

7一
J任

一
一1戈

O自民」

1 3 2 3 4 0 2 0 7

4 0 6 4 2 5 6
(2

.

3 0 e
)

尺J几DO八�勺d

h
: ‘
(二

:

) = 1 +
9 3 5

14 4

3 5 3 5

28 8 %
3 4 2 3 5

1 7 2 8

4 2 4 5 6 9 9

1 4 5 1 5 2

9 9 3 9 7 8 2 9 5

2 4 3 8 5 5 3 6
( 2

.

3 0 d )

( 2
.

28 ) 可 以积分
,

得

研
2

一
B二 2 。。(

“
) [ 。

1

(
“
) 一‘。1

(
“x ) 〕

一
。( 1二

, 2

) 。
2

(“) [。
2
(“) 一“、么(

“x
) ]

一 sB 么e 么9 3

( e )〔9
2 2

(
e ) 一 , g : 2

( c二 )〕一 SB c Z 一万
一

竺毛
:

l
we

夕

口 i
一9 4

(
e
)〔9

0 3

(
c
) 一 二9 2 :

(
e %

) 〕

3 a 圣c
Z

4 ( 1 一 v Z

、: 一 。。(
。)〔。

: ‘

(。 )一
%。: ‘(。、) ] 一 ; , ;

一

2

竺
: 、一 。(。) : 。

。。

(。)

夕 0 、1
一

护 少

一二 9 2。
( c x ) 〕+ R

;

其中R
Z

为又一待定常数
.

9 :

(
c
x)

,

分别为

3 5
g : 。
吸%

1
少= 1 一

一

二二 %丈一。 ‘ “ 、
_

二 产 一 3 6
‘

(2
.

3 1 )

g :
( c x ) 见 (2

.

2 2 a ,

b )
, 9 2。

( e 二)
, 9 2 2

(
e x )

, 9 2 3
( e 劣 )

, 9 2‘

( c x )

1 1 2 5

5 7 6

1 4巧壁
一
%

又4 56 0

2 6 9 4 7 0 5 9

5 0 8 0 3 2 0

2 1 5 4 3 1 8 2 9 5

3 2 5 1 4 0 4 8 0
(2

.

32 a
)

乳
:
( /

1

) 一 1 +

静
;
一

);
戈‘ 2 2 5 5

5 6 4 劣
3 2 3 9 6 9

9 6 7 6 8

1.一00OUJlt性

一

2 56 1 0 8 6 5 7

2 8 9 0 1 3 7 6
( 2

.

3 2 b)



含成展开法求解圆薄板大挠度问题

3 8 5

2 8 8

1 0 0 1

4 8 0

6 1 5 5 4 1 1

1 6 9 3 4 4 0
20572一

、 : 3

(二
,

卜
1 +

扑
一

加
-

1 3 2 3 4 0 2 0 7

一 3 2 5 2 4 0 4 5 ‘ (2
.

3 2 e
)

。 : ‘

(二
:

)一 1 +

在义 1
一

8 5

1 0 8

3 4 2 3 5

1 0 3 6 8

现在我们有了S
。,

尚满足W
。(1 )二 0 ,

一

:戮篡器
一双
一 ‘2.3 2d)

研
。,

5
1 ,

研
, ,

5
2 ,

研
2

的三级外场解
.

除了满足 研云(o )
,

S 二(o )有限

和 2 5 石(1 ) + (1 一 , )S
。

(1 )二 0 ,

W
。

(0 ) = l
。

解中尚有待定常数 a l , a 。,

B气 R
,

R
2 .

所有这些常数都将与内层解在一起
,

通过满足一切尚待满足的边界条件来决

外B,定

三
、

圆薄板大挠度问题的内层解和合成展开解

在内层解中
,

我们采用内层坐标占

; 一
粤(1一 二) 或“一 ‘一“

其中

_
一

‘ , 1
U气‘飞

、

令OO
,
兰 〔令 U

设尸气 研
关 ,

S了可以用合成解展开为
‘的幂级数

.

设

尸廿 = a 。十 a 厂 + a Z‘“
+ ⋯

研
关 = W

。

(劣) + 〔W
,

(二) + 口。
(占) ]

、+ 〔W
:

(x ) + 日
、

(占)」
〔亿

+ 〔万
3

(二 )+ 口
2

(占)」
‘“

+ ⋯

d研
关

d 戈
== W 言(, )一口石仗) + [研 f(二 )一月f“ )〕

(

+ 【研二(劝 一口孟信)」
‘“

+ ⋯

S了= S
。

(x ) + [ 5 1 (戈) + a ,

(占)〕
〔

+ [ 5
2

(% ) + a :

(占)」
‘2

+ ⋯

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 a )

(3
.

3 b )

(3
.

3 e
)

(3
.

3 d )

其中不
。

(二 )
,

研
1

(二 )
,

W
Z

(二)
,

S
。

(
二)

,

5
1

(二)
,

S
:

(
、

)都是已知的外场解
.

日
、

(占)
,

a 、(占)都是待

定的内层解
.

研
。(x)

,

S * (劝应该满足外场解的所有方程 (2
.

5 )
,

(2
.

6)
,

(2
.

7 )等
.

.

把 (3
.

3 ) 代入 (2
.

2 a ,

b )
,

并用 (2
.

5 )
,

(2
.

6 )
,

(2
.

7 )消去一些项
,
得

3
, _ , 、 ‘ 。 。 , 、

.

。 , 、

。
, 、 。 , 尸

~
, , 。 、

~
, , ‘ 、

~
, , ‘ 、 ,

一丫(1 一 , 艺

){〔S
。

(二) + S
,

(二)
、

+ S
:

(、 )
、 “

+ ⋯〕[口石(占) + 口二(占)、 + 口 ; (占)
。“

+ ⋯〕}
4

、
一

”
‘ . 、 了 ’ 二 、 了 ’ 一 ‘ 、 一 产 ’

“ 一
“ 、 , 7 ‘

一
“ 、 ’ 7

+ 誉
一

(1 一 , “

)
〔

{[。
:

(省) + a Z

(宜)‘ + ⋯ 」[研‘(二 )+ 班 ; (二 )
。

+ 研 ; (二)
。“

+ ⋯ 〕}
4

、 -
一 产 、 ‘ 一 人 、 一 了 ’ 一 ‘ 、 , / ,

一粤(1 一 , 2

)
〔

{ [。
1

(占)+ a ,

(省)‘+ ⋯ z[。二(蜜) + 。 ; (占)
〔

+ 口 ; (占)
〔“

+ ⋯ 〕}
4

“ -
一 尹 、 ‘ 一 五 “ , 夕 ‘ 一 乙 、 , 尹 一 ’ “ ‘ “ “ u 、 , 2 ’ “ “ 几 、。 J 一 ’

~
名 、二 ,

1
,

。
, , ‘ 、

_

~
_ , 。 、

~
_ , 。 、 。

= 一丁仆药转 ) + 占才三L自)‘+ 占甘认互)‘
“

+ ⋯ 全
任
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+

:
‘

{毖脚。(
f)+

〔

毖
; 。 ; (

f)+
〔 2

莎
。 ; (: ) + ⋯

}

{分
+

分
〔+

,

二

}一 {莎纵卜
(

莎
/ z)+ 二

(3
.

4 a )

一
‘

[砰石(
二

) + 砰夏(二 )
。+ W ; (二)

‘“
+ ⋯〕[日石(言)+ 口 ; (占)

‘+ 口 ; (占)
、2

+ ⋯

+ 三
〔{口石(占)十口 ; (占)

。
十口 ; (占)

‘“
+ ⋯ }

2
== 。

‘
(3

.

4 b)

我们还可以把牙二(劝
,

S 、
(劝展开为

‘

的幂级数

1
伴 “气% ) 二 沙 “、1 一

‘白) = 伴 ‘以 ) 一 邵 么以 )白‘ + 百
W : (1 ):

2 ‘2

一; W : (1 )“
3 〔3

+
(3

.

sa
)

S 、(* )= S 。(i 一
、

占) = S k
丈i )一 S 孟(i )占

〔+ S 义
1 。 一 , 月 、 二 。 ,

.

、1 ) 白
一‘

一万
。孟以 ) 白

“‘一

+ (3
.

sb )

把 (3
.

sa
,

b) 代入 (3
.

4a
,

b)
,

按“的次序重新排列
,

得各级摄动方程
:

(l) 零级摄动方程
:

一

;
‘1

一)S
。

(1 )““(“,一 ;
“ :‘“)

a笠(占)= O

(3
.

6 a )

(3
.

6 b )

(2) 一级摄动方程
:

3
, _ , 、 ‘ 。 , _ 、

。
, , 。 、

_

。 。 , _ 、 。
, , _ 、 ‘

一 4 以一犷 )左。 o气1 ” 才1

转 ) + L。八 1 ) 一。 0

以 )‘+ a 1 L白) J一 伴 ‘以 ) a 八 白) 全

{
。 : (

f)+ ; 勘二。(‘)〕 (3
.

7 a )

d
Z 。 二 , 、 、 ,

.

1
。
门

, , 、 、 , , , , 二 , , _ 、

一
, , 、 、

J 、、‘)一 J占
“ L白a ‘、‘)」+

一

Z L占才 。气‘) J一 伴
。

以 )占甘。 气‘) “ U (3
.

7 b )

(3 ) 二级摄动方程

3
, 泊 , 、

f
, 。 , _ 、 。 , , ‘ 、 、

.

1 。 。 , j 、 、 , ,

门
, , 二 、

4 L 上一 ”一

) 飞L。 “Ll ) 一。 ‘L上)“+ 2 。 石LI )“
一

J占了o L“,

+ [ 5
1

(1 )一 S 石(1 )占〕口 ; (占)+ S
。

(i )日 ; (占)一 W 孟(i )厂
:

(占)

+ a l

(占)口I(咨) + a :

(占)口石(占)一 [研夏(l )一不名(l)占〕a
l

(占) }

一 l二 (g) 十{ 龚
2

〔、 ; (; )〕
(3

.

sa )

光
二 ,

(。)一 尤 [ ; 。
,

(; )卜、 : (1 )。 ; (: )一 [、 ; (1 )一、 : (1 ): ]。 ; (: )

d梦 一 2 、5 尹 d梦
L ”一 “、” , 」

+ 口石(占)日夏(雪) = 0

求解这些内层解的条件为

(l) 占。 co 的条件
.

设内层解在外场 内逐步衰减
.

于是有

口、(co )二 0 , a * (co )= 0

(3
.

sb )

(3
.

9 )



合成展开法求解圆薄板大挠度问题

(2 ) 在边界上
,

应满足有关挠度的条件和有关径向位移固定的条件

一 口石(o ) + 邵石(i )= 0 ,

研
l

(i ) + 身
。

(o )二 o , 二至(o )= o (3
.

1 0 a ,

b
, e )

一口夏(0 ) + 研夏(i )= o ,

研
:

(1 ) + 口
1

(o ) = 0 ,

2 5 至(z ) + (1一 v
)5

1

(1 )一 Za ; (0 ) + (1 一 v
)a ,

(0 ) =

一口夏(o )+ W 三(1 ) = 0 ,

研
3

(1 )+ 口
2

(0 ) = 0 ,

(3
.

1 1 a ,

b
, e

)
、」佘

nU

2 5 孟(1 ) + (i一 , )S
:

(1 )一 Z a 二(o ) + (1 一 : ,

)a Z

(o ) = o

现在让我们积分内层方程 (3
.

6a
,

b )
,

根据 (2
.

1 0 c )
,

有

} (3
.

1 2 a ,

b
, e )

s
。

(1 )一

;
。 。2

}
。) f (· ,

(3
.

1 3 )

引进

、
2

(。)一 3 (1

一)S
。

(1 )一 吴(1

一 )f (。 , g
一 “

(。) (3
.

1 4 )

(3
,

6 a) 可以写成

日石(占)一义
2

(
c
)口石(占)二 0 , a 梦(占) = 0

根据条件 (3
.

9 )
,

(3
.

z o a ,

b
, e

)
,

而且从 (2
.

1 0 )
,

(2
.

2 1 )有

(3
.

1 5 )

叭(‘’一R, 研“(‘,一 ;留 (3
.

1 6 )

(5
.

1 5 )的解为

口
。

(豹二
h(

e
)

几g (
e )

e 一 久考, a ,

(占)= 0 (3
.

1 7 )

而且从 (3
.

I Ob) 定出了R
.

R = 一
h(

c
)

几g (
e

)
(3

.

1 8 )

一级摄动方程 (3
.

7 )可以写为

日贯(占)一 几
“
口夏(占)= [N (

e
)右+ 几丁(c

)〕
e 一 久心

州“, 一

纂{加一 ;
。一

啊

(3
.

zg a
)

(3
.

1 9 b )

其中

N (
e
) = 黑 l言

(卜 一 ,‘
产

(
·

, 一又
2“2

(· ,〕 (3
.

2 0 a
)

h(e 、 (
_ . _ , _ 。 、 , 。 , , 、

a
, , 、 , , 、 ,

、
‘v1 气C )二一 。(

e

i飞一
z 人+ 3 、1 一”“

) L刀

川
C ) + 2 (1‘, “

) “、c ’J Z、C’」了 、3
·

z U 。’

有关边界条件为 (3
.

lla
,

b
, c

)
,

(3
.

9 )
.

根据前面结果
,

我们有

、.少弓lO白几O
了.、

,

、...下se、,

!W ‘(‘)一 Z B “。(“)“
1

(
“) + 。(1

全号
2

) 。
“

(“)“
2

(“)
,

研
2

(‘)一“
2

S ‘(‘)一
“B f; (

“
) + 2 (1

全t
Z

) 。(
“

洲
“
)

,
“

1

(, )一“f
l

(
·

)+ 2 (、全、
2

)。(
“

)f
Z

(
·

)

(3
.

19 a ,

b )的解可以写成
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a 。

(约“
h

Z

(c )

几
2 9 2

(
e
) {

e 一 ; ‘一 l e 一 : * 考

} (3
.

2 2 a )

。
l

(:卜{{{犷
, ;

艺
+ 、

仪
3

〔ZM (
·

)、+ 3、(·)〕“一 R
Z

}
一“‘

(3
.

2 2 b )

其中 (3
.

9 )
,

(3
.

l l b )都已满足
.

(3
.

i l a , e
)给出下列 B 和 a ;

的关系式

B {Ze
f夏(

c
) + (i一 ,

)f
l

(c )} +
a 1

1一 , 2

g (
·
)
{
·
, ; (

·) +

;
(卜

·
)f

Z

(。)
}

(3
.

2 3 a
)

,土,几
、

,
�、. .尹

CC
�

‘
了‘、、22呼

九g八OQ目

一一一

丑c 夕( 。) rZ人
,

(。) + f
,

(。 )人
2

(
。 ) ] + 石 , ,

“‘ :
.

: 、。g “

(
e ) [人

:

(
e
) + 人

2

(
c
) f

Z
( e ) 〕

乙 、1
一

夕 少

~ 凡R
Z
+

3 h(
e
)

4又g (
e
) ! ;

+ ·”(
·)‘

尹

(
·

,」 ( 3
.

2 3 b )

这两个方程共有三个待定常数B
, a l ,

凡
,

为了决定这三个常数
,

尚缺一个条件
,

我们将从
。

的定义的基础上来寻求这个条件
.

从 (2
.

1 )
,

( 3
.

3 )有

P = ‘一 3
( a

。
+ a l‘+ a Z ‘2

+ ⋯) ( 3
.

2 4 a
)

研
。=

‘ 一 ‘

[ 1 + 研
1

( o )
。+ 研

:

( o )
‘2 + W

3

( o )
。3 + ⋯〕 ( 5

.

2 4 b )

其中我们业已利用了 ( 2
.

8 ) 式
,

即研
。

( 0) = 1 ; W 二
为中心挠度

.

如果 从 (3
.

2 4a
,

b) 中 消去
。 ,

即得尸用班嗽级数表达的表达式
.

从 (3
.

2 4 b) 中解
〔 ,

用W
一

众的级数表示
,

即得
‘
= W

’

轰+ W
l

(0 )W
一

盖+ [研孟( 0 ) + 砰
2

( 0 )〕W
一

柔+ 〔W ; ( 0 ) + 2砰
1
(0 )研

:

( 0 )

+ 砰
3

(o ) ]W
一

盘+ O (研
一

柔) ( 3
.

2 5 )

把 (3
.

2 5) 代入 ( 3
.

2 4a)
,

展开为班叹的级数
,

即得

尸= W 孟{a 。 + 【a
l
一 3W

I

( 0) a 。」附味

+ 〔a
:
一 2研

,

(0 )a
l
+ 3 (W I ( o ) 一研

:
(0 ) ) a 。

]砰
‘

柔

+ [ a 3
一研

,

(O )a
Z
+ (牙受( 0 ) 一2牙

2

( 0 ) ) a l

一 (研灵( 0 ) 一 6研
1

( 0 )W
:

( 0 ) + 3W 。
( 0 ) )

a Z
]砰

“

柔}

+ O (附
‘

乏) ( 3
.

2 6 )

由于正的载荷和负的载荷产生的位移是反对称的
,

所以 (3
.

2 6) 式右侧的研呱级数项一

定是奇次项
,

其偶次项的系数一定恒等于零
.

于是
,

我们有下列 各级的补充条件
,

即

a i 一3才
i
(0 )a

。
= 0 (3

.

2 7 a
)

a 3一砰
1

( 0 ) a Z
+ [砰全( o ) 一 2牙

2

(o ) ] a
;

一 [砰星(o )一 6砰
1

( o )研
2
( o ) + 3砰

3

( o ) ]
a 。

= o ( 5
.

2 7 b )

根据 ( 2
.

1 0 d )
,

( 2
.

2 1 )
,

( 3
.

1 8 )

h(.抓c):c)a l + 6 (1一 ) 。。

轰
。
)

一

{
+ 琢溉万。

2

‘
·

, 。
2
(·, + ZB ·g (

·
,。

1

(
·
)卜

” ( 3
·

2 8 )

在利用 T ( 3
.

1 4 )
、

( 2
.

i lb) 以后
,

了儿一。广
"
�

g一

1
1 +

概男

上式简化为

+ B
·

se几
Zh (c ) g :

(
c
) + 4几

(
C
) _

c
) 一 ( 3

.

2 9 )
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这是 a l

和B 的一个补充关系式
.

于是
,

把 (3
.

23 a ,

b) 和 (3
.

29 ) 放在一 起
,

得求解 a l ,

B
,

凡

的三个联立方程组
,

其解为

[ Z c
f ; (

c
)+ (1一 , )f

l

(
c

)」+ 1 2
h

3

(e
)

9 2

(
c )

9 1

(
e ) (3

.

3 0 )

、

儿△
J任

一一一a

B 二 一 [
‘十 3

一

各留
3 h

2

(
c )

2几A g Z

(
e

)

4几h
Z

(e )

八g (e )(i 一 v Z

)

‘
, ; (

。) +

;
(1
一 ),

2

(
。)
〕 (3

.

3 1 )

加△
!

R
:
二一

、

漂
, l;

+ ·“(·)‘
/

(·)
」

+ a l e g Z

(c

2几(1 一 v Z

)
[ h。(e

)+ h
Z

(c )f
:

(c )」

B e g (c )

几
[ Zh

;

(e ) + f
,

(e )h
Z

(e )〕 (3
.

3 2 )

其中八为

一

!
1 + 3

穷〕
〔2 。, : (

。
) + (‘一 , f

!

(
·

, 〕

一 ,

竺之:
一 “(

·
)。(

·
)。

l

(
·
)[

·
, ; (·) +

; (卜
·
),

2

(
·
)」 (3

.

3 3 )

现在让我们研究下一 级近似的 内层解
.

(3
.

8a
,

b) 可以写成

口百(占)一几
2
口二(占)二 (Q

。
+ Q

i

占+ Q
Z

占
2 + Q

3

占
3

)e 一 “‘

一

;
(卜vz) ,

笔梁
)

一

〔9一
’几‘

一
“几‘

(3
.

3 4 )

a竺(占)二 (N
。
+ N

,

占+ N
Z

占
2

)e 一“‘+ (M
。
+ M

l

雪+ M
Z

占
2

)e 一 “久咨 (3
.

3 5 )

其中

Q
。

一凳
2

〔“M ‘
“

, + N (
·

, + “
‘
R

Z

〕+ 3“一
竺

,
元

2 9 3

(c
)

,

(
c )

+ 3 (卜一)
{技

:
5

1

(1 )〔2 ; M (
·
) + 3 N (

·
) + 4 ,

毛
R

Z

卜 5
2

(1 )

摄二}
一

} ‘3
·

3 6 ·)

。 1
。 _ *

。 , , , 、
.

、 , , 、

二
。 ,

n
,

Q l
= 4 元 L IU 人J牲 、c ) + Iv 、C ) 十 4 人

’

找 Z J

一 3 (1一 , 2

)丁S {气委) 〔2 ; 万(
。)+ 3、 (

。
) + 4 ;

‘
*

:

]

‘ 4 几 -

5
1

(1 )
4几

2

〔2 ;、(
。

) + !v (
·
)卜 s ; (1 )

;{乞}} (3
.

3 6 b )

八 1
。 _ 。 、 , , _ 、

材
2
= 一4 L乙几l以 、c )一 。上v 、c ) J

一 3 (卜一)
{
一

花景
’〔2 * M (

·
) + * (

·
)〕+ “

鑫
’N (。)+

;
S : (1 )

。 、

。
, , _ 、 、 二 , 、

1
Ll 一 v “

) 。 o 以 )丈V 气c )一 4

N 。= 一

黯
一牙 : (1 )

一

拱

几N (
c )

) 1

) 4几

} (3
·

3 6 。,

(3
.

3 6 d )

[ ZM (
c
)几+ 3 N (

c
) + 4几

4
R 2 〕

‘、.产、、少
C工C

了.、
‘

户.、,

九一r心

(3
.

3 7 a
)
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h (e ) 1
+ 伴 石又I ) 。(c

) 十 4 之
“ 仁艺了姓 LC ] 丸 + 了v 又c j」 (3

.

3 7 b )
、.了
、

,
子

从一

么 雪粼N( c)

M
。
一

么 ::{忿{
+ 4

孟
8

:{二}
〔2。(·)、+ 3、(。) + 4、

4
、

2

〕

(3
.

3 7 e )

(3
.

3 8 a )

M
,
二一

h
Z

(c ) i h(c )
2 9 2

(c ) 4汽
艺 g (e )

[ ZM (
c )久+ N (c )〕 (3

.

3 8 b )

从一 么 ;{:}lv( c)
(3

.

3 8 e
)

(3
.

3 4 )
,

(3
.

3 5 )的积分为

。
2

(“卜{
。

孟
2

Q
3

‘
4

+

[
。

:
:

Q
Z
+ 4

雯
3

0
3

〕
;

3
+

!
4

:
之 Q

l
+ 、

:
3

口
:
+

豁
Q

3

〕
;

2

+

[
2

受
Z

Q
。
+

一

、雯
3

Q
l
+ 、

互
‘

Q
Z
+

募
Q

3

〕
: + R

3

}一
‘

十

矗
(,
一

“

, h
3

(
c
)

元
5 9 吕

(c )
[ 3 6 e 一 “久考一 e 一 ““‘〕 (3

.

3 9 )

几‘“, 一

{怂粼(价十
一

华 )
; 十

(
一

啥 十 华
+

爆)}e 一

+

瞬 。(称
+

井)
; +

(斋
十

你
十

异)}e
一

啊
(3

.

4 0 )

其中R
3

为又一积分常数
.

这里一共有三个待定常数
,

即R
3

和5
2

(l) 中 (见Q0 ) 出现的B 补和 a : .

这里只有两个条件
,

即 (3
.

1 2 a , e )
.

在这两个条件中
,

珍 ; (1 )
,

S 二(i )
,

5
2

(1 )内也有
‘

待定常数B 关和 a : .

这两个方程

可以写为

a Z , a : + b
: I

B 关 + 几R
3
= F

,

(3
.

4 1 a
)

a Z : a : + b
: Z

B 关 = F
Z

(5
.

4 1 b)

其中

二
1
一

荞
+

找
。

Ql+
、

{
‘

Q
Z
+

券
Q

3
一

渭
(卜 一 ) *

笔:貂
)

Z C , 、 , , 、 _ n , 。

一
。 Z万 二: 、 g 气C )n Z。Lc ) 一 匕刀

一c “

夕
“

Lc )九
: 2气c )

0 、1
一

护 j

~ 5肠
: 色

1 ~
。 .

2

3
g

‘

气C )邝 2 3 LC )一
,

任

川梦
1一 , 2

9 5

(
c
)人

: ‘

(c
)

+ 3 (: 一 , 2

) 岌伙) 「
6 o

Z e。(
。

)j
Z :

(。) + 4: 。 、
一

夕{
‘

:

‘ 八 L l
一

尹

9 2

(e
)f

2 3

(
e

)

(1

穿
)

2 9 3

(·),
2 ;

(
·
) + 。(

一

1

兰
2

) 1
, , 、

〕

叭石) J 2 0 LC )」
(3

.

4 2 a
)
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尸
2

2 N
一

生十一
2 N I

几
“

+

罕
·
十

怜
+

一

摄卜
+

羚〕
一

奋卜
·

味豁
,

一 6 B
Zc夕2

(
e
)[ Zc

f盛
:

(
c

)+ (1 一 v
)f

2 2

(
c
) ]

一 4 B c a 1

1 一 , 2
9 3

(
e
)[ Ze

f二
3

(
c
) + (1一 v )f

2 3
(

c
)〕

(1

穿、。4

(·)〔2 ·, ;
。

(
·
) + (1
一),

: ‘(·)〕

一 3 (1

竺
, 2

)[ 2·, ;
。

(
·

)+ (卜
1,

) ,
2 。

(。)」

a 2 1一

淤
、
、
) 。’(

“
, “

2

(
。

, +

么
”(

·
),

2

(
。
)

(3
.

4 2 b )

(3
.

4 2 e
)

b
: 1

孟(卜一)、
笔

c
)

了 石V
~

J l 、‘少十“日气
‘ 厂‘i 、‘ 少

、‘少
(3

.

4 2 d )

a : 2
一 rZc

, ; (
c
) + (1 一 ,

)了
2

(
。
) ] 尸(噢

l
ee

F

b
2 2

= Zc
f笠(

c
) + (z 一 v )j

l

(
c

)

F
l

式中的O忿代表

(5
.

4 2 e
)

(3
.

4 2 f)

八‘ 八
_ , _ 。 、

h (e、 。 ,
_

、

叼‘= 叼。
+ “Ll一 , “

)一百丈
。

犷
“ 2
气1 )

2
, 。 , , , 、

_

, , , 、
_

。 ,

。
, _ , _

= 一 几
“ L凡J姓 Lc ) + Iv Lc ) + 几

’

式 Z J+ 3以 一犷 )
h

s

(
c
)

几
2 9 3

(c )

+ 3 (‘一
“

, 4

仪
3

5 1
(1 )〔2 几M (

。)+ 3 N (。)+ 4“
4
R

2

〕
(3

.

4 3 )

其中 Q 。,

N * ,

M
、见 (3

.

3 6 )
,

(3
.

3 7 )
,

(3
.

3 8 )
.

这里还缺少一个方程
.

这个短缺的方 程应该从
‘

的定义中寻找
. 。和研

。的关系式 (3
.

2 4 b )
,

由于牙
:

(0)
,

附
3
(0) 等还没有确定

,

所以也只能说

正确到 O (
‘
)

,

亦即是说
,

对于 (3
.

2 4 b) 而言
,

如果略去了
‘3
项

,

则还有研
2

(0) 未定
.

所 以
,

在O (
‘“

)的精确度上
,

还有一定随意性
.

为了选定这种关系
,

让我们
‘

设

附
2

(0 )= 0 (3
.

4 4 )

则W
。 , ‘的关系式 (3

.

2 4 b) 就可以写成

研一香
〔1 + 砰

、

(。)
‘〕+ O (

〔3
, (3

.

4 5 )

而 (3
.

25 ) 式可以写成

‘= W 采
’

+ 砰
1

(0 )研篇
’

+ W 圣(0 )研篇
’

+ O (研 ;
‘

)

最后 (3
.

2 6) 式即尸
,

W
。
关系式可 以写成

P = a o

w 孟+ [ a Z 一 2牙
:

(0 )a l
+ 3牙 {(0 )a 。〕班

。 + O (班 ;
又

)

根据 (2
.

31 ) 式
,

我们可以把 (3
.

4 4 ) 式写成
a 2 3 a 2

+ b
Z :

B 劳 = F
3

其中

(3
.

4 6 )

(3
.

4 7 )

(3
.

4 8 )
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“2 3 一欧击万。
’

(
“

, 9 2
(“ ,

b
: 3

= Zeg (
e
)g ,

(
e
)

F
3
一 R

:
一S B

’c ’。3
(
。
)。

2 2
(c )一SBc

“

i兰争
g ‘

(
c
)。

2 3

(
“
)

(3
.

4 9 a
)

(3
.

4 9 b )

(
浑葬, 『。

6

(·)。
2 4

(
·

卜取i竺云巧
。(

·
, 。

2。
(
·

,
(3

.

4 9 e )
3一4

一

(3
.

41 a ,

b )
,

(3
.

48 )式在一起组成求解B 气 吸
,

R
3

的三个线性方程组
,

其解为

1
,
。

,
”

。

a “= △
i 、厂 “0 2 3一厂 3 0 2 “) (3

.

5 0 a )

B 赞 = (F
3 a 2 2

一F
2 a 2 3

) (3
.

5 0 b )

;

久
1

一

〔一(F
Z
“

2 3
一 F

3
“

2 2

, 一“
2 1

(F
3

一
F

Z

一 , 〕 (3
.

5 0 e
)

1
�

AIFI、

R
3
=

其中

A l = a 2 2b 2。
一 a 2 3

b
2 :

(3
.

5 1 )

以上
,

我们求得了内层解中的口
。

(豹
,
口

1

(豹
,

口
2

(约
, 。 1

(豹
, a Z

(豹
, 。3

(豹
,

而且满足了全

部有关边界条件
,

求得了尸
,

W 。的刚度关系
.

P = a o

w 二+ [ a
Z
一 2 W

I

(0 ) + 3砰圣(o ) 〕牙
。 + O (W 蕊

’

) ( 3
.

5 2 )

其中 a 。, a i , a : ,

砰
,

(0 )分别见 (2
.

z o d )
,

( 3
.

3 0 )
,

( 3
.

so a
)

,

(2
.

2 1 )
.

这样
,

我们 满 意 地求

得了零级
、

一级
、

二级的合成解
.
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