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摘 要

本文研究两种不同材料
、

不同厚度
、

各带裂纹和椭圆孔的半无限平面加筋结构受均匀拉 伸 的

问题
.

采用复变函数
、

摄动法以幂级数形式给出裂纹尖端应力强度因子的计算公式
.

本 文 的实际

计算扩充了
“

应力强度因子手朋
”

中的结果
,

本文的特例
,

计算结果与 【1〕
、

〔3〕一致
.

一
、

引 言

在工程实际应用中
,

广泛地采用着加筋板结构
.

然而
,

在加工
、

装配与使用过程中
,

这

种结构内部难免会产生缺陷或裂纹
,

这种复杂裂纹的应力强度因子计算不能不引起人们的关

注
.

前些年
,

M
.

Is id a 〔‘’利 用 复势罗朗展开方法解决了两块半无限板
,

其中一板带裂纹
,

另一板不带任何缺陷的加筋结构的单向拉伸问题
。

考虑到实际应用中
,

两块板内均可能出现

缺陷或裂纹
,

我们研究两类板都带奇性的加筋结构问题
.

利用复势的积分表达式以及摄动方

法
,

最终以幂级数形式给出了应力强度因子的计算公式
,

并对一些常用的加筋结构
,

给出计

算图表
,

以供工程设计应用
.

二
、

基 本 公 式

一般平面弹性问题的应力
、

位移可用两个复势表示
.

中引进无量纲的复变量
: 与复势 甲(z)

,

沪(习
,

有
:
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二
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(
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,
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,
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v 为泊松比
.

设裂纹长为 21
,

记

几= 汽‘ “

一 d

由【2 〕
,
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一
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三
、

问 题 的 描 述

考虑两种不同类型的半无 限 板
,

区 别 为

l
,

亚
,

其厚度
,

杨氏模量
,

泊松比分别记为 _
人

,

E
, , ,

与h , ,
E , , , , .

板 I的裂纹长为 2 1
,

板 I 的椭圆孔长
、

短半轴 为 a ,

b
,

裂 纹 中心

与椭圆中心到筋条的距离均为 d
.
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,
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。 ,
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I
, 。
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,
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别为。
,

a,
.
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,
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I ,

如图 1 所示
.
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,
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边界条件为
:
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,
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板 I
,

I 可分别作为平面应力问题处理
,

设它们所对应的 复 势 分 别 为 中 (约
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抓z) 与
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指标为
“ 2

”

的复势为复势修正项
,

它的作用应使得总复势 甲(习
,

势(
之) 与 中(z ,

)
,
岁 (zl ) 满足

裂纹面与椭圆孔边缘的边界条件 以及在筋条处板的连续性条件
.

考虑到问题的对称性
,

它可

构造为如下的积分形式
:
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.

由于问题关于x 与x i
轴的对称性

,
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F
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万
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.

四
、
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,

在
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,
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由应力
、

位移的复势表达式(2
.
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.
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即 可计算板 1 的裂纹尖端的应力强度因子
.

为了方便
,

令
刀; +
冬
一
书 }

刀; + 6 ; = 刀 ;

(5
.

5 )

则 (4
.

8 )
、

K
。

+ M
。

= H
。

心 + 刃 = 厂 ;
,

粼 + 下; = 几
,

(5
.

2) 可简化为

万
。
二乙 (厂二刀

,
+ 刁二尸

,
+ 户;万

,
+ 万;户

, )

p 一0

它
。
二 乙 (

a ; D
,

+ b ; F , + 厅;万
, + 万;户

,
) (5

.

6 )
护一 o

厉
。

D
。

二 乙 (
c 二D

,
+ J公尸

,
+ 石不厅

, + J井户
,

)
乡一 0

一

;
p ““

·‘ 2
+

柔
“

一
p ; H

,

*
,
。

一 ;
Q : “

一 乙几
” + , + Z

Q二I了
,

户. 0

(5
.

7 )

万
。 1

,

刹
.

_

二
。

二
J 一

气厂 6十式 6
4

几
” + “

+ 乙只
, + , ‘ 2

(户二牙
, + 左;厉

,

)
护一 0



12 8 欧 阳 色 周 刁
、

康

户

一立
(。; + 夕“, “

一柔
“

一
(。;元

, + 夕,厉
,

,

}
选取 之为参数

,

对 (5
.

6 )
、

(5
.

7 )作摄动
,

设

(刀
2 , ,

F
Z , ,

力
: 。 ,

户
2 。

) = 乙 (D 互乳
“’,

F互盆
q 、,

万二蕊
q ’,

户查熟
q ’)几

Z q

q 一 ” + 1

(D
Z 。 + , ,

尸
: , + 1 ,

万
2 , 十 : ,

户
2 。 + ,

)二 乙 (刀舀轰认
,

尸乏轰甲
1

万盖聂即
1

户三玖、 (5
.

8 )
口一 ” + 3

IX )

(万
。 ,

牙
, ,

厉
。

) = 乙 (万护
q ’ ,

又护
q ’ ,

厉护
q ’

)几
Z q

q 一 1

可推得它们之间的递推关系为

、...............了

⋯
n

。 。 ‘ , 、

l
二 、 , ,

刀
2升

’ “ ‘

二 2 厂 石” F
(2 介 + 2 )
2 朴

万(2 . + 2 ) _2 移
—

(户舌
”

+ 灵盖
”

) 户扩
十 2 , = 一 冬(乙急

·

+ 夕舒)
4

, .月任

2 q

(Z q + 2 ) _ 乙 (厂
, 一 o

; D 若
2 9 + z ) + 刀二F 公

2 9 + 2 , + 户二万若
Z q 十 2 、

+ 方二户 (Z q + 2 )

户 )II

穴 (a ; D 若
2 “ + z ) + b二F 姿

2 “ + 2 ) + 左; 力若
z“ + z ’+ 万;户 (Z q + 2 )

乡 )
2q例乙(Z q + 2 、

_
几

2q乙;-0
厉矛

’“ 十 2 ’- (e二刀声
z q + 艺’+ d ; 尸聋

2“十 2 , + 汀;万,(
2“ + 2 ’+ J井户 (Z q + 2 )

户 ) (q ) 0 )

q 一 1

D 麦
2 ” + Z q + 2 ) _
几

一

q 一 1

乙 尸盯万
p . 0

升
q 一 2 , , ,

F 麦盖
. 十 Z q 十 2 , = 一 乙 Q盖彗打器

q 一 ” ,

夕一 0 (5
.

9 )

万(2 ” + Z q + 2 ) _
2 介

es
贡三长

“一 2 ’夕+ 灵孟华厉玉子
q 一 “, , )

户厂2 ” 斗
一

Z q + 2 )
2 介

(乙盖犷贡麦气
口一 2 ” + 夕盆势厉互圣

。一 2 , 、

) (q 》 1 )

月D
(2 ” + Z q + 2 )
2 日 + 1 梦封 H

(Z q 一 2 夕一 2 )

2 户 + 1 ,

(Z q 一 2 尹一 2 )
2 了尹 + 1

P = 0

q 一 2

F乏盖件左
““十 “, = 一乙

p . 0

口量梦扮

q 一 2

巩默
2“ + 2 , = 乙 (跳川 总出

“’一 2 , 十 魏川 厉魏份
, 一 , , )

尹一 0



关于带缺陷 和裂纹的半无限平面加筋结构的应力强度因子的计算

凡装左
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B 的应力强度因子
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这里N 随计算精度要求而定
。

六
、

典型加筋结构计算与分析

这里
,

我们选算几个实例
,

以说明方法的有效

性
,

这些算例的结果构成了对工程设计所用
“

应力

强度因子手册
”

的补充
.
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I
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( i ) 裂纹一裂纹板加筋结构 (图 3)

因裂纹是椭圆孔的特例
,

为此只要在前面的结
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,
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。
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,
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,

刀二诸系数之表达式计算
.

类似 (5
.

8 )对

( 6
.

2 )作摄动
,

相应的递推关系与 ( 5
.

的相仿
,

最后板 I 的裂纹尖端的应力强度因子由( 5
.

10 )
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表出
,

另外板 I的裂纹尖端的应力强度因子可从
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取
v = v, = 0

.

3 ,

对此种加筋板结构作了数

值计算
。

计算中利用 L ag ue
r r e 一G a us s

公 式 处

理心等的积分
。

计算误差来自于两方面
:

一是

数值积分计算
,

二是截断级数 N 的选取
.

数值

计算表明
,

尸
;
的几级数比几何级数收敛速度更

快
。

因此
,

适当地选取数值积分的节点数以及

N值
,

就能期望获得满意的计算精度
.

图4所示的曲线为刀~ 下= o , a = l情况
,

即

无筋条
、

等长裂纹
、

不同厚度板受单向拉伸的

问题
.

考虑到这里板 I
、

! 的互换性
,

亦即板

I 在C , D 点相应于
a 的 F 产

’值分别与在 A
,

B

点相应于 i/ a 的 F ; ”值相等
,

因此我们不再绘
1

,

l

制 F f”的曲线
,

它的值可以从 图 中 相 应的曲

线上找到
.

其次要说明的是
,

图中 F ;犷的曲线 1
.

。

(即图中的虚线 )
,

这里仅给出 了 O( a《 1 的

部分
,

当a > 1时
,

应力强度因子值随
a 增加

,

但增量相当小
,

而且基本上落在a == 0
.

1与a = 1

0 Q
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8

声= 夕
, 。 二 l

图 4

的虚线所 围的角形区域内
,

为了保持图象的清晰性
,

略去了这部分曲线
.

图 5所绘制的曲线为 a 二 1 , ? = 0
.

01
, a = l情况

,

即有筋条
、

等长裂纹
、

等厚度板受单向

拉伸的问题
.

注意其中刀= 0的曲线
,

此时筋条已丧失了抗拉能力
,

仅能承受弯曲 (由夕笋 o表

明)
.

然而由于 a 一 1 ,

即结构与载荷的布局关于筋条对称
,

筋条并不产生弯曲
,

因 此
,

在此

种情况下筋条对F 值没有贡献
.

数值计算结果也指出
,

图 5中刀= o (
a = 1

,

下= 0
.

01 ) 曲线与图4

中a 二 1 (刀= 夕= 0) 的曲线相同
.

这样
,

物理上所期望的结果得到了计算的证实
·

另 外
,

考虑

到结构关于筋条的对称 性
,

F 二专孟
) 二 F丢飞么

) ,

为此图中只画了F “ ’的曲线
.

本文对 刀= 下= 。, a 二 1
,

即无筋条
、

等厚度板
、

不等长裂纹问题也同样作了数值计算
,
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图 5

其结果与【3] 一致
,

在此不再重复
.

( 11) 裂纹一圆孔板加筋结构 (图 6)

考虑到板 I 在圆孔边缘应力自由的边界条件
,

由【1 」
,

把 ( 5
.

7 ) 之第 3
、

4式改为

”
。

一杏
(。之)

2
+ 2 (

·“)
2

“
。 ,

”
1
一 (。“)

4

厉
1

”一 (。一 1 ) (。“)
2 ·

(
一

;
“
· , 2

+ “一 )
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“
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+ “
·

)
一 (

。 + 3 , (
。“)

2 · ‘ 斗

厉一

( 6
.

5 )

这里 占。
, 。

为 K r o n e c k e r 记号
。

然后
,

利用 ( 5
.

5) 表达式与前类似地对 ( 5
.

6 )
、

( 5
.

的
; , 2 、

(6
.

5 )的关系式作摄动
,

最 后板

I 裂纹的K
,

值仍由( 5
.

1 0) 表示
.

取
v = v, 二 0

.

3 ,

采用 ( i) 中类似的数值计算方法处理了 以下三种特例
.

a) 刀~ , 二 0 , a = l
,

即无筋条
、

不 同厚度的情况
.

计算结果示如图 7
.

图中出现了十分

有趣的现象
:

当 a 相当大时
,

在几的某一范围内
,

出现了 F
l :

超过F , .

的情况
.

这是由于板 亚

具有很大的刚度
,

从而约束了月处的应力强度所致
.

造成F
, 。

低于F
; .

当 几越出该范围后
,

由于板 I 的刚度削弱
,

导致F
l

超出了尸
: 。 .

还有一点
,

就是对于充分大的 a ,

随几增大F
, ,

出

现先减少后增加的现象
.

这是因为几开始增加时
,

意味着裂纹尖端A 向 刚 度大的板 I 逼近
,

从而降低了尸
1 :

值
.

但当几充分大时
,

由圆孔的同时增大
,

削弱了板 I 的刚度
,

这样
, F I J

值

又迅速增加起来
.

当 a愈大
,

以上现象愈明显
.

b) a = 1 , 夕= 0
.

01
, 。= l

,

即带筋条且等厚度板情况
,

结果见图 8
.

曲线的分布形状与

图 5相同
.

从 图可知
,

对同一几值
,

当筋条与板的拉伸刚度之比 刀增加时
, F 值下降了

,

当 刀

值相当大时
,

F 下降十分缓慢
.

根据本文对其它不 同丫值所作的数值计算表明
,

弯曲刚 度 之

比? 增大
, F 值下降并不显著

。

也就是说
,

此种结构中影响应力强度因子的主要因素为 刀
.

因

此
,

在实际结构设计中
,

为了防止裂纹的失稳扩展
,

增大月值是有效的措施
.

c
) a = 1

,

月= ? = 0 ,

即无筋条
、

等厚度
、

孔径 与裂纹长不等的情况
.

其 数 值 结 果 与
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0

a = I0.4a=图

〔1〕一致
,

图表从略
.

应该指出
,

本文所讨论
、

分析的有关裂纹一椭圆孔的加劲板问题还包含如下一些简单
、

特殊的结构
:

例如
,

一条裂纹的加劲板问题
,

即板 工有一条裂纹
,

板 I 不带奇性的加劲板
,

此情况对

应于文中小
l

(z
,

)二岁
,
(z

,

)二 0或万
,

= 户
。

= 0
.

又如
,

带一条裂纹的半无限板问题 (边缘 上 包

括 自由
、

固支及筋条加劲等情况 )
〔‘〕,

相应于本文中巾(2 1

)= 岁(
z ; )= o

。

最后
,

可利用实际计算结果对精度估计作一些讨论
.

由理论推导知
,

裂纹尖端的应力强

度因子为

Z N + 1

K l ,

= a 材了
一

F1
」 ,

Fl
,

= 1十 乙 C q久“

q 一 1

(6
.

6 )

实际计算表明
,

级数 (6
.

6) 中C 。的绝对值是快速下降的
,

(6
.

6 )中级数以较几何级数更快的速

度收敛
。

在适当地选取数值积分的节点数
,

以保证积分精度的前提下
,

级数 (6
.

6 ) 的计算误

差小于C
Z

N+ 林
么

N+
“

/ (1 一护)
.

即使几= 0
.

9 ,

它仍具有很高的精度
.

对(i )
、

(ii ) 的 一些实例
,

本文数值计算中均采用N = 20
.

在图4对应的实例 中
,

当取 几= 0
.

9 时
,

误差小于 0
.

19 肠
,

而

且当a 增大
,

其误差越来越小
,

最小达 0
.

13 肠
。

图5所对应的实例
,

取几= 0
.

9 时
,

其误差小于

0
.

15 肠, 图 7的误差小于 0
.

13 帕 ; 图8为0
.

16 肠
。

然而
,

当 几》0
.

95 时
,

其精度下降了
,

可是

这样的结构在实际工程中是罕见的
.

从 (5
.

1 0) 还可知
,

F , 的计算精度与F
l 、

完全相同
.

本文是在中国科学院科学基金委员会的资助下完成的
.
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