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摘 要

本文提出计算二维非定常位势流动的有限差分法
,

流动是因自由表面任意瞬间扰动所产 生 的
.

自由表面上同时满足动力和运动的非线性条件
.

本方法的基本特征是利用坐标变 换 将 时 间 相关的

物理计算域变换为固定域 ; 建立迭代格式解Poi sso n 方程以求速度势 ; 通过快速富氏变换化为 三对

角型代数方程组计算未知量
,

因而大量节省计算机时
.

为解非定常自由表面波浪问题 提 供 了一 个

有效的方法
.

引用了两个例题验证方法的可行性
.

一
、

月lJ 吕

自由表面波浪问题的特征是自由表面随时间而变动
,

事先是未知的
.

且在它上面 应 满足

的边界条件还是高度非线性的
.

这些因素形成了解非定常非线性 自由表面波动问题 的 主要困

难
。

已经出现的一些解自由表面波动问题的数值方法中
,

各有其特点
。

然而也存在 着 执行中

的问题
。

一个普遍的方法是标志格子法
仁‘一‘’,

或者是它的改变格式
‘“”“’.

它把 N a vi e r一
St

o ke s 方程

或E u le r方程以差分法近似求解
,

而用 L ag
r a
ng

e 坐标追踪自由表面的位置
.

但它的效率和应

用于复杂边界还是存在问题的
。

有限元法已经成功地被应用于 自由表面波浪问题
〔7 ~ ‘“’.

但是关于 解的精度与收敛性
,

特

别是对非线性问题
,

无穷远处的辐射条件等还没解决好
.

此外
,

在每一时间 步 长
,

靠近自由

表面的局部区域
,

单元需重新划分
,

在执行中是费事的
,

因而限制了方法的效率
.

H au
s slin g和 V a n E sel ti n et

‘”一“ ’利用有限差分法解一由于自由表面上的运动压力扰动而

弓I起的二维位势流动问题
.

他们引用了坐标变换
,

将物理平面映射成固定边界平面
。

变换后的

方程组是利用G a
us 卜Se 记 al 逐次超松驰法求解的

。

由于变换后的方程包含许多项
,

远 不 如原

方程式的简练
,

所以这种计算方法仍然很费时 间
。

本文的 目的是为计算非定常非线性自由表面波动问题提出一个有效的数值方法
·

基于一个坐标变换关系式
,

在映射平面上得到封闭的固定边界
.

运用一种迭代 格 式
,

速

度势可由解Poi s s

on 方程计算出来
.

只需若干步即可使近似解收敛于一给定 的 精度
.

而用差分

离散的Poi s s o n方程经过快速富氏变换 (FFT )可以转化成一个三对角代数方程组
,

直 接 利用

钱伟长推荐
.
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T ho m as 解法计算未知量
.

这样可以大量节省计算机时
.

我们利用本文的方法计算了两个例题
,

各题的初始扰动不一样
。

计算结果表明方法用于解非线性自由表而波 (不出现破碎 情 况 ) 问

题是有效的
.

二
、

方 程 式

考虑由于自由表面上的压力拢动引起的非定常势流运动
.

流体是无粘性且不可压缩的
。

原

来静止的流体
,

突然受到瞬时的扰动
,

必然是无旋的流动
.

流场内质 点 运 动 的 速 度势满足

L aP la c e方程
,

于固壁面处满足 N e u m a n n
边界条件

.

在未知的自由表面上 同 时 满 足运动和动

力边界条件
.

自由表面的波动位置 以坐标
二的

.

单值函数表示
,

即, 二刀(
二 ,

f)
.

不考虑波浪的破碎

极限情况
.

考虑于二二 士1/ 2 处有固壁限制的二维容器
,
以 自由表面未被扰动位置上中点为原点建立

笛卡尔直角坐标 系
,

其。轴的负方向指向容器的底边
.

流场变量为势函数功
,

速度向量夕(
“ , 。

)

和压力P
。

取 U
,

L
,

P
。

分别为特征速度
、

特征长度和特征压力
,

控制方程及边界条件以无量

纲形式表示
。

V 场= 0 在口域 内成立 (2
.

la)

自由表面上的运动和动力学条件为

功
。

一 弄(功: + 功;
‘

刀 当夕= 刀

刀:
= 九一功

二
·

刀二 当y = 刀

固壁面上边界条件为

诱
。
= 0 当二 = 士1/ 2

底边上的边界条件为

功
,

= 0 当夕= 一 d

初始条件

功= 0 , 刀= 万(二
,

0 ) 当 t= 0 ,

在口内

式中变量下标表示该变量的偏导数
,

d 是平衡时的水深
,
口 表示流场内域

,

扰动而形成的初始自由表面
.

式中包括两个参数
,

它们分别为

F
,

= U /斌公乙
, a = P0 / p gL

这里 g 是重力加速度
, p 表示流体介质的密度

.

由(2
.

1)式一旦求出位势函数必(二
,

g
,

t)
,

流场压力可按下式计算

(2
.

z b )

(2
.

l e
)

(2
.

ld )

(2
.

l e )

(2
.

If)

厅(二
,

0 )系因

条
, = 一必

:
一教粼 + 召 )一 斋

一

。 在。内
1

’

r 乙 上
’ r

(2
.

2 )

三
、

求 解 的 方 法

上述的L a pla c e方程的初 /边值问题采用有限差分法流场内的变量以及它们随时间的变化

值
.

具体的求解全过程可分为五个步骤
:

即时间相关的物理平面变换成与时间无关的固定计

算域 ; 构造迭代格式解Poi s so n
方程求势函数 , 有限差分法离散 , 运用快速F。二 ie r

变换化方
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程为三对角型代数方程组求解 ; 计算下一时间步的自由表而位置以及其
_

L的速度势
.

回 到第

一个步骤如此循环求解至所要求的时间步为止
.

兹详述各步骤如下
:

场域变换

速度势函数必(二
,

夕
,

t) 满足的偏微分方程 (2
.

la) 定义于随时间变动的场域
.

为避 免 其离散

格式求解时网格的随时间而变动
,

引用如下坐标变换
t ‘今’

x 二 x
,

右二
g + d

刀+ d
(3

.

1 )

原来以自由表面为部分边界的流场 (图 1) 转换成与时间无关的固定边界包围的计算域 (图

2 )
。

在计算域 (,
,

约内
,

L a pla c e
方程及边界条件转换成如以下形式

夕‘城x , ‘)

, . ‘ , , , 2 _ : 、 l , , _
.

了、 : , ;
了 2心

_ _

、
J , ‘_

.

J\
甲二劣

甲 以 一 5 叮
二
] W 考寸/ 、11 十 “ 少 个 9 1 二不 万 一 TI 才二 矛尹考/ \TI 十 “ )

、 了I
‘

1~ “ I

ZaZbZcZdZe(3(3招(3招一 2舀刀
二

功时 / (刀十 d )= 0

人一九
一

念
一

)
2
一

枷
‘(n+

“,
“
一

n/F
‘ 当‘-

刀‘== 人/ (刀+ d) 一刀
二

(功
二
一功;

-

人 == 细砂打(刀+ d) 当二 =

功。= O 当舀= O

占刀
,

粉+ d
当 占

迭代过程

转换后的方程式及边界条件较之原来对应的形式复杂多了
。

如用 差分 法 求 解
,

方程式

(3
.

2a )是一个联系三行三列的九点式
.

若采用一般 G au
s s
消去法求解

,

对一个长周期的流动

过程
,

必将很不经济
.

有鉴于此
,

建立一个求解的迭代格式
.

将方程式(3
.

2a )简写成下列形式

L价二 0 (3
.

3 )

此处L表示一个算子
,

它对函数的全部作用即(3
.

2a )左端所有各项的运算
.
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于(3
.

3) 式两端相加同一项V Z
功以后

,

形成

V Z
功二 (V

, 一 L )功 (3
.

4 )

(3
.

4) 式与 (3
.

3) 式是等价的
。

(3
.

4 )式若按迭代方式求解
,

如

V
Z

功
‘几+ ‘, = (V

Z
一L )必“

,
(3

.

5 )

式中上标括号内的k代表迭代的次数
.

这时(3
.

5 ) 式右端项是上一次迭代计算出的已知值
,

则

(5
.

5 )式就是一个P o is s o n 方程
.

对一个适定的Poi s so n 方程边值问题
,

其迭代解将于某一有限数K 收敛
,

即

V
“

功
‘K + ‘’= V

Z

功
‘K ,

因此
,

可以期望 (3
.

5) 式的最后迭代解收敛于原问题(3
.

3 )式的准确解
。

有限差分计算式

固定的计算域 (二
,

豹分成有限个矩形子域沿x 和占轴向分别以等间距 八二 和△占划分为 M + 1

和N 十 1个格子节点
.

利用中心差分
,

方程式 (3
.

5 )可以写成下列五点标准式

必(‘一 1
,

j) + 功(f+ z
,

j) + a Z

功(i
,

j一 z )+ a Z

功(i
,

j+ 1 )

一 2(i + a 忍)诱(‘
,

j)二 (八
二
)

Z
R (‘

,

j) i = o
,

M
; j = o

,

N (5
.

6 )

式中a = △二/△睿
,
R (‘

,

]’) 表示 (3
.

5 )式的右端值
。

富里哀变换

边界条件(3
.

2 d) 是N eu m an
n
型

,

其中心差分的离散形式可写成

功(z
,

j)一功(一 1
,

j)二 ZA 二
·

几 (j)

功(M + 1
,

j)一功(M 一 i
,

j)二ZA x
·

D : (j) I j= 0
,

N (3
,

7 )

式中D :
(了)和D :

(]’) 分别代表函数功在
x 的左和右端给定的导数值

.

当 i二 o和 ￡= M
,

方程式 (3
.

6 )并进该点的边界条件
,

并且重新组合右端项如下

任){二
‘
{万(全厂’{鲤; :’大

2

竺几望
. 、

不
刀 L工Vj

,

] ) = 气丛义)
一

式 L义Vj
,
1 ) 一 Z 凸 X

.

刀从 ] )
夕 (3

.

8 )

这样
,

在、轴向边界条件可考虑成齐次N e u m an
n型

,

即

功
二
= 0 当二 = o

,

相应地
,

F o
ur ie r

变换可采用余弦型式如下

分解

u
:

(, 卜益惑
刀(‘

,

M ,U (‘
,

‘)
c o s

(器
‘

)
“、

:
、M

(3
.

9 )

组合

S尸汀
11
.

‘U “
,

‘, 一买
E ‘一M ,U

·

“ ,
。。 9

( 0 ( f( M (3
.

1 0)

式中U 是函数必或修正右端项刀的代替符号
.

函数E (i
,

]’) 定义如下
:

“ (‘
,

, , 一

砚
‘2 当‘二 O或i二j

其它情况

当在方程式(3
.

6) 中的函数功和右端项B 以(3
,

1 0) 式的U 替换之后
,
二维差分五点式将转

化成沿二轴的三点格式如下
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a Z

,
·

(, 一 1 ) + 2

1一
s

(
一

笼)
一 (1 +

a “

)1功
·

(, )+ a Z

‘
·

(‘一 1 , 一B
·

(‘, 1《
s
《M一 1

(3
.

1 1 )
式中 (以及 (3

.

9 )
、

(3
.

10 )式中)变量的下标
s
表示该变量的序号

,

对应给定的序号
s ,

即有一个相对应的三点格式 (3
.

1 1 )
.

垂直方 向的边界条件为

人= O
,

当占= 伪 功= g (二)
,

当雪=

其对应的差分格式为

[功(i
,

1 )一功(i
,

一 1 )] / ZA占= 0 当 j= 0 丫

功(f
,

N )= g (萦) 当j= N )

同样以 (3
.

1 0) 式的U 替换 (3
.

1 3 )式的函数诱及抓 O值得到

功
a

(i)一诱
a

(一 i )= o 当 j= o 丫

功
a

(N ) = 9 . -

对给定的B (公
,

]’) 和试 i)
,

按(3
.

的式分解变换可得

并不表示偏导数
.

(3
.

1 2 )

0( f《M (3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

B
·

(, ) 一洛惑
E (‘

,

M )B (*
,

, )一(节 ) 0( s
《M

,

0《 j《N (3
.

1 5 )

。
一洛

一

乓
E (‘

,

M )。(‘)一(箫) 0(
s
《M (3

.

1 6 )

至此
,

对应每一个
s ,

满足边界条件 (3
.

1 4 )利用T ho m a s
算法求解三对角方 程 组(3

.

1 1 )
.

当全部的功
。

(,’) 计算出来之后
,

进行(3
.

1 0) 式的组合变换
,

即得到在计算域 (二
,

豹内的势函数

功(i
一

卖
E (一M ),

·

(, )
。。S

(令) 0《 i《M
,

0《 j《N 一 1 (3
.

1 7 )

当某一时刻的流场速度势计算出来以后
,

自由边界位置以及其上的速度势可采用修正的

欧拉法计算下一时间步的新值

功
” 十 ‘

(宫
,

刀)二功
,

(‘
,

刀) + △矛[ F
’ + ‘

(‘) + F
’

(i)」/ 2

刀” 韦 ’

(i) = 刀
”

(玄) + △t[G
“

(‘) + G
” 子 ‘

(i)〕/ 2

(3
.

1 8 )

(3
.

1 9 )

式 中上标
。
表示时间步

,

A t为时间增量
,

F (i) 和‘(j’) 分别为 (3
.

2b) 式和 (3
.

2 c
)式的右端项的

中差近似值
。

隐式格式 (3
.

1 8 )
、

(3
.

19 )与前述速度势功的计算方法一并迭代求解
,

得到新的刀以及在 刀

上的功值
.

重新开始下一时间步 (n + 1 )八t的边值问题计算
,

直到所要求的某一时间步为止
.

计算全过程用到的 (3
.

的及(3
.

1 0) 式的变换
,

均以快速富氏变换(F FT )方法执行
.

在多数

情况下FFT 算法是按下列复数形式表述和编制程序的

X (j)== 乙 刃(
。
)砰毖

, j“ o
,

1
,

⋯
,

N 一 1 (3
.

2 0)

式中研
二 = ex p (2滋 / N )是一的第N 主复根

,

l’= 澎 一 1
.

这被称为离散富氏逆 变 换(ID FT )
.

而

以用X (l’) 表示的月(n) 算式

1
月气n )二 不矛

盆y

对 一 1

兄 X (j) 牙男
”了

J一 0

(3
.

2 1 )
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定义为离散富氏变换(D FT )
.

基本的富氏变换是对称的且可以用有效的子程序执行其运算
.

在木文的问题中处理实数
,

对应于x 轴向的N c u m an
n型边界条件

,

用余弦变换是适合的
.

考虑到上述两 方 面
,

本 课题编

制专门子程序完成数据处理
,

用复数形式的快速富氏变换进行上述余弦变换
.

子程序不限制

输入数据点数为2 ”(P为任意整数 )
,

它适应于输入数据点数N 为任意正整数的情况
.

四
、

数 值 计 算 结 果

本方法的程序曾在C Y B E R 1 70 一7 20 计算机上进行过两例计算
.

第一个问题为一个初始千扰形成的自由表面波形

刀。= 0
.

Ze o s
(二% ) 0(

x ( 1

由自由表面的平衡位置至底部的深度为d = 1
.

7
.

其它参数选择如下
Fro u d e

数尸
,

= 斌玄/ 2
, a = 0

.

1
,

时间步长 At = 。
.

02
.

计算区域划分成 18 x ls 个矩形格子
,

每一个格子具有4个角点
.

计算以全域中功
。
二 1

.

00 的均布势为起始状态开始
。

给定价与刀前后两步相对误差

E 访二 1
.

o x 10
一 6 ,

则计算结果大致于5次迭代内即可收敛
.

第二个问题考虑的对象与第一例相同
。

在开始时水面处于静止状态
,

自由表面的初始值为

刀。(x ) = 0 0《二《 l

由一初始突加千扰如 必
。

(i
,

N )二诱
。

(i一 1
,

N )一 o
.

o 4 2 s in (二x )

作用于自由表面
,

计算因此扰动而形成的流动
。

计算网格以及其它有关的参数选取第一例的对应量
.

在相同的精度下
,

计算解 约在十次

迭代以内收敛
。

以上二个问题的计算各都运行到第82 时间步
.

各例中自由表面随时间的演变 分 别表示于

图3和图4中
。

运算表明当网格间距愈小
,

则计算解的收敛速度愈快
.

而网格间距的选取 不得超过波长

的一定百分比值
。

就计算效率而论
,

如果方程式(3
.

2 a) 利用普通的 G a
us

s
消去法求解

,

它需要大 约M
3

/ 3

+ O (M
“

) 次的乘法和除法运算
。

此处M为计算域 内节点总数
.

在本文的方法中
,

执行方程

(3
.

20 )和 (3
.

2 1) 的运算占主要工作量
,

用F FT方法运算
,

只需N lo g N 次的乘和除法运算
.

而

且此处的N 仅是沿二 轴向的分离节点数
。

此外
,

利用三对角特征的 T h o m as 计算法
,

只需要

SM 一 4次的乘除运算
.

在方程式 (3
.

5) 中每一时间步所经历的迭代次数与解的精度相关
,

然而

少数几次迭代即可收敛
.

综合以上分析
,

可以看到本文提出的方法用来求解能大量节省运算 次数
.

显然
,

这一方

法对非定常非线性表面波动问题是一个有效的差分解法
.

五
、

结 束 语

本文为预报由于初始千扰引起的自由表面波浪运动提出了一个稳定的 方法
.

对自由表面

的边界条件技照完全非线性形式处理
。
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利用坐标变换
,

流场映射到 与时间无关的计算域 内
.

利用本文提出的迭 代 格式
,

问题化

为在计算域 内求解Poi s s
on 方程的初值边值问题

.

偏微分方程中的空间导数租时间导数皆采用

有限差分法离散
,

差分方程式经过 FFT 变换后转化成三对角方程组求解
.

迭代收敛速度快
,

可

以大量节省计算机时
.

它的适用性已通过二维非线性自由表面波动问题计算 的数值结果 得到

验证
。

本方法推广到三维自由表面波浪问题是直接易行的
。

针对更复杂的实际问题
,

诸如在自由表面下有潜浮物体存在的波浪问题等
,

将这一技术

推广有待进行
,

但可预期能获得成功
.
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