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摘 要

本文利用拉氏乘子法把薄板弯曲问题的最小位能原理和最小余能原理的变分约束 条 件解除
.

从而导出了常见的广义变分原理
.

为了降低泛函中变量导数的阶次
.

我们用对合变换引进 新 的正

则变量
.

于是
,

我们可以进一步利用拉氏乘子法
,

把这些对合变换当作变分约束而予以消除
,

从而

导出了各种多变量的薄板弯曲广义变分原理
.

事实证明
,

使用上述拉氏乘子法
,

并不能 消除一切

变分约束 ; 为此
,

我们进一步引用高阶拉氏乘子法消除这些剩下来的约束条件
,

从而导得 了 薄板

弯曲问题的更一般的广义变分原理
.

引 论

利用拉氏乘子法把薄板弯 曲问题的最小位能原理和最小余能原理的变分约束条件解除
,

从而导出了常见的广义变分原理
,

这是众所周知的
.

但是这样求得的泛函中
,

变量的导数阶

次高达二次
,

对于有限元法计算中选用协调元素时情况较为复杂
,

计算十分不便
.

为此
,

我

们可以使用对合变换引进新的正则变量来降低泛函中变量导数的阶次
,

从而简化有限元法计

算
.

这相当于引进 了新的变分约束条件
,

为了解除这些新增的约束条件
,

我们可 以进一步使

用拉氏乘子法
,

把这些对合变换吸收入泛函中去
,

建立了新的变量更多的泛函
。

我们必须指出
,

用拉氏乘子法把变分问题通过对合变换引进新变量而写成正规形式的方

法
,

长久以来
,

业已引起很多学 者 的 注 意
,

例 如
:

E
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F r ied r ieh(1 9 2 9 )
〔“’以及 R

.

C o u r a n t(1 9 3 7 )
〔‘’等对此都有陈述讨论

.

如果用这种方法处理薄

板弯曲的变分问题
,

在实质上能更清楚地揭露薄板弯曲问题的多变量变分原理 的意义
.

凡胡

海昌(1 9 8 1 )
〔“’
所叙述的薄板多变量变分问题

,

都可以用拉氏乘子法通过对合变换引进新变量

而导出其有关泛函
.

但是
,

通过拉氏乘子法建立多变量变分泛函和胡海昌直接写出泛 函再从

变分确定其自然条件的过程
,

是有根本差别的
.

前者可以明确多变量变分所受 的必要和充分

的变分约束条件
,

后者并不清楚所建立的泛函究竟受什么变分约束条件
.

因此
,

用拉氏乘子

法建立多变量变分原理的泛函
,

对于薄板弯曲问题而言
,

还是很重要的
.

本文证明
,

使用上述拉氏乘子法
,

并不能解除一切变分约束 , 为此
,

我们进一步引用钱

伟长(1 9 8 3 )
〔。’
所阐明的高阶拉氏乘子法解除这些剩下来的变分约束条件

,

从而导出了前所未
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见的薄板弯曲问题的更一般的广义变分原理
.

二
、

对合变换和正则形式

现在让我们用下列简例
,

说明对合变换 (I
n v o lu to r y T r a n sfo r m a tio n

) 和用拉氏乘子法

解除对合变换的约束的方法
.
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,

本题的广义变分原理 的泛函为
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这是 J (u) 的广义变分原理的泛函
,

它 已没有其它的变分约束条 件
,

H (
。 ,

P, 的是用对合变

换引进的新的正规变量 P
, q 表示的

.

(2
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3 )是本题的对合变换
.

三
、

薄板弯曲问题的单变量 (w )的最小位能原理

和有关的广义变分原理
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,
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四
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) (各向同性 ) (4
.

sa
)了

i!

!
l

切
, ‘2

~ 一D (i 一
,
)

Zvl ‘,

切
, 。 , == 一 d

a , y o
M

, 。

(包括各向异性 ) (4
.

s b )

板的弯曲余能密度为

B (M ) =
1

Z D (i 一
v Z

)
{M

l ,
+ M

: :
)

2
+ 2 (z + v )(M于

:
一M

l ,

M
: :

) }

B (M )一

; M
·

, d
·

, 护。M
, d

(包括各向导 性 )

薄板弯曲问题的单变量(M )最小余能原理的泛函为

(各向同性)

(4
.

6 a
)

(4
.

6 b )

“
·

(M )一

{{
B (M )d“ 一

丁
, H

·

(M )d
· +

{
,

, ·

r w 且 r w .

k
、

M
, 。

d s + 乙 而 ; ,
△* :

M
, ,

碗一 1

(4
.

7 )

单变量 (M )最小余能原理为

在满足平衡方程 ( 4
.

1 )
,

边界力已给的边界条件 (4
.

3 a ,

b )和角点条件 (4
.

4b) 的一切M
。

,



对合变换和薄板弯曲问题的多变量变分原理

中
,

草傅万
。
(M )为最,J) 的M

a
,

,

必为薄板弯曲问题的解
,

亦即变分驻值条件给出欧拉方程

(4
.

1) 式
,

和 自然边界条件 (4
.

2a
,

b )
,

(4
.

4a )
.

我们将略去其证明
.

现在让我们从最小余能原理中解除 (4
.

1 )
,

(4
.

3 a ,

b) 和 (4
.

4 b) 的约束
,

建立以M峭
,

田为

双变量的广义变分原理
.

设 几
, 拜 , 刀

,

占k
:

为待定的拉氏乘子
,

设广义变分 原 理 的新泛 函可

以写成

刀含(M
,

叨)= 17 。
(M ) +

r r
一

少
。 _

JJ之(M
O ,

, 。
, + f)d。一艺 占“

1

〔△ k ,

(M二 ) + 尸* ,

〕

犷 k l二1

+

J
; (“一“ )d

· +

(4
.

8 )
r 口*

现在让我们先求余能积分的变分

I
。〔H

·

‘“ , 一“ , d ·

刃 。里

‘

水
M一‘
一 M一‘“ 一

仃
“
。 , , ‘

M 一‘M 一““

一

仃
‘“一“一 + 二

, 。
, ,“M一““ 一

仃
叨

, 。
, “M

。 , ““
(4

.

9 )

但是
,

用部分积分和格林定理
,

我们有

一

U
叨

,

一‘M一““一U
“叨

,
, “M

。
, ,

,

一
‘M一 ,““

一

仃
?

, ·

“M
·

,
,

, d“ 一

扣
, ·

“M
·

, ·, d ·

口 r

(4
.

1 0 )

由于有

其中
。。 ,

以写成

叨
, a

= 叨
, , ”。 + 川

, . 5 。 (4
.

1 1 )
s 。

为边界线上的单位外法线矢量和单位切线矢 量
.

在 采 用 (4
.

1 1) 以后
,

(4
.

1 0) 可

一

伽
, ·

, “M
·

, d幻 一

伽
, ·

“M
·

,
,

, d。 -
(。

, ”
6M

。
, 。

a 。, + 切
, ,
乙M

a
, 。

。s , )d
s

(4
.

1 2 )

根据定义
,

M
a

, 称
a

仰二M
o . ,

M
。 , ”。: , = M

二 ,

而且

Jl
二

, ·

“M
·

,
,

, d“

一IJ
, ‘M

。
,

, · , d“+

丁
。‘M

·
,

,
, ”

·

d ·

(4
.

1 3 (

(4
.

1 4 )

一

妙从
·

“ 一

!
tD
‘”

, ·
“
一军

’
泌泌 ,’

(4
.

1 5 )

根据 (4
.

2 3 )
,

(4
.

1 4 )
,

(4
.

1 5 )
,

我们可以把 (4
.

1 2 )写成

一

仃
。

, ·

声M
。

祠“一价‘
·

,
,

。‘一

扣
, ·

‘
·

油
O 口 矛

+

J
。(“M

· ,
,

, 。· + ‘M二
, ,

)“一 ￡ 。。。△。。
, ,

r ‘ (4
.

1 6 )

于是
,

从(4
.

7 )式
,

我们有
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占汀·
(M , 一

丁{{
a B

.

、
。 , , ,

。 ff
。 , , ,

。
。 。 , 十功

, a 夕r 0 2嫂
a
声a 各才一 1 1功o lyl

。
尹

, a 夕a 占才

U l性 口
声

、
声 J J

甘

(M )d一 I
(阴

,

一 ,
, ·

)“M二 d · +

I
叨“H

·

(M )d ·

r 切 , r al

.

1
‘烈

十刃

{
九

。

二
, 二

dM
, ,

d s 一 乙 (。 ; 2
一杨 、2

)d八* Z

M
二 ,

+ 功寿2

占△无
:

M
, *

(4
.

17 )

r a Z

把 M 叨
,

久
,

拼
,

”
,

雪友
:

当作独立变量
,

一

k : = 1

在利用了(4
.

1 7) 后
,

(4
.

8) 式的变分可以写成
。

。二 , 、 ,
_ 、

ff(
, 、二

.
二 、 。 。 . , , 、 。 , 二

.

了 aB
.

、
。 . 1

、
_ , 。

0 1 1 云 气丈Vj
,

功 ) = l协i 、工性 。尹
, 。夕十 J ) 0 人十 火几一功 ) 0 丈袱

a
产

, a
夕 十气一、

: r
_

十切
, a
声 jo J以 a

声 厂“。才
J J 气 \ O J牲 a P , 少

口

+

I
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·
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I
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)““二 + ‘M一
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+

J
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,
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, ‘M二 d·

r 留 2

{(刀+ , )占H
, + (H

。
一片 )6”}d

s

人 肠
一 乙 (叨 * :

一 汤 ; ,

)dA ; :

M
, ,
一 乙 { (△、

:

M
”二

+ 尸kt )乙君*
: -

k : = 1 k i = 1

+ (雪吞
:
+ 田壳

:

)占△‘
,

M
o .

} (4
.

1 5 )

17 吞(M
,

切 )的驻值给 出(4
.

1 )
,

(4
.

5 )
,

(4
.

2 a ,

b )
,

(4
.

3 a ,

b )
,

(4
.

4 a ,

b )以及决定了 各待 定的

拉氏乘子

之= 。 (在 口 内)
,

召= 田
, 。

如
2

= 一 w 左:

(在 掩
:
== 1

,

2
,

⋯
,

k。 )

(在几
:

内)
下

,

斤= 一阴(在厂
a l

内)
’

(4
.

1 9 )

把 (4
.

劝
,

(4
.

19 )代入 (4
.

8)
,

得双变量(M
,

功)的广义变分原理的泛函
.

“。(M
,
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{{
、B (M )月一(M

·
,
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{
r明

“H
·

(M )d
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{
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M二 d ·

矛势-
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I
切
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·
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·

r a Z r a i
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M
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+ 户九
:

」

k : = 1 k i二 1

(4
.

2 0 )

于是
,

我们从单变量(M )的最小余能原理导出双变量(M
,

。)的广义变分原理
.

丛丁切M
。

, , “ 中
,

举择傅刀抓城叻为琴谭的M
·

,
,

。 窄们必为弹性薄扳弯申回琴单

手确解
·

这是一个没有约束条件的变分原理
.

五
、

对合变换在 n ; (w )上的应用
,

含有w
,

印。 ,

Ka 刀三个变量的广义变分厚理

‘

刀 ; (切)〔见 (3
。

1 3 )式〕中含有 切 的二阶导数
,

在有限元法使用协调元 素 时
,

比较复杂
,

深为不便
.

现在让我们引进新的变量 甲。 ,

心 , ,

通过对合变换
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、!、
l

、.,了

利用切
。 ,

心尸
’

甲
a

= 切
, 。

(甲
,

= 。
, : , 切 ,

= 。
, ,

)

K a
尹= 一阴
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*
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‘
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.
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,

A (。 )= 月(衬)
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,

M
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.

�勺
‘
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l砚
户
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·
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H
二
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(
“
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·
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‘

H
”
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。
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于是
,

刀双二 )可以用 功
,

甲
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,

*
, /

)一

丁I
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2
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对于这个泛函而言
,

对合变换 (5
.

1) 就是以汀 ; (切
, 甲,

的为泛函的变分原理的约束 条件
,

为

了解除这些约束
,

我们 弓}进下列拉氏 乘 子
: p 岔

,

只备
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) d
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H 。(叨
,

甲
,

的的驻值条件

占I7 a (。
,

甲
, 、) = 0

给出下列 自然条件
:

( 1 ) 欧拉方程
:

在 口 内

占, : p乏
。

一了= 0

(5
.

7 )

乙甲
。 :

占衬
a

, :

JP忿
:

洲geof魄ghgi幻.

⋯⋯

‘

占又豁
:

( 2 ) 自然边界条件

占户盆
:
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:
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占叨
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.
+ 厂u’上 )

心二 O (在r = 厂 。 + 厂内 上)
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把 (5
.

li a ,

b )
,

(5
.

1 2 a ,

b )代入 (5
.

8 a
)
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.
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.
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甲
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薄板弯曲问题的三类变最(w ,
甲

。 ,
耗 。

力的广义变分原理为
:

凡使乙刀
。
(切

,

甲
,

的 = 0 (驻值 ) 的切
,

切
。 ,

Ka ,
,

必为薄板弯曲问题的正确解

六
、

对合变换在 n t (M
,
w ) 上的应用

,

含有 M叨
,

Q
。

W 三大类变量的广义变分原理

H 忿(M
,

。)中两个变量二
,

M
o
p ,
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.
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,

叨)中
,

H
.
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a
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.

即

H
.

(M )二 Q
.

(M ) + M二
, .

= M
. 。 , .

+ ZM二
, .

(6
.

1 )

现在让我们正式引进 Q
。

作为变量之一
,

首先 在 H 忿(M
,

二 )中引进 Q
。 ,

其中我们 引 用剪力

弯矩关系

Q
a

= M
a

,
,

, (6
.

2 )

万抓M
,

叨)可写成 万翻M
,

Q
,

二 )
:

“。(M
,

Q
,

叨 ) 一

{{
{B (M )+ 功‘Q一 + ‘, , d“+

{
叨

, ·

(M一“ ’“
“

r a Z

一

I
。 (Q

·
+ M二

, ·

)d一 I
田

[
Q

·
+ M

一
“, d

·

r叭 厂几

‘ , 。

M
, ,

k
。

场
d s + 乙 ‘ 、1

△。
:

M 一 + 艺 二 ; 1

〔△* 1

万
一 ,

+ 户、,

]

k : 二 1 k i二 1

(6
.

3 )

口

r...Jr

+
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其中
n l : , 、

1
, 二 二 : ,

。 气J以 ) 之 Z a a
尹下占丈牲 a 夕JVl v d (6

.

4 )

现在把对合变换 (6
.

2) 用拉氏变换引入新泛函
.

刀 。(M
,

Q
, 田 )二 H 雪(M

,

Q
,

而

拉氏乘子为 几
。 .

新泛函为

切 , +

J{
几
。

(口
。

一、
。

,
,

, )、。

口

(6
.

5 )

“H ·
(M

,

Q
, 切
卜}I

、(几
· , , + d“, ? ‘

M
? ‘
)“M

·
, + ‘Q一 + , , “二 + (Q一M

。 , , , , “‘
·

口

+ (“一。 , ·

)“Q
·

}d“ +

J
{(山一 “)“Q

·
+ (‘

,

一 “
·

)“M :
·

, d :

r w i

+

{
(而

, ”
一 ;

·

)“M二 d ·+

I
{ (山

,

一 ,
·

)“M一‘Q
·
+ M二

, ·

r w Z r 几

一厅)“叨 ; d : +

I
、(M一“ )“功

, ·

+ (?
,

一“
·

, “M二 , d·

厂 (J Z

左
「

人口

一 艺 (。
, 、洛一 而 、2

)占A 、Z M
, ,

+ 艺
人2一 1 人i ~ 1

[△、
I

M
, 。

+ P 人,

〕占切 * 1

(6
.

6 )

从中求得了
之
。

= 叨
, a

(6
.

7 )

所以
,

用三类变量 M叮
,

口
。 , 二表示的广义变分原理的泛 函为

:

H ·
(M

,

Q
, 叨
卜{I

‘B (M ) + 阴(Q
· , ·

+ 了)+ 阴
, ,
(Q一M

·
, , , , , d“一

丁
? 〔Q

· + M一
r “ i

一 “ 〕d
· +

}
:

, ·

(M一 “ )d一 J
, (Q

·
+ M二

, ·

)d
· +

I
“ , ·

M二 d ·

矛a Z 厂 w i
‘

I 即 ,

k k
。

+ 乙 而 、2△、
2

万
。 ,

+ 艺 。、t

〔△、
I

M
。 ,

+ 户、
1

〕 (6
.

5 )
k : = 1 k i = 1

薄板弯曲问题的三类变量 (M
。

,
,

O
。 ,

阴)的广义变分原理为
:

凡使刀
。
(M

,

Q
,

。)为驻值的

M
·

,
,

Qa
,

叭 必为薄褥弯印回题的平砷解 这是一个没有约束的变分原理
·

七
、

对合变换和高阶拉氏乘子法在n G (w
, 甲 , K )上的应用

,

含有

w
,

甲。 ,
’

Ka 刀
,

M叨
,

Q
。

五类变量的广义变分原理

我们现在引用对合变换

Q
a

一M
。

,
,

, 一 。
’

(7
.

l a
)

M
a

, 一 D
a

, v 。、 , 。= 0 (7
.

lb )

把汀。(叨
,

甲
,

的扩大为 5 类变量 、
,

沪
。 ,

心 ,
,

M
。

,
,

Q
。

的广义变分原 理
.

设 此
、

川 , 为两种拉氏乘

子
,

于是新的泛函可 以写成

17 ·
(叨

,

, 一M
,

Q, 一汀‘(。
,

,
, · ,

M
,

Q) +

{!
“: (Q一M

·
,

,
, )d。
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+

{{
。: , (M

·, 一D
·

, ? ‘? 下d , d“
(7

,

2)

其中刀首(、
,

甲
, 、 ,

M
,

Q)是把H 。
(。

,

甲
, 、

)中的 Q
。

(、)
,

M
。 。

(
、
)

,

M
, ,

(、)
,

Q
。

(、)
,

M
。

, (、 )都看作

为独立变量Q
。 ,

M
。 , ,

M
, 。 ,

Q
。 ,

M
。

, 的泛函
.

同时引用

“ (
、)一、 · , M

· , (、)一
B (“ )一 ;

一

d
· , , 咨

M
· , M二

(7
.
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,

甲
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M

刀。
(二

,

甲
, 、 ,

M

,
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。
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。

一 二
, 。
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a

, 甲
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,汀月
。

一一幼

此(Q
。
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。

,
,
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)}d习

丁
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, ·

)(? 一 初)一M
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,

一
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)*、
‘

r 切 i

++

f {月切一、
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(*
。
一 二

, ,

)}、: 一

飞 一 J
r a i 厂

二。

(甲
。
一 而

, ”

)山M
.

1
脚

k。

对甲
。

ds 一 乙
勺=

P 、: 二 、,
+ 艺 △、

2

形
。。

(二 、2

一 初 * :

) (7
.

4 )
壳2‘ 1

r‘..J口

r

我们很易证明

之急= O
,

拼二, 二 O (7
.

5 )

亦即是说
,

对合变换这两种约束条件
,

无法用线性拉氏乘子法解除
.

所以
:

二
·
(切

,

*
,

一M
,

。卜{丁
、B (M) + ‘。 + Q

·

(,
·

一
, + M

· , * 二 , , d“

诬(Q
.
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, : , 。

)(切一 而)一叮
: ,
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。
一二
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)}d
s

{H 。一M
, 。

(甲
。
一 叨
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)}d
s一

r.J切

r

。+

M
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(甲
。
一而
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)d
s

rJ...al

厂

k口
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,

ds + 乙 尸勺。 、

k r= 1

么 ; Z

M
, ,

(切 ; 2
一 汤 * 2

) (7
.

6 )

气乙
一

这是一个在形式上是

个条件的约束
.

要解除其约束
,

5 个变量的泛函
,

但在实质上
,

k Z = 1

它们不是都独立的
,

而受有(7
.

l a ,

b )两

可 以引用高阶拉氏乘子法
‘“’ ,

例如在 H 。
(二

,

甲
, 、 ,

M
,

Q)上增加
△H ·

(。
·

切
,

一M
,

Q, 一

丁丁
“

1

(M
·

, 一 D
·

, 护占

一 , (
“·

, + ; 一 , , d“+

{丁
“

2

(Q一M
· , ,

, )。。
。

几3 [A (
、
) + B (M )二

、。
, M

。 ; 〕d口
(7

.

7 )

仃日�。
十一切

, 。

)d口

就能使 甲
。 ,

心 ,
,

切
,

M
。

,
,

Q
。

五种变量完全独立
,

几
, ,

人
2 ,

棍为任意给出的 ( 二
1 ,

凡 ) 的函数
.

所以
,

我们得到五种变量 的广义变分原理

H 一 (切
,

,
, · ,

M
,

Q ) 一11
‘B (M , + ‘。+ Q

·
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·

一
, + M

·
, *

· ,
, }d“
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1
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·

, 一 D
·
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+

IJ
“

2
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·

,
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。

一
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一
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产
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而且 H a ; 的驻值条件
d打口 ; 二 0

给出问题的解
。

通过对合变换和高阶拉氏乘子法
,

我们也可以从刀
。
(、

,

M
,

M
。

,
,

Q
。

五种变量完全独立的广义变分原理
,

其中同样也含有 心

(二
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凡 )的函数
.

(7
.

9 )

Q)找到另一种 甲
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“
,

切
,

,
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,
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*
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M
,
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几

r
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叮
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而且 11 。 ; ,

的驻值条件

乃H 口 * ,

= 0 ( 7
.

1 1 )

给出问题的解
.

我们很易证明
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只要 几、
,

几
: ,

几
3 ,

心
,

石
,

此 满足下列等价条件

几; + 几夏二 0
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几: + 几姜= 0
,

几
3 + 几; 二 0

则 万 。‘ 和 万。
,

就是等价的
.

即
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,
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.口

r

十

如果把它和 R e d d y (1 9 7 6 )
〔7 ’的广义变分原理相比

,

则就证明T R e d d y 的变分原理中 M
a

, ,

口
。 ,

心 。
并不是独立的

,

而是受着 ( 7
.
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,

b) 的约束
.
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