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组合超弹性球体中空穴的动态生成
�
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(上海大学 力学系, 上海市应用数学和力学研究所, 上海 200072)

(我刊编委程昌钧来稿)

摘要: � 根据有限变形动力学理论, 研究了一个不可压超弹性材料组合球体在突加表面均布拉伸

载荷作用下空穴的动态生成问题�� 当外加载荷超过其临界值时,除一个平凡解外, 还有一个包含

着球体内部生成的空穴的分叉解;证明空穴随时间的演化是周期性的非线性振动; 同时给出了空

穴生成时的临界载荷值、空穴振动的相图、振幅及近似的周期��

关 � 键 � 词: � 组合不可压超弹性材料; � 有限变形动力学; � 空穴的动态生成; � 非线性周期振
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引 � � 言

Gent和 Lindley[1]于 1958年在橡胶材料实验中观察到了超弹性材料中空穴的突然生成现

象�� 1965年Williams和 Schapery 也观察到类似的现象�� 固体力学关于超弹性材料中空穴分

叉问题的非线性理论以 1982年 Ball[2]的工作为基础, Horgan 和 Polignone[3]对超弹性材料中

空穴生成问题做了一个综述性评论, 包括均匀和非均匀、各向同性和各向异性的可压和不可

压材料�� 任和程[4, 5]分析了可压和不可压材料中空穴的生成问题�� 关于超弹性材料中的动力

学问题, Knowles[6]、Guo和 Solecki[ 7]、Calderer[8]等分析了不可压空心圆柱、球体和球壳的振

动问题,他们着重分析了产生周期性运动的条件及运动的周期�� Chou_Wang和 Horgan[9]分析

了 neo_Hookean材料球体受到表面突加均布拉伸载荷作用时空穴的动态生成问题�� 任和

程[10, 11]分析均匀的及横观各向同性的球体中空穴的动态生成问题�� 他们指出外加载荷大于

其临界值时,球体中存在含有一个内部空穴的分叉解, 且该解相应于周期性的运动�� 本文的目

的是根据有限变形动力学理论,研究组合不可压超弹性材料中空穴的动态生成问题�� 对任意

大小的外加载荷,组合球体中总存在一个平凡解, 这时球体中虽然有应力产生但仍保持未变形

的状态�� 但当外加载荷大于某一临界值时,球体中存在含有一个突然生成的空穴分叉解,得到

了空穴半径和外加载荷的精确的微分关系,证明该解相应的运动是周期性的非线性振动�� 根

据空穴半径满足的二阶非线性常微分方程求得了空穴半径和其速度的关系, 给出了空穴生成

1117

� 应用数学和力学,第 25 卷 第 11 期( 2004 年 11月)

� � Applied Mathematics and Mechanics
� � � � � � � � � � 应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版 �

� 收稿日期: � 2003_02_20; 修订日期: � 2004_05_28

基金项目: � 国家自然科学基金资助项目( 10272069) ; 上海市重点学科建设资助项目

作者简介: � 任九生( 1970� ) ,男, 河南济源人,博士( E_mail: jsren@ mail. shu. edu. cn) ;

程昌钧 ( 联系人. Tel: + 86_21_56331454; + 86_21_56380560; Fax: + 86_21_56380560; E_mail:

chjcheng@ mail. shu. edu. cn)��



时外加载荷的临界值,空穴振动的相图、振动的振幅及近似的周期��

1 � 问题的数学描述

考察一个半径为 b, 且在半径为a( a < b) 的球面处由两种不可压Valanis_Landel材料组合

而成的球体在表面突加均布的径向拉伸死载荷 p 0作用下的有限变形动力学问题�� 设球体的

两部分粘合在一起并满足径向位移和径向应力的连续性条件, 设变形前组合球体所占区域为

球坐标系中的 D0 = ( R, � , �) | 0 � R < b , 0 < � < 2�, 0 < � � � ,并设变形前球体中

位于( R , � , � ) 的点在时刻 t 运动到的( r , �, �) 的位置,则球体的运动可表示为

� �
r
[ i]

= r
[ i ]

( R , t ) > 0; r (0
+
, t ) � 0,

�[ i ] = � [ i ] , �[ i] = � [ i ] � � ( i = 1, 2)��
(1)

式中, r
[ i]

( R , t ) 为两个待定函数�� 如没有特殊声明, 当0 � R � a时, [ i ] = 1表示与内球体

相关的量;当 a � R � b 时, [ i ] = 2表示与外球壳相关的量�� 当 r( 0+ , t ) = 0时,球体中没

有空穴生成,当 r (0+ , t ) > 0时, 有空穴生成现象��

相应的变形梯度张量为

� � F
[ i]

= dig
�r [ i] ( R , t )
�R ,

r
[ i ]

( R )
R

,
r
[ i ]

( R)
R

= dig( �
[ i]
R , �

[ i ]
� , �

[ i ]
� ) , (2)

这里, �R = � r [ i] ( R, t ) /�R, �� = �� = r
[ i ]

( R , t ) / R 为相应的主伸长��

由材料的不可压缩性条件可得

� � r
[ i ]

= r
[ i ]

( R , t ) =
3

R
3
+ c

[ i ]
3

( t ) , � � c
[ i]

( t ) � 0, t � 0, (3)

式中, c
[ i ]

( t ) (空穴的半径)为时间的待定函数�� 利用径向位移的连续性条件

� � r
[ 1]

( a, t ) = r
[ 2]

( a, t ) (4)

可得 c
[ 1]

( t ) = c
[ 2]

( t ) ,因此, r
[ 1]

( R , t ) = r
[ 2]

( R , t ) = r ( R , t ) =
3

R
3
+ c

3
( t )�� 于是,有

� � �R = 1- c( t ) / r
3 2/ 3

, �� = �� = 1- c( t ) / r
3 - 1/ 3�� (5)

相应的非零 Cauchy应力张量为

� �
�[ i]rr ( r , t ) = �R�W/��R - p

[ i ]
( r , t ) ,

�[ i]�� ( r , t ) = �[ i ]�� ( r , t ) = �� �W/ ��� - p
[ i]

( r , t ) ,
(6)

式中, p
[ i]

( r , t ) 为待定的静水压力函数��

不可压Valanis_Landel材料的应变能函数可写为[12]

� � W
[ i]

= 2�[ i ] [ �[ i]R ( ln�[ i ]R - 1) + �[ i ]� ( ln�[ i]� - 1) �[ i ]� ( ln�[ i]� - 1) ] , (7)

式中, �[ i] 为材料参数�� 于是,相应的应力分量为

� �

�
[ i]
rr ( r , t ) = 2�

[ i ]
1- c/ r

3 2/ 3
ln 1- c/ r

3 2/ 3
- p

[ i]
( r , t ) ,

�[ i]�� ( r , t ) = �[ i ]�� =

� � 2�[ i] 1 - c/ r
3 - 1/ 3ln 1 - c/ r

3 - 1/ 3
- p

[ i]
( r , t )��

� � ( t � 0)

(8)

忽略体积力时, 应力分量满足的运动方程为

� �
��[ i ]rr

�r +
2
r
[ �

[ i ]
rr - �

[ i]
�� ] = �

[ i]�r � � ( t � 0) , (9)

式中, �
[ i]
为材料的密度�� 球体表面受突加死载荷 p 0 > 0作用的边界条件为
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� � �[ 1]
rr ( B, t ) = 0 � � ( t < 0) , �

[ 2]
rr ( B , t ) = p 0 b/ B

2 � � ( t � 0) , (10)

式中, p 0 > 0为给定的外加载荷, B = r ( b, t ) = b
3
+ c

3
( t ) 为变形后的外边界�� 如有空穴

生成,则空穴的边界条件为

� � �[ 1]
rr ( c, t ) = 0, c( t ) > 0, t � 0�� (11)

假设 t = 0时球体处于自然状态,则 r ( R ,0) = R,�r ( R, 0) = 0�� 故空穴半径的初始条件为

� � c(0) = 0, �c(0) = 0�� (12)

径向应力的连续性条件为

� � �[ 1]
rr ( a, t ) = �

[ 2]
rr ( a, t )�� (13)

因此, 问题是对给定的突加死荷载 p 0 > 0,求满足运动微分方程(9)、边界条件(10)、(11) ,

初始条件(12) 及连接条件(13) 的待定函数 p
[ i ]

( r , t ) 和 c( t ) �0�� 如果存在 c( t ) > 0的解,

意味着球体中有一个半径为 c的空穴生成,它将随时间 t 而演化,故问题有分叉解存在��

2 � 问题的求解

不难看到, 对任意的 p 0 > 0, 问题总存在一个平凡解

� � p
[ i ]

( r , t ) = - p 0, c( t ) = 0 � � ( t �0)�� (14)

该解对应于初始的未变形状态 r ( R, t ) = R, 相应的应力状态为均匀应力状态, 即 �
[ i ]
r r ( r , t ) =

�[ i]�� ( r , t ) = �[ i ]��( r, t ) = p 0�� 为寻求 c( t ) > 0的解,将(8)代入运动方程(9)可得

� � ��r 2�[ i ] 1- c
r

3 2/ 3

ln 1- c
r

3 2/ 3

- p
[ i]

( r , t ) +

� � � � 2�
[ i]

r
1- c

r

3 2/ 3

ln 1- c
r

3 2/ 3

-

� � � � 1 -
c
r

3 - 1/ 3

ln 1-
c
r

3 - 1/ 3

= �[ i ]�r�� (15)

将不可压缩性条件(3)对 t微分两次可得

� � d
2
r

dt
2 = 2cr

- 5
( r

3
- c

3
)

dc
dt

2

+ r
- 2

c
2 d

2
c

dt
2�� (16)

将(16)代入(15), 同时对 r 从 c到 t 积分,可得

� � 2�[ i ] 1- c
r

3 2/ 3

ln 1- c
r

3 2/ 3

- p
[ i ]

( r, t ) + p
[ i ]

( c, t ) + J
[ i ]

( r ) =

� � � � 2�[ i] c
d c
dt

2 c
3

4r4 -
1
r
+

3
4c + �[ i ] c2 d2

c

dt2
1
c
-

1
r

, (17)

式中,

� � J
[ 1]

( r ) = �
[ 1]�

r

c
1-

c
s

3 2/ 3

ln 1-
c
s

3 2/ 3

-

� � � � 1 -
c
s

3 - 1/ 3

ln 1- c
s

3 - 1/ 3
ds
s
� � (0 � R � a) ,

� � J
[ 2]

( r ) = �[ 1]�
A

c
1 -

c
s

3 2/ 3

ln 1 -
c
s

3 2/ 3

-

� � � � 1 -
c
s

3 - 1/ 3

ln 1-
c
s

3 - 1/ 3
ds
s

+

� � � � �[ 2]�
r

A
1-

c
s

3 2/ 3

ln 1-
c
s

3 2/ 3

-
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� � � � 1 -
c
s

3 - 1/ 3

ln 1-
c
s

3 - 1/ 3 ds
s
� � ( a � R � b) ,

这里 A = a
3
+ c

3�� 代入(8)式可得

� � �[ i ]rr ( r, t ) = 2�
[ i]

c
dc
dt

2 c
3

4r4 -
1
r
+

3
4c +

� � � � � � � �[ i ] c2 d2
c

dt 2
1
c
-

1
r

- J
[ i ]

( r ) - p
[ i ]

( c, t ) , (18)

将其代入(13)式可得

� � p
[ 2]

( c, t ) - p
[ 1]

( c, t ) = 2( �[ 2] - �[ 1] ) c
dc
dt

2
c

3

4A 4-
1
A

+
3

4c +

� � � � ( �[ 2] - �[ 1] ) c2 d2
c

dt 2
1
c
-

1
A
�� (19)

代入(11)式可得 p
[ 1]

( c, t ) = 0�� 令(18) 中 r = r ( b, t ) = B = b
3
+ c

3
, 并代入(10)可得

� � p 0 1+
c
b

3 - 2/ 3

= 2�
[ 2]

c
dc
dt

2 c
3

4B4 -
1
B

+
3

4c +

� � � � �[ 2] c2 d2
c

dt 2
1
c
-

1
B

- 2( �[ 2] - �[ 1] ) c
dc
dt

2
c

3

4A
4-

1
A

+
3
4c +

� � � � ( �[ 2] - �[ 1] ) c2 d2
c

dt 2
1
c
-

1
A

- J
[ 2]

( B )�� (20)

这个关于 c( t ) 的二阶非线性常微分方程(20) 给出了空穴半径 c和外加荷载 p 0之间的一个精

确的关系�� 给定外加荷载 p 0,由此可以得到空穴半径 c( t ) 随时间的演化规律��

3 � 结 果分 析

为求解方程(20),令

� � x ( t ) = c( t ) / b, (21)

则有 � � c( t ) = bx ( t ) ,
dc
dt = b

dx
dt ,

d
2
c

dt
2 = b

d
2
x

dt
2�� (22)

应用变换(21)可将(20)改写为

� � p 0(1+ x
3
)
- 2/ 3

= 2�
[ 2]

b
2
x

dx
dt

2 x
3

4(1+ x
3
)

4/ 3-
1

(1 + x
3
)

1/ 3 +
3

4x +

� � � � �[ 2] b2
x

2 d
2
x

dt 2
1
x

-
1

(1+ x
3
)

1/ 3 - 2( �[ 2]
- �[ 1]

) b
3
x

dx
dt

2
b

3
x

3

4A 4 -

� � � � 1
A

+
3

4bx
+ ( �[ 2] - �[ 1] ) b 3

x
2 d2

c

dt2
1
bx

-
1
A

- f ( x )�� (23)

注意到 J
[ 2]

( b) 是 x 的函数,记为 f ( x )�� 由(11) 和(19) 可知 x ( t ) 应满足的初始条件为

� � x (0) = 0, dx (0) / dt = 0�� (24)

应用变换

� � v =
dx
dt

,
d2
x

dt 2 = v
dv
dx

及如下关系

� � d
dx

x
4
v

2 1
x

-
1

(1 + x
3
)

1/ 3 = 4x 3
v

2 x
3

4(1+ x
3
)

4/ 3-
1

(1 + x
3
)

1/ 3+
3

4x +
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� � � � 2x4
v

dv
dx

1
x

-
1

(1 + x
3
)

1/ 3 , (25)

可将方程(23)改写为

� � �[ 2]
b

2 d
dx

x
4
v

2 1
x
-

1

(1 + x
3
)

1/ 3 -

� � � � ( �[ 2] - �[ 1] ) b
2 d

dx
x

4
v

2 1
x

-
1

( �3+ x
3
)

1/ 3 - 2x 2
f ( x ) =

� � � � 2p 0x
2
(1 + x

3
)
- 2/ 3�� (26)

将此式对变量 x 从零到 x 积分可得

� � 2p 0 (1 + x
3
)

1/ 3
- 1 = �[ 2] b2

x
4
v

2 1
x

-
1

(1+ x
3
)

1/ 3 -

� � � � ( �[ 2] - �[ 1] ) b
2
x

4
v

2 1
x

-
1

( �
3
+ x

3
)

1/ 3 - g ( x ) , (27)

式中 � � g( x ) = 8�
[ 1]�

x

0
y

2�
A

by
1-

c
s

3 2/ 3

ln 1 -
c
s

3 2/ 3

-

� � � � � � 1 -
c
s

3 - 1/ 3

ln 1-
c
s

3 - 1/ 3 ds
s

dy +

� � � � � � 8�[ 2]�
x

0
y

2�
B

A
1- c

s

3 2/ 3

ln 1- c
s

3 2/ 3

-

� � � � � � 1 -
c
s

3 - 1/ 3

ln 1-
c
s

3 - 1/ 3 ds
s

dy��

根据振动理论,当且仅当相图中 x_v 的关系曲线是一条封闭曲线且有一个有限的周期� dx
v

时,运动 x ( t ) 是周期的�� 对给定的 p 0, 如果当 v = 0时(27) 存在的 x > 0的根,则周期性运

动 x ( t ) 就会产生�� 在(27) 中令 v = 0可得

� � p 0(
3

1+ x
3
- 1) = - g ( x )�� (28)

对给定的 p 0 > 0,如果(28) 存在 x > 0的根, 则这个根相应振动过程中空穴半径的最大

值,记作 xm�� 此时,球体内部有一个空穴生成且可以扩展,直到达到其最大值 xm , 然后这个空

穴会一定程度的缩减,再重复进行这个循环过程��

对(28)进行数值求解时, 可先给定一个 x > 0的值, 然后对其进行数值积分, 求得相应的

载荷值 p 0,当 x � 0+ 时即可得到 p 0的临界值 p cr�� 如当 a/ b = 0. 3, 0. 5, 0. 7时, p 0的临界值

分别为 p cr/ �
[ 1]

= 2. 12, 2. 1, 2. 08�� 结果表明 p cr和 �
[ 2] 没有关系,即 p cr仅和内圆球体的材料

性质和圆球体的几何尺寸有关�� 相应于 p 0 � p cr的空穴半径的最大值 xm分别示于图 1( �[ 2]

= 2�[ 1] ) 和图2( �[ 2] = 0. 5�[ 1]
)�� 可见,在动力学意义下也可以有内部空穴的突然生成,也存

在一个空穴生成的临界载荷值�� 对任意大小的载荷,球体总有一个平凡解,对应于球体的未变

形状态,只有当外加载荷大于其临界值时,球体中才会有一个空穴的突然生成��

对(27)进行数值积分, 可求得 �
[ 2]

= 2�
[ 1]

, �
[ 2]

= 2�
[ 1]
时对应于不同的 p 0 > p cr或 �

[ 2]

= 0. 5�[ 1]
, �[ 2]

= 0. 5�[ 1] 时对应于不同的 p 0 > p n( ( xn , p n) 是 xm_p 0曲线的拐点,见图2的空

穴振动的相图,即空穴的 x_v 关系曲线�� p 0/ �
[ 1]

= 1. 99, �[ 2] = 2�[ 1]
, �[ 2]

= 2�[ 1] ; �[ 2] = 0.

5�[ 1] , �[ 2] = 0. 5�[ 1]
, p 0/ �

[ 1]
= 1. 99; �[ 2]

= 0. 5�[ 1] , �[ 2] = 0. 5�[ 1] , p 0/ �
[ 1]

= 1. 94时,球体

( a/ b = 0. 7) 振动的相图分别示于图3、图4和图5�� 可见,在 x_v 平面中, x_v的关系曲线是一

条封闭的曲线, 且关于 x 轴是对称的�� 当 t = 0时,曲线的起点在 x = xmin, v = 0处,随着时
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图 1 � xm_p 0关系曲线 ( �[ 2] = 2�[ 1] ) � � � � 图 2� xm_p 0 关系曲线 ( �[ 2] = 0. 5�[ 1] )

图 3� 相图 ( �[ 2] = 2�[ 1] , �[ 2] = 2�[ 1] ) � � 图 4� 相图 ( �[ 2] = 0. 5�[ 1] , �[ 2] = 0. 5�[1] )

图 5� 相图 ( �[ 2] = 0. 5�[ 1] ,

�[ 2] = 0. 5�[1] )

间的增加,空穴半径 x 逐渐增加,其速度 v开始增加,

而后逐渐减少,当空穴半径 x 达到其最大值xm时,其

速度 v 降为零;然后随着时间的增加, 空穴半径 x 逐

渐减少,速度 v 先增加而后减少, 当空穴半径 x 达到

xmin时, 速度 v 也降为零�� 封闭的相图曲线表明空穴

随时间的演化是周期性的非线性振动��

利用空穴振动的相图可求得空穴振动的周期的近

似值,如当 p 0/ �
[ 1]

= 2. 92, �[ 2] = 2�[ 1]
, �[ 2]

= 2�[ 1]或

p 0/ �
[ 1]

= 1. 98, �[ 2] = 0. 5�[ 1] , �[ 2] = 0. 5�[ 1]时, 球体

( a/ b = 0. 7) 振动的近似周期分别为 T = 2. 02

�
[ 1]

/ �
[ 1]
和 T = 2. 62 �

[ 1]
/ �

[ 1]��

4 � 小 � � 结

根据有限变形动力学理论, 研究了一个不可压

超弹性材料组合球体中空穴的动态生成问题�� 证明了当外加载荷超过其临界值时, 除一个平

凡解外,球体内部还有一个空穴生成的分叉解;证明了空穴生成的临界载荷值仅与内球体的材

料性质有关,空穴随时间的演化是周期性的非线性振动��
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Dynamical Formation of Cavity in a Composed

Hyper_Elastic Sphere

REN Jiu_sheng, � CHENG Chang_jun

( Depar tm ent of M echan ics , Shangha i Univ er sity , Shan gha i Institute of

Appli ed Mathemat ics an d Mechan ics , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: The dynamical formation of cavity in a hyper_elastic sphere composed of two materials

with the incompressible strain energy function, subjected a suddenly applied uniform radial tensile

boundary dead_load, was studied following the theory of finite deformation dynamics. Besides a trivial

solution corresponding to the homogeneous static state, a cavity forms at the center of the sphere

when the tensile load is larger than its critical value. It is proved that the evolution of cavity radius

with time displays nonlinear periodic oscillations. The phase diagram for oscillation, the maximum

amplitude, the approximate period and the critical load were all discussed.

Key words: composed incompressible hyper_elastic materials; finite deformation dynamics; cavity

formation; non_linear periodic oscillation
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