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摘 要

本文的目的一是对概率度量空间引入一修正的定义 ; 二是对这一 空间中的映象建立 了几个新

的不动点定理
.

作为本文结果的应用
,

我们在第四节中讨论了 L 全

(G ) 空间中 U ry : 。p 算子 方程解

的存在性和唯一性问题
.

概率度量空间的理论是新近发展起来的随机泛函分析理论和应用的重要研究方向
.

最近

S c hw e z e r ,

S k la r 和 D u m itr es e u
等分别在 [ i

,

2〕中用不同的方式引入概率内积空间的概念
.

由于原作者在引入这一概念时
,

条件过于繁杂
,

而且个别地方还有错误
,

因此极大地妨碍了

这一空间理论的研究和发展
。

本文 目的有二
:

一是用较为简洁的形式重新定义了概率内积空间的概念
;
二是对这一空

间中的映象建立了几个新的不动点定理
.

另外作为本文结果应用的例子
,

我们在第四节中讨

论了 梦 (G )空间中 U ry
s

on 算子方程解的存在性和唯一性
.

一
、

概率内积空间的定义和例子

本文以下处处记 R 二 (一 co
,

+ co )
,

R
+

= 〔O
,

co )
.

定义 1 :

一 映 象 尸
:

R o R
+

称为分布函数
,

如果它是不减的
,

左连续的
,

且 inf F (O

= 0 , s u P F (t)二 1
.

下面用勿表一切分布函数的集合
,

用H 表函数

f 1

月 (才)= 弋
( 0

(t> 0)

(t簇 0)

定义 2
:

映象J
:

〔o
,

1〕x 〔0
,

1〕, [0
,

1〕称为强 t 范 数
,

如果满足下面的条件
:

( i ) J (a ,

1 )=
a ; 万(a ,

b)> 0 ,

V a ,

b ((0
,

1 」,

( 11 ) 刀(
a ,

b )= 刀 (b
, a
);

(111) J (c
,

d )) 刁 (
a ,

b )
,

V c》 a ,
d > b ;

(iv ) 刀 (刁(
a ,

b )
, e
)二刁 (

a ,

刀(b
, e
))

.

资 周漠仁推荐
.

朴 本课题得到中国科学院科学基金的资助
.



6 8 张 石 生

例 飞 下面所列的都是强 t范数的例子
:

刀
1
= P r o d u e t ,

即 刁
,

(
a ,

b )=
a

·

b
,

V a ,

b(〔0
, i〕

刀
:
= m in ,

即 刀
:

(a
,

b )= m in {a ,

b}
,

V a ,

b ([ 0
,

i」

设刀是强 才范数
,

以后我们用万表才的对偶范数
,

即定义万如下
:

万 (
a ,

b )= 1 一刀(1 一
a , i 一b)

,

V a ,

b([ 0
,

i〕

定义 3 一概率内积空间 (E
,

夕
,

刁)是一有序的三元组
,

其中E 是一实线性空间
,

刀 是一

强 t一范数
,

歹是E X E 、勿的映象 (以后我们用 F
二 , , 表歹 (二

,

妇
,

又 F
二 , ,

(t) 表 F
二 , , 在 悦R

的值) 且满足下面的条件
:

(Pl一i )
.

F
二 , , = F , , 二 ,

V 劣
,

, (E ,

(Pl一2 )
.

F
二 , 二

(0 )= 0 ,

丫二(E , 且 F
二 , 二

(t) = H (t)
,

丫t(R
,

当而且仅当二= 8 ;

(Pl一3 )
.

万 (F
二 , :

(t
l

)
,

F
, , :

(t: ))> F
二 十 , , 二

(t
l
+ t: )》J (F

二 , :

(t
l

)
,

F , , :

(t
:

))
,

V 戈
,

,
, :
(E

, t, ,

t: (R ,

(Pl一4 )
.

s u p {才( R
,
F

二 , ,

(t)< i }< co
,

V , ,

夕(E ;

(Pl一 5 )
.

s o p {t(R
,

F
a 二 , ,

(才)< i }= a s u p 笼t(R
,

F
二 , ,

(t)< i }
,

V a
(R

, %
,

夕(E
.

例 2 设 (E
,

(.
, ·

))是通常的内积空间
,

可以证明由(E
,

(
· , ·

))所导出 的空间 (E
,

歹
,

刀
,

)就是一特殊的概率内积空间
,

其中刀
2
二 m in

,

而 歹
:

E x E 。勿由下式定义
:

F
二 , ,

(t)= H (t一 (二
,

, ))
,

V 二
,

夕(E
, t(R

命题 1 设 (E
,

夕
,

刁)是一概率内积空间
,

则函数
s

uP {踌R
,

F
二 , ,

(约 < 1}
:
E 火 E 、 R 具

有下面的性质
:

( i )
s o p {t(R

,

F
二 , ,

(t)< i }二 s u p {t(R
,

F , , 二

(t)< i }
,

V 二
,

夕(E ;

( 11 )
s u p {才(R

,

F
二 , 二

(t)< i }》 0 ,
且

s u p {t(R
,

F
二 , 二

(t)< i } = 0

当而且仅当 二= 氏

(111)
s u p {t(R

,

F
a 二 , ,

(t)< i }= a s u p {t(R
,

F
二 , ,

(才)< 1 }
,

V a
(R

;

(iv )
s u p {云( R

,

F
二 十 , , :

(t)< i }~ s u p {t(R
,

F
二 , ,

(t )< 1 } + s u p {t(R
,

F , , :

(t)< 1 }
,

V 劣
,

U
, z
(E

.

证
:

(i)
,

(111)由(Pl一i )和 (Pl一5 )直接可得
,

另 由 (Pl一2 )
,

F
二 , 二

(0 )= 0
,

V 二(E
,

故 su p {t(R
,

F
二 , 二

(t)< 1 }》o ,

V 劣(E
.

其次
,

若
s u p {踌R

,

F
二 , 二

(均< 1} = O ,

则对任意的
。> o 有 F

二 , 二

(
。)= 1

.

于是 由 分 布函

数的不减性和 F
二 , 二

(0) = o ,

V 二 (百得知 F
二 , 二

(t) = 万(O
,

V 才(R
.

故 由(PI 一2 ) 有二= 0
.

反之
,

若 “ = 0
,

由(PI 一2) 有
s u p {t(R

,

F 。, 。
(t)< 1 }二 s u p {t(R

,

万 (t)< 1 }= o

故性质(ii )得证
.

下证性质 (iv) 成立
。

令 a (
二 ,

夕) = su p {t(R
,

F
二 , ,

(t) < i }
.

由 (Pl一3 )
,

对任给的
s> 0

F

一
‘a (‘

, ·
, + a (“

, ·
, +

·
, 》 刀(

F一(
a (X

, ·
, +

孟)
,

F , , ·

(
a (。

, ·
) + 复))

= 刁(1
,

1 )= i ,

V 义
,

g
, :
(E

上式表明

s u p {t眨R
,

F
二 十 , , :

(才)< i }《a (
二 , : ) + a (g

, : ) + 。 ,

V 劣
,

g
, : (E
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由于 。> 0 的任意性
,

故
s u p {t(R

,

F
二 十 , , :

(t)< 1 }成 su p {t(R
,

F
二 , :

(t)< 1 }

+ s u p诬才( R
,

F , , :

(t )< i }
,

V 劣
,

夕
, z
(E

再由条件(P1 一 3 )
,

对任意的
。> 0 有

(1
.

1 )

:
二 十 , , :

(。 (二
, :
)、 。(。

, :

卜
。
)、 : (凡

, :

(
a (二

, ·

卜最)
,

F , , ·

(
a (,

, ·
, 一是

一

))

一卜、 (卜F
二 , :

(
。(二

, z

卜丢)
,

卜 ; , , :

(
a (。

,

, )一澡
一

))
,

v 二
,

,
, :
(E

、 \ 心 I 、 “
, ,

因 F
二 , ,

〔
。(二

,

z) 一钓<1
,

F , , :

(a(
,

, :
) 一钓<1

.

于是由“是强 , 范数
,

得知
、 自 I 、 “

,

F
, , , , :

(a (二
, z
) + a (g

, :
)一

e
)< i (V 二

,

甘
, z
(E )

因而有
s u p {t(R

,

F
二 , , , :

(t)< i }> a (工
, 二
) + a (夕

, :
)一

。
(V 劣

,

夕
, :
〔E )

由于
。> 0 的任意性

,

结合 (1
.

1 )
,

(1
.

2 )得证性质(i
v
)

。

命题证毕
。

命题 2 设(E
,

歹
,

刀)是一概率内积空间
,

则下面的不等式成立
:

(i ) }s u p笼t(R
,

F
二 , ,

(t)( 1 } 1簇(
su p {t(R

,

F
二 , 二

(t)( 1 })
’‘,

·

(
s u p {t(R

,

F , , ,
(t)< i })”

2
(V 劣

,

夕(E )
.

(11) (
su p {t(R

,

F
二 十 , , 二 , ,

(亡)( i })“
么
簇 (

s u p {才(R
,

F
二 , 二

(索)< 1 } )
‘’2

+ (
s u p天t(R

,

F , , ,
(t )( i} )“

么

(V “
,

g (E )

证
:

令 a = s u p {《R
,

F
二 , ,

(t) < 1 }
.

对每一长R
,

由命题 1 得知

0《
s u p {t(R

,

F : 二 十 , , ; 二 + ,
(t)< 1 }

= 矛 s u p {t(R
,

F
二 , ,

(才)< i } + s u p王才(R
,

F , , ,
(才)< i }+ 2几a

若 二 = e
,

(i) 显然成立
.

若 劣斗 0
,

于 (1
.

3 )中取

(1
.

2 )

(1
.

3 )

久一 su 面石硬天)F石不)丈介

化简
,

即得

o (
s u p {t(R

,

F
; 二 十 , , ; 二 十 ,

(t)( i }二 s u p义t(R
,

F , , ,
(才)< 1 }一

(1
.

4 )

a 1

s

而不玻刀沪
二 , 二

(‘)< i }

(i) 得证
.

另由命题 1 和上面的结论 (i) 得知
s o p {t(R

,

F
二 十 , , 二 十 ,

(t )< i }= s u p {t(R
,

F
二 十 , , 二

(t)( 1 } + s u p王t(R
,

尸
二 十 , , ,

(才)< i }

《 (su p {t(R
,

F
二 十 , , 二 十 ,

(t) < i })“
恶[ (

s u p {t(R
,

F
二 , 二

(t)< i })
‘’z

+ (s u p谧t(R
,

F , , ,
(t)< i }

‘’么

〕
,

V 戈
,

, (E

(ii )得证
.

证毕
·

二
、

概率内积空间的拓扑

由命题 i 和命题 2 ,

每一概率内积空间 (E
,

歹
,

刀)都可以用 (s u p {才(R
,

F
二 , 二

(t)( 1 })“
, ,

, (E 赋范化
.

因此技照这一范数拓扑
,

可以引进如下概念
.
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设 (E
,

萝
,

刀 )是一概率内积空间
.

E 中的序列 {x
,

} 称为收敛于 x (E (记 为
二 ”

”

1im (
s u p {t(R

,

F x
J
一 二

,

二一二 (t)< i })
‘ , “

= o

体
”

}c E 称为 C a
uc hy 列

,

如果

1im (
so p {才(R

,

F 二 , 一二
, ,

x , 一二 。

(才)< 1 })
‘’么

= o

仍 , . 呻。

(E
,

歹
,

刁)称为完备的概率内积空间
,

如果 E 中的每一 C au
o h y 列都收敛于 E 中的某

一

点
.

定义 5 设 (E
,

萝
,

刀 )是概率内积空间
,

映象T
:

E , E 称为连续的
,

如果 介 , 二 ,

就 有

T 、 .

今 T 、 。

三
、

不 动 点 定 理

本节中处处假定 (E
,

萝
,

刀)是完备的概率内积空间
。

定理 1 设S
,

T 是 (E
,

夕
,

J )上的连续自映象对
,

满足条件

乙 (
s o p {t( R

,

F s
·、一 T

·

。
,

s
·

、一T
·

。 (t)< 1 }
‘’艺

< co (V 二
,

夕(E ) (3
.

1 )

则存在一点 二 ,
(E

,

使得

( i ) 二. 是 S 和 T 的唯一公共不动点 ;

( ii ) x .
也是每一 S 和 T 的唯一不动点 ;

(11 1) 对任一 札(E
,

迭代序列 笼S、
。

}T
。 。 ,

{T勺
。

}:
. 。

收敛于同一点 二 , ·

证
:

对任一 二。(E
,

作序列 {二
。
= S

“二。}T
一。 .

由命题 2 (11) 和 (5
.

1 )有

为+ 价 一 1

(
s u p王t(R

,

F 二。+ 。一二、
,
二。+ 。一二。 (矛) < i } )

‘’么

《 乙 (
s u p王t(R

,

F , ‘+ : 一 x ‘
,
二 、+ ;一 x ‘

(t)< i })
‘’么

‘一 左

自+ . 一 1

( 乙 〔(
s u p {t(R

,

F 夕
‘二: 一T

‘x :
.

5
‘x : 一r

‘x :

(t)( i })“
2

+ (
s u p {t(R

,

F r ‘二: 一s
‘, .

,

了
‘x : 一 s

‘二。

(t)< i })“
2

]

于上式两端让 k , oo 取极限
,

由条件(3
.

1) 即得

1 im (
s u p毛才(R

,

F
二。,

一 , 。
,

、。+ 。一二、
(t)( i })

‘ , 2
二 o (3

.

2 )
山呻 .

上式表明 王二
,

} 是E 中的 C a u c hy 列
.

由(E
,

夕
,

刀 )的完备性
,

不妨设 二。 。吟 (E
.

由 S 的 连

续性
,

有S x ,

, S气 = “, .

故
“, 是 S 的不动点

。

同理
,

对任一 丸(E
,

作序列 {T 、
。

}
,

亦可证其 收敛 于 同一点 , 袄 E
,

且 六 是 T 的不

动点
。

下证
“, = , 。

,

而且 x , , “, = , , 就是所求的点
.

事实上
,

设 G (S)
,

G (T ) 分别表 S 和 T 在 E 中的一切不动点的 集 合
.

因 ‘(G (S)
,

介(‘(T )
,

故G (S )专功
,

G (T )斗功
.

于是 由 (3
.

1) V 戏G (S )
, g (G (T )有



概率内积空间中映象的不动点定理

乙 (
s u p {t(R

,

F s
·、 一犷

·

。
,

s
·

、 一丁
·

。 (t)< z })
’‘2

二乙 (
s u p 通t(R

,

F
二 一 , , , 一 , (t)< i })“

, ( co

由上式即得知
s u p {t(R

,
F

二 一 , , 二 一 ,
(r)< i }= o (V x (G (S )

,

, (G (T ))

故 二 = 夕
,

V 二(G (S )
, 夕(G (T )

,

即

G (S ) = G (T )= 凌
、, }= 玉g , } (3

.

3 )

定理得证
。

定理 2 设 笼T
‘}T

一 1

是 (E
,

夕
,

刀) 上的连续自映象列
,

且满足条件
:

对一切 正 整 数 i ,

今j

乙 (s u p {t(R
,

F T ‘
·
二 一 T , ·

。
.

犷、
·
二 一 r

, ·

。 (t)( i })“
乞( co (V 二

,

, (E
.

) (3
.

4 )

则存在一点 x ,
(E

,

使得

( i ) 介 是 {T ‘}T
一 :

的唯一的公共不动点 ;

(i i) 二, 是 每二 T ({T
‘}下

. ,

的唯一不动点;

(11 1) 对每一 二。(E
,

和每一 i
,

序列 通T 言二
。

}乳
。

收敛于介
。

证
:

这一定理直接由定理 1 得之
。

定理 3 设 S
,

T 是 (E
,

歹
,

刀)上的自映象对
,

设存在常数《 (O
,

1)
,

使得

F s一 : 。
,

s一 : 。(, )> F
二 一 , , 二 一 ,

(:
一

) (、二
,

。(E
, ‘。R ) (3

.

5 )

则定理 1 的结论仍成立
.

证
:

由 (3
.

5 )有

S ·p、, (*
,

二 ; 一 : 。
.

5 一 : 。(, )< 1 }、
5 · p

{
,、R

,

F
·

一(
一

二)
< ‘

= c
·

s u p {t(R
,

F
二 一 , , 二 一 ,

(t)< i }

故对任意的正整数
n , n 二 1

,

2. ~ ,

由 (3
.

6 ) 可得
s u p {t(R

,

F s
·
二 一 T

·

。
.

5
·二 一犷

·

。 (t)< 1 }(
c ,

·

(V 二
,

, (E ) (3
.

6 )

s u p {t(R
,

F
二 一。

.

二一。(t)< 1 }
,

V 二
,

g (E (3
.

7 )

因而有

乙 (
s u p {t(R

,

F s
·
二 一 r

·

。
.

5
·

二 一 T
, :

。 (t)< i })
‘, 念

( 乙
c :

(
su p笼t(R

,

F
二 一 , , 二 一 ,

(t)< 1 })
’‘2< co (V 二

,

夕(E )

另由(3
.

6 )和命题 2 (11)有

(
su p笼t(R

,

F 丁
二 一丁。

,

T 、一了。(t)< i })“
“

簇 (
s u p谧一(R

,

F 丁二一s 、
,

丁、一s 二

(才)< i })”
2
+ (

s u p {t(R
,

F s x 一犷。
,

s 二一丁。(t)< i })
‘, 2
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、(
S· p

{
, (*

,

F
·

一(杏)
< 1

})
“ ’

+

(
二 p

{
‘(R

,

F
·

一(: )
< ‘

})
‘’“

= o + (c
·

s u p {t(R
,

F
二 一 , , 二 一 ,

(t)< i })“
2

上式表明 T 是 (E
,

歹
,

刀 )上的连续映象
.

同理可证 S 是 (E
,

歹
,

刀 )上的连续映象
.

(V % ,

夕(E )

因而定理 1 的条件全部被满足
.

证毕
.

定理 4 设S
,

T 是 (E
,

歹
,

刀)上的自映象
.

设 {c
。

} :
. 。

是满足乙 c;’
2

< co 的正常数序列
.

再

设对每一
n (n = 0

,

i
,

2
,

⋯ )
,

下式成立

F :
。

二 一 :
。

。
.

:
n

, 一 :
门

。 (, )》F
、 一。

,

二 一。

(了、 (v , ,

。(E
,

, (R )
、 ‘ ” /

(3
.

8 )

则定理 1 的结论仍成立
.

证
:

于 (3
.

8) 取
n = 1 ,

仿定理 3 一样可证 S
,

T 是 (E
,

歹
,

刀) 上 的 连 续 自映 象
.

其 次

由 (3
.

8 )知

乙 (
s u p {t(R

,

F s
·

二 一了
·

。
.

5
·二 一 丁

·

。
(t)< i })“

“

( 乙 (
s u p “(R

,

F
·

一(众)
< ‘})

1 / 2

= 乙
e
: (

s u p {t(尺
,

尸
二 一 , , 二 一 , (t)< i })

‘/ 2

< co (V 二
,

。(百)

其中C
。
~ 1故定理 1 的条件全部被满足

.

证毕
.

四
、

应 用

作为应用的例子
,

在本节中我们应用第三节中所得结果研究Lz (G ) 空间中 U ry
s

on 积分

方程

戈(
·
)一。(

·
) +

}
。 K (一‘

,
二(‘))d , (4

.

1 )

解的存在性和唯一性问题
,

这里 G 是有限维空 间 R
,

中 的 有 界 闭 集
,

尸(G ) 是 G 上 平 方

L e bes g u e 可积的实函数空间
, 夕(s) 是尸 (G )中的给定的函数

.

我们先证下面的引理
.

引理 1 设 (E
,

(
· , ·

))是实 H ilb e r t 空间
,

}!
·’

1!
:

表E 中的范数
,

设 (E
,

夕
,

刀
2

)是由(E
,

(
· , ·

))导出的概率内积空间
,

其中刀
:
= m in ,

夕
:
E x E , 勿由下式定义

:

F
二 , ,

(t) = H (t一 (x
,

夕)) (V 二
,

夕(E ) (4
.

2 )

则下面的结论等价
:

(i )

(11)

1im [!二
,
一二 }l

, = 0
.

1im (
s u p {t(R

,

F
二

。

一 二
,
二

一
x
(t)< i })

’‘“= 0
.
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证
:

由(4
.

2) 有

(
s u p王t(R

,

F
二

, ‘

一 二
,
、

。

一 二

(t)< i })
’‘ 2

= (
su p {才( R

,

H (t一 (二
。
一 二 , 、 。

一、 ))< 1 })
’‘“

二 (二
,

一 二 , 二 ,

一 x )”
2
= !卜

。
一 二1}

, (4
.

3 )

于是引理 1 的结论 由(4
.

3 )得之
.

证毕
.

引理 2〔
“1
设 V ry s o n

方程 (4
.

1 ) 中的 函 数 K (
s ,

t
, 。) (

s ,

t心G
,

一” < 。< co )关于
“ 连

续
,

且满足条件

!K (s ,

t
, u
) !《R (

; ,

t)(
a + b !

u
!) (

; ,

t(G
,

一co < u < co ) (4
.

4 )

其中
a ,

b> 0 ,

且

}
。

}
。 }R (

· ,

‘) }
Z
d ·d ‘< -

(4
.

5 )

则由下式定义的算子T
:

T 劣 (
s
)= 夕(

‘
) +

是L
“

(G ) * L
“

(G )的连 续算子
.

e K (
S ,

t
,
x (t))d 才 (4

.

6 )

定理 5 设方程(4
.

1) 中的函数 K (;
,

t
,

u) (
s ,

踌G
,

一阅< 。< co )关于
u
连续 且满足条件

(4
.

4) 和 (4
.

5 )
.

对给定的 g (
:
)(尸 (G )

,

由(4
.

e) 定义的积分算子 T
:

尸(G )。尸(G )满 足下

面的条件
:

乙 】】T
”二一 T

”u
】】五

,
(‘) < 。 (V 二 (

;
)

, u
(
:
)心L

Z
(G ))

n 一 0

(4
.

7 )

则对给定的 , (; )(尸(G )
,

方程 (4
.

1 )在 L
Z

(G )中存在唯一解二 ,
(
:
)

,

而且对任一二。

(
s )(L

Z
(G )

,

迭代序列
二。 + l(s )一 , (

:
) + l

_ 、 (
; ,

,
, 二。

(,))J, (
n = 。

,

1
,

2
,

⋯ )
“

、 一

” 」G
一 、 一 ’

一
’ ‘ ’ 、 ‘ ’ 、 一 ’

-
·

一

按L
么

(G )中的范数1卜!!乙
, (‘) 收敛于 二 ,

(
s )

.

证
:

现考虑由 (尸(G )
,

(
· , ·

))所诱导出的概率内积空间 (尸(G )
,

歹
,

刁 :
)

,

其中刀
:
= m in

,

歹
:

L
“

(G ) x L “
(G )”勿 由下式定义

:

F
· , ·

(,
卜H (卜l

。 % (
·
)
·
(
·
)d

·

) (,(R
,

二 (
·)

, ·
(
·
)(L

Z

(G ))

由引理 1 知 (尸 (G )
,

夕
,

刀
:

)是一完备的概率 内 积 空 间
.

由引 理 2 ,

T 是(尸(G )

(尸(G )
,

歹
,

刀
:

)的连续算子
,

另由(4
.

8) 我们有

(4
.

8 )

萝
,

才
:

)、

s u p {, (*
,

凡
, 。

(, )< : }一 s u p

不
, (*

,

、(
, 一
}
_ 二(: )“(

; )、:

)<
l
)

t \ J甘 I J

。 二 (
s
)
u
(
; )d ;

(V x (
s
)

, u
(
s
)(五

2

(G ))
气了

(4
.

9 )

由(4
.

9 )即可得知

(
s u p {t(R

,

F
二 一。 , 二 一 。

(t)< 1 })“
2

于是 由(4
.

7 )和 (4
.

1 0 )得出

一 (
}
。 〔% (

·
)一(

·
, 〕

Z d ·,
‘/ “
一 ‘,戈一 ,,“

2
(G )

(4
.

1 0)

乙 (
s u p {‘(R

,

F T
·二 一犷

·
“

,

丁
·二 一 T

·
。

(‘)< i })“
z

< co (V 二 (
s
)

, u
(
s
)(L

‘

(G ))

(4
.

1 1 )
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故定理 1 的条件 (当S = T 时) 全部被满足
.

故 T 在 尸(G )存在唯一不动点 二*

(劝
,

即 方 程

(4
.

1) 在 L
“

(G )中存在唯一解 介(s)
,

而且对任一 二。(s) (尸(G )
,

迭代序列

二。 , 1

(:
)一 , (

;
) + l

_ 、 (
; ,

,
,
二二 (才))。,

J廿

(。 = 0
,

1
,

2 ⋯ )

按尸(G ) 中的范数1卜”户(G ) 收敛于 介 (
:
)

.

证毕
.
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