
应用数学和力学
,

第 6 卷第 1 期 (l分85年 1月)
A Pp lie d M a the m a tie s a n d M e e

ha n ie s

应用数学和力学编委会编
四川科学技术出版社出版

非线性系统动态响应的数值计算方法
‘

郑兆昌 谭明一

(清华大学
.

19 83年12 月 4日收到)

摘 要

文〔9 〕曾将一种模态综合技术推广到非线性系统的动态响应分析
,

.

应用于线性子结构具 有 非

线性连接件藕 合系统的振动分析
.

本文进一步把模态综合技术推广到各子结构具有非线性特性大

型复杂结构的动态 分 析
.

文末给出的算例表明本方法具有良好的精确度和很高的计算效率
.

引 言

随着有限元方法和计算技术的不断发展
,

对于复杂结构系统进行线性
、

非线性的静力分

析都已有编制的通用程序可供利用
·

焊是对于动力分析的问题仍然面临过高的自由度和有限
的存贮和机时的矛盾

.

近廿年来发展起来 的模态综合技术 (动态子结构方 法)
「‘’~ 〔7 ’

对线性

系统进行自由度的减缩已取得了显著的成效
,

并被广泛应用于从宇航到机械等各种工业部门

对产品进行动力特性的分析
.

当系统具有非线性特性时
,

已发展了很多数值积分方法
‘a ’可供

计算上应用
,

当自由度过高时
,

这些数值方法所耗机时也是惊人的
.

文〔9 」中提出了一种具

有非线性藕合件的系统的模态综合方法
,

从而把模态综合方法推广到非线性系统
,

简单的算

例表明模态综合法扩展到非线性系统是有效的
.

本文将把模态综合方法推广到一般具有全局

的非线性系统
,

而后可以在较低的自由度下利用已成熟的非线性数值计算方法
.

为了计算上

的方便起见
,

暂时我们的讨论限于一些拟线性系统(虽然这是不必要的 )
,

此外假设载荷成份

中主要是低频
、

的
,

高频成分可 以略去
.

简单的算例表明本方法对缩减自由度的效率很高并具

有良好的计算精度
.

二
、

子 结 构 的 分 析

按照通常的各种模态综合方法
,

对任何一个复杂结构系统可以划分为若干子结构
,

或称

子系统
,

并对子系统进行模态分析以获得综合所需的模态信息
。

现在写出任一子系统 g 的有限元离散方程

m ‘g ,父‘夕, + R ‘夕,
(x ‘, , ,

交‘
口 , )= r ‘口,

(t) + f {
, , (2

.

1 )
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其中角标 (的 表示子系统编号
,

为方便起见
,

以下在不混淆的情况下将省略
.

各符号分别代

表如下
:

m ‘口’

—质量矩阵
,

x ‘口’

—位移列矢魂
,

R ‘口,
(x

,

幻
—

非线性力矢量
,

r ‘”(t )—外激励力矢量
,

子护
’

— 由界面力组成的力矢量
,

对于一般结构系统
,

质量矩阵为常数矩阵
.

并设系统为拟线性系统
,

非线性力可表达为

R ‘口,
(
x ,

交) = k ‘g , x + e ‘, , 交+ 。f穿
,
(x

,

交) (2
.

2 )

其中
。
为小参数

,

并记

k ‘
“’

—线性刚度矩阵
, c ‘“’

—线性阻尼矩阵
,

叶护
’(、

,

幻—
非线性力矢量部分

.

于是子系统方程 (2
.

1) 可表达为

m 父+ c交+ k x * r (t) + 子
, 一。f二 (2

.

2 )
‘

现在来讨论方程 (2
.

1 )
尸

的 。
零阶近似线性齐次无阻尼方程

m 父+ k x 二 0 (2
.

3 )

这样我们可以把各子系统的非线性方程均按
￡的零阶近似得到一组无阻尼线性常微分方程

.

应用任何一种成熟的模态综合技术
,

就可以进行自由度的缩减
,

现在分别以固定界面法和修

正的自由界面法来说明这种缩减的步骤
.

( 1 ) 固定界面法

把座标 二 分为界面座标 二 , 和内部座标 二‘,

方程 (2
.

3) 可写成

「卜
。。

乡
‘,

1「“ 1 + 「
m “ m 。,

1「芡
‘

1 一。
L K J‘ K J了 J L X J J L m 了‘ m 夕J J L X 了 J

(2
.

4 )

当界面全部约束时
,

即 x , = 0 ,

得固定界面的运动方程
m 一‘父‘+ k “ x ‘== 0 (2

.

5 )

当子结构无惯性效应时
,

得静力方程

k . ‘x ‘+ k‘, x , = 0

即
x ‘= 一 k ‘。

一 ‘k‘, x ,
(2

.

6 )

由 (2
.

5 )可以求得固定界面主模态
,

并只取低阶保 留主模态中
* .

由(2
.

6) 当
x ,
逐个释放

取单位位移时
,

即得全部约束模态中
, .

关于模态减缩的原则和线性系统中论述一样
〔“’〔7 ’,

这

里就不再叙述了
.

于是进行座标变换如下

l只
’

〕[ ::」
一 〔, 〕l::〕 (2

.

7 )
飞.JJXXreeeeL

一一X

代入方程 (2
.

1 )
尹

并前乘中
T
得如下方程

「少二
。,

If)
。

1 十 「兮
为。

{
血,

1「{
自

1 十 「“
、 r

l「q *

1
L m 了自 m JJ J L X了 J L O了自 e 夕夕 J L 笼 夕 J L k J了 J L X 了 J

= 中
,
子

, + 中
r r一 。

中
T f二 (2

.

8 )

其中

币* * = 中百m
‘.
中
、= I。

币。, = 币万
‘= 中百m

‘, + 中百m
“
中

,
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币 了, = m , , + 中下m
‘, + m , ‘

中
, + 中军m

“
中

,

e 。。= 中百c “中
。

。。, 二 。,
1== 申百。

. , + 中百e
‘
冲,

。, , = c , , + 中万c
‘, + e , ‘中

, + 中万c
“ :

中,

k 。。= 中Tk
‘。
中
。= d ia g [p 盆

,
p 孟

,

⋯
,

p 孟] = A。

下, , = k , , + k , ‘
中

,

百。, = 百, 。= O

由于叭为正则化主模态
,

故币
。*
为k阶单位对角矩阵

,

瓦
。
对频率(p

‘
)平方对角矩阵

.

阻尼阵。、。

一般为非对角阵
,

在比例 阻尼情况下
,

则可化为对角的模态 阻尼阵
.

方程式 (2
.

8) 为任一子系统(2
.

5) 的模态座标 q ‘艺, 和界面座标 x ‘
了

,
表达的减缩方程

,

按照

界面位移协调条件
,

装配各子结构的方程
,

即得总体系统的运动方程

M花+ C向+ K
.

q二 F(t)一
。F,

(q
,

向) (2
.

9 )

其中广义座标 q
,

包括界面座标和各子结构模态座标子集
,

F( t) 由各外激励力矢量经模态变

换集总而成
,

矛以 q
,

自) 为各非线性外力矢量经模态变换而集成
,

界面力将不出现在方程中
.

这一结果同样可看成是由位能型变分原理导出的Ri tz 法得到的近似方程
【. ’,

这里的推导中只

是把阻尼力当成结点外力而已
.

下面以两部件为例
,

来说明其装配过程
.

把子结构右端力矢量都分别按内部座标和界面

座标的位置分开
,

顺便指出对界面自由度和非界面 (内部) 自由度均可安排一指示矩阵加以

区别
。

(! , 一

[ ::]
‘夕一

[二〕
, ·二

[ :;二] (2
.

1 0 )

利用界面位移协调条件 斌
‘, ~ 、钾把广义座标 q 记为

q , = [ q孟
, , , ,

q直
: , , , x ; 〕

得

O 《乡
,

峨
,

哈
,

。纷
, 。J梦+ 可圣

,}r

味0哈

一一C

1

11
“Jl云委

, 0 币孟圣
,

、

。 嚼 贰圣
,

斌;
, ,

喇蛋
, ,

叫圣
, + 叫参

,

击甲

f七
卜

111..11侧七

一一
F

0 0

A;
2 , 0

。 彩犷+ 石分

中舌
, , , r“

‘,

中走
, , , r。‘2 ,

;
, , , r奋

, , + 中J
, , , r奋

: , + r ;
, ’+ r

;
2 ,{

瓜00
r..日

11比

一一K

中云
‘’, f李留

中护
, , f奋梦

j”
, f岁 + 中尸

, f探 + f扮+ 呵梦{山
.

厂l

ee
泊

!
IL

一一万
F

在总系统方程 (2
.

的 中
,

左端项均为线性项
,

右 端 首 项 由 外 激 励 变换 而 来
,

只 有
。F N (q

,

q)为非线性项
,

是 由各子系统变换而来
,

包括非线性力均需利用关系 (2
.

7 )
.

当。= O,
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方程 (2
.

的退化为线性系统的固定 界面模态综合法
.

( 2 ) 修改自由界面法

在界面完全放松下
,

由方程(2
.

3) 求得自由界面主模态
,

通常也只取低阶保留主模态中
、.

此外还取以界面力作用下求出静位移作为附着模态 Y
.

即由方程

k x == f,

由子, 中对应非零的界面力依次取 1 ,

而其余为零时求出
,

用矩阵表达为

Y = k
一 1

L l, 」

其中 . ,
为单位对角矩阵

.

由于巾 ,
为正则主模态

,

故

中百m 巾
。= I、

,

中fk巾
、二 L、二 d ia g [p 全

,

P ;
,

⋯
,

p 孟〕

于是得
丫= 巾、L护中t , + 巾。L言豆中百

,

其中中
、是高阶剩余模态

,

且有

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

。 :
, 一

叫之〕
,

, :
, 一

叫之
,

L。= (I) rk中
、二 d ia g [P考

十 ; ,

P孟
+ : ,

⋯
,

P : ] (2
.

14 )

以士分析对自由界面子结构k
一 ’
存在才能成立

,

证Y与保留模态巾
。正交

,

取剩余模态

G = Y一 中。L公
‘
中百百

现在对子结构作座标变换

若k
一 ‘
不存在时

,

可采用移频法求得 Y
.

为了保

(2
.

1 5 )

r f
f ,

x = 〔G 中 。 〕}
一

{ = 「中 〕
L

q为
J

(2
.

] 6 )

这里把 界面力f, 取作广义座标
,

q 、表示模态座标
,

L q‘ J

代入子结构方程 (2
.

1 )
产 ,

得

才碑,枯
上奋
。

八U
.

rl县L, .

I
J

[
“

了
G .

{〕[ ;:」
+

}
+

〔
“

节
‘

己] l架〕

G T e G G , e 巾、

中百c G 中 tc 中
。

= 巾听 + 巾 r f , 一 。中叮N
(2

.

1 7 )

仍以两部件为例来说明其装配过程
,

利用界面力协调条件

f;
‘, + f二

: , = o

进行装配
,

再利用界面位移协调条件

x ;
, ’ = x 护

, == 中;;
, q ;

‘, + G乡
, , f;

‘)
= 中; ;

, q ;
, ’+ G ;

, , f夕
“,

把界面力消去
,

即得形式和(2
.

的一样的综合方程
,

右端界面力也都消去
,

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 )

其中质量矩阵

{ 巾轰乡
, r A , 币A 。迄乡

’ + I篇
, ,

M ~ l

L一叫岁
矛 AT 币 A 叫夕

一器
’r A , 币 A 中括

’

叫爹
, r A, 币 A 侧圣

’

+l 二
, ’

其中

币二 乙 G ‘g , , m ‘口 , G ‘口、 ,

A== [ G J
, , + G ;

, , 」
一 ‘,

G , = [ 0 . , 〕G
, 一 1 , 2
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注意逆阵A并不一定存在
.

对于刚度阵K形式和质量阵相似
,

只需将币用下代替
,

l‘用 L
。

代替
.

k为

瓦= 乙 G ‘口’r k ‘
“, G ‘“,

9 . 1 , 2

阻尼矩阵

C = C
i
+ C :

其中

C
i
=

, A , 亡A巾孟;
’ + 中乏

, ’, 。 。轰”

括
, , A , CA巾;二

’

一沂J
, , A

, e A。孟圣
,

中尸
, A咤A中;;

’ + . ;
2 ’r 。 中迄

,

C
Z
=

即叫圣
’

1),中心溉」巾一
一
中

中好
, r Ar 。行

’

一中好
, r A , 。号

’ 。另
’A . 括

, +
’

巾乙A , 。
行

,

+ 。
罗A侧乡

, 一 。括
, , A

, c
行

, 一 。J护A巾绪
,

G ‘“’r c ‘“, G ‘刀, ,
e乡了

, = 。走
“、r e ‘口’G ‘“’ ,

c留
’= G (“’, c ‘“’中;

“’

乙叭一一

右端非线性力

F刀

一 中 ;二
, 少 A

T

(G ‘” , f分
’一 G ‘么, , f分

,
) + 。迄

‘, , f分
,

一 。五圣
, , A

T

(G ‘2 , 牙 f分
, 一G (, ’, f分

’) + 。 ;
2’, f分

’

外激励力 F (t) 表达式和上式相似
,

只需用
r
留 代替 f罗

’即可
.

应该指出的是
,

.

以上综合方法对左端综合方程 的建立完全可沿用线性系统的模态综合方

法
,

对于非线性系统只是处理 成右端的载荷项
.

三
、

非线性方程的求解

经减缩后的非线性方程

M句+ C向+ K q = F(t)一
eF二

(q
,

向) (2
.

9 )

和通常的非线性方程一样
,

精确解是难于得到的
,

但可有效地利用许多著名的数 值 积 分 方

法
〔’“’〔“ ’,

在〔9 ]中已作过讨论
,

方程(2
.

9 )和文 [ 。〕中方程 (3
.

1 2 )有相同形式
,

这里非线

性项已不再包括线性项
,

因而具有更简单的形式
,

采用文【9 」中指出的迭代法或增量法进行

计算都是适用的
,

本文将不再重复
.

由于方程 (2
.

9 )比原系统方程已作了很大减缩
,

虽然同

样可使用数值积分进行计算
,

但效率也大大提高
.

直接从有限元离散得到的非线 性 动 力 方

程
,

一般往往自由度过高而难于采用数值积分
,

本文提供的方法将克服这一困难
.

四
、

算 例

图 1 表示一弹簧一质量系统
,

该系统自由度为 10 0 ,

设 。 1
二。: = ⋯ = m 10 。

= 1
.

弹性力的非

线性关系如图 2 所示
,

并取 a = 1
.

0
,

刀= 0
.

2.
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棍
9 1-一 k loo

用 100

图 2 图 3

取比例阻尼

C二 aM + bK

计算中取
a = 0

.

01
,

b 二O
.

OOS
.

K为线性刚度矩阵
.

设在第20
、

40
、

60
、

80
、

1 00 个质量上作

用有周期性外激振力如下

F ‘一 0
·

0 0 5‘
·

, ‘n

晶
‘ (‘一 2 0 , ‘o

, 6 0 , ‘。
, ‘o”,

按上述方法
,

进、, 不同的自由度缩减
,

,。用“
e w m 一k 一刀法!取刀

一 “
·

2 5
,

, -

(
、

介)〕
减缩后自由度为2 0 , 5与原自肉度一

‘0 。比较
,

计算响应曲线女口图 3
·

图 3 表明减缩自由度为 5 时与
。= 100 有良好的近似

,

各峰值比较如表1
.

t/ At

”= 5

” = 20

”二1 0 0

444 888 6 111 8 ggg 10333 12 666

77777777777
.

4 3888 14
.

3 111111111111111111111111111111111333 4
.

4 33333 1 4
.

1 333 一 16
.

5666 一 1
。

53 111 一 1 8
。

6888

333 3
.

韶韶韶韶韶韶韶 14
。

0 9999999999999 一 2
.

86 999999999999988888
。

4 4 44444 一 15
。

2 333 一 3
.

1 2 333 一 12
.

4000

一一一 1 4
.

9 66666 一 1 2
.

1999

222222222222222 4 77711166666666

一一 4
.

89999 2 0
.

了6 { 一 6
.

00 2
1

了
.

62 ... 一 8
.

3 0666

444
.

3 4 111 一3
.

7 3BBB 习
.

6 2 5
1

一 3
.

85 7
」

了
.

65 444 一 7
,

04 555

444
。

0 8 000 一3
.

5 1 222 9
·

4 0”

⋯
一 3

·

62 2 7
.

45 555 一 6
.

8 6 222

0
.

5
,

A t== 2
.

5

一
一一

~

竺
_

_ {

取图 4 所示三角波脉冲激励
,

其各最大值为
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F荟
。, = 0

.

0 0 5 1 (i二2 0
, 4 0 , 6 0 , 5 0 , 10 0 )

_
。

.

T . _
_

,

_
.

一 一
、

取△t= 居手 = 8
.

0 4 0 0 8 (T 二 为最大周 期)
.

初始条
5 0 一

‘ 一 ‘ -

一
、 一 ‘

..

~ ~ / 、 ,
门

产
”

产

”
月 ~ 刁、

件为

劣‘。= 0 ,
交‘0 == 0 (i= 1 , 2 ,

⋯
, 1 0 0 )

取比例阻尼的系数
a = b = O 可得无 阻尼响应曲线

如图5
,

各峰值比较如表2
.

汽
’

。。

口

八八八八{{{\\\}}}
⋯⋯{{{
、

⋯⋯

图 4 图 5
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下面将图 1 系统分成两部分
,

I部分 60 个自由度
,

I部分 40 个自由 度
,

‘

在 I部分中取
。 :
个模态

,

I部分中取
n ,
个模态

,

另外取
n 。
个约束模态

.

用固定界面法计算
,

这里所用正弦

激励力和算法同前
,

所得结果见图 6 ,

各峰值比较如表 3
.
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表 3
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若激励用图 4 所示的三角脉冲
,

取零阻尼
,

用模态综合法所得的各峰值比较见表4
.
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懊用应数学
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