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摘 要

Y
.

K
.

C he u n g等(19 82拥样条有限条方法成功地求解了矩形板和壳的问题
.

本文将此法作

少许的修正用于分析平行四边形板 这一修正只增加少许的计算最
.

但仍保持有限条法的良好性

质 (如带状性质等)
.

本文还给出方法的误差估计和数值算例
.

引 合
.

暇1

0
.

C
.

乙e n k ie , ic : 川等首先建立了有限元方法
,

随着Y
.

K
.

C h e o
ng 发展了解矩形薄

板弯曲问题的有限条方法
,

收到节省计算机内存和计算时间的良好效果
, 其后该法在结构分

析中得到充分 的发挥
t名, .

1 9 8 2 年
,

Y K
.

C heu n g 等人进一步将这一方法和样条函数结合起

来
,

形成
“

样条有限条方法
” 〔. ’.

迄今为止
,

在他们的大量的算例中
,

只涉及规则区域的问

题
,

严格地讲只限于一类
“

直角形区域
” 。

在薄板弯曲问题中
,

他们未曾用于分析平行四边

形的斜板
.

本文试图将样条有限条法用到任意平行四边形板的弯曲问题
,

其结果表明这一方

法对非规则区域的问题仍能发挥一定的作用
.

实际上
,

对曲边平行四边形板
,

甚至任意的四

边形板的问题
,

样条有限条法也能发挥作用
,
此将另文讨论

.

二
、

问 题 的 陈 述

考虑平行四边形的薄板口
:

寿v < 劣< kg + a (0 ( y < b)

此处
a ,

b> 。
,

k = tg o (图 1)
.

习 的边界记为a’D
,

并以 (a 口)l
,

(a 。)
: , 、

(a 。)
。
分别表示固

支
、

简支和自由的边界

吕

口口= U (口口),

对于K ir e h h o ff板
,

总的食创戮为
.

了石与
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刘J认万牙
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矿
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’
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其中功—挠度函数
, q

—外荷载
,

刀
—弯

曲刚度
, v

—
泊桑比

.

薄板弯曲问题是 要 寻

找在 习上适当光滑的函数 w ,

满足边界条件
,

。华
剑打方

匆I

时I,I,z,

,I,
/宁了

产

口功
功=

一几不一 = U
O 介

tD = 0

于 (口口):

于 (口日)
:

(2
.

1 )

(2
.

2 )

图1 板习= {(二
,

‘){为夕< x < k , + a .

0< , < b }
. a > 0

,

b> 0
,

掩= tg 夕
并且使

J (功 )《J(功
朴) (2

.

3 )

或等价地使

。 ff l口2切

勺J飞万尹
~

Q

口名切朴
.

口2切 口忿叨势
.

, 口: 功 日2 切带
.

口2功 .
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.
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口么切 苦 、
,

而而了
“ % 。 , ~ V 功倪 (2

.

4 )刀d劣叼一切q
汀月夕

此处口
苦具有与切相同的光滑度

,

满足同样的边界条件
:

护二

掣
= 。

O n
(2

.

5 )

功份二 0

于 (口口)
:

于 (口口)
:

(2
.

0 )

三
、

坐标变换与离散化

选取变换

劣= a占+ 为6刀
, y二场

在此变换下
,

域口变为省, 刀平面的单位正方形 口= 〔0
,

ll x 〔0.

变数的二阶导数之间有下述关系
:

(3
.

1 )

1 1
.

原变数的二阶导数与新

。

硬
。

可
护

01了
1了护了日:

口广

口
2

口yZ

a 2

口劝夕

(3
.
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2儿
一下尹-

口占口刀

.rI

I
..L, .......
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..J

。掩

一
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一
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板的总能量可改写成
:
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翎修
‘1 + “:

)
2

嚼)
’

+
备(令)

’
+

金
(卜

· + 沙
:
) (斋丫



解平行四边形薄板弯曲问题的样条有限条法

, 。 v + k艺

, . 石~ 一-一- 布一一 ~

口口

口2白 口:
白

口舀2 口刀忍
k (1 + k

吕

) 口吕白 口1白
一 4 ee

we 一- 下f 一

一
~

二屯互
~ 一万 万不丫-

『 0 右
一 0 自O叮

_

掩
一 4 了 r

口 ~

a :
白

口f7 2

a .白 、
, , , ,

「f ‘ , ‘ ,

百妻百万了
a 互a”一OD JJq , a “a ,

此处 白(舀
,

的 = 口(砧 + kb 刀,

b的
.

边界条件的形式保持不变
,

即

‘ a白
加 = 二二布 ~ = O

口月

加 二二二

此处 (a口、,是 (口口)
, (j= 1 ,

2
,

于 (口口)
:

于 (a口)
:

(3
.

3 )

(3
.

4 )

3) 在变换 (3
.

1) 下之原像
。

‘

依照有限条方法
,

将域口剖分成若干个条形域 (图 2)

云= 甘云
, ,

劝
, = r: , ,

: , + : ] 、 [。
, IJ

,

J一 O

,

_ I
‘了~ 万

在口内
,
白(岛 的沿 右方向取 H e r m ite 三次插值多项式

,

沿 刀方向取三次样条多项式
,

即

时价好斑
�

1
1.

..

.l

.

..L、J.......。) - 【·
!
(雪)

,

、·
: (睿)

,

一⋯
中 (刀)

巾 (”)

巾( ”)
( 3

.

5 )

巾(勺)

看二
雪一雪,

才
君一告

,

佳此奋

谧a全, = [a , , _ , ,

⋯
, a , ,

. + ,
]

r ,

{刀冬
, 二 [刀

, , _ . ,

⋯
,

口
, ,

. + :
]

, -

N ,
( t ) == z一 3 t2

+ 2尹
,

N : ( t ) = t ( z一 Z t + 产)
,

N 。( t ) = 3 t吕一Z ta ,

N
.

(t ) = t (产一*) ,

巾(刀) == [中
一 :
(刀)

,

甲。
(粉)

,

⋯
, 甲。 + r

(刀) ]
,

0

(”一刀一
:
)

3

仰 (刃) =

.
+ 3 1

,

(刀一 刀
‘_ :

) + 3 1 (”一介
‘一 :

)
t 一3 (”一

‘一 :
)

s
+ 3 1 名

(冲. , , 一峥) + 5 1 (。
. , : 一勺)一 s(枷

+ :一”)

刃《爪
一 :

仇
一 :
‘刀《仇

一 ,

勺一《刀《冲
‘

水《 , 《”
‘, ,

加
+ ,《冲《功

, :

水+t 《劝

八,口.八.
宜‘

(刀
‘, : 一刀)

r........、声
.

....

一.

11一八J协

J , .
‘ .

护 1
,

护
琴〔i 男￡‘=

,

二
响

,

叭 = , ‘。

,刀

为使白在上下边缘满足所论的边 界条件
,

须将少的前面三个和后面兰个样条基函数衡 (帕
,

j, 一1 ,
。

,
1

,
m 一 1

,

肠 。+ 1 ,

按照表 1 作相应的修正
,

修改后的巾写成
.

巾(的 = 【币
一 : ,

币. ,

葵1 , 甲: ,

⋯
, 甲一

: ,

币。
一 : ,

币. 孔+1 〕 一

亦须对左右两侧的边界条件作相应的处理、 兹不详述
。

剩下的做法
,

如形成总刚度方程组等
,

与有限条的做法相同
,

亦不详还
.
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表1

、\ \

局部地修改样条基函教
,

使刀= 粉。的边界条件成立

修改后的样条基函数

获
,

} 扁

自自
·

由 端端
之

““
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衙
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‘

(加) ~ 000000000

边 界 条

补味长

四
、

方法的误差估计

1
.

误差的能盘模估计

我们只讨论整个边界 口口 均 固支的情形
,

在其他的边界条件情形下
,

问题的分析方法与

结果都是类似的
.

另外
,

为避免引用抽象的 Sob ol ev 插值空间理么 将在较强的条件下给出

误差估计
. 、 -

「 」
、 ’

假设真正的挠度函数 二( 二
, 。) ( c.

.

用 , 。 ,
. (二

,

。) 表示以前述方法求得的近似挠度函数
。

我们将证明
,

存在常数 c > 0使

。

甸
. ,

箭
: , 。

令〔!票} 。 + 口4功

口劣恶口, 2

: , 。

夕 (l鲁}
. , 。 * : +

, 。

甸鲁!
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。
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.
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票
l= 了

,

韶瓷分}
‘

; 。 ”‘+
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决
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.

l e
)
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, 。二 艺

. 1 , . : .
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.
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, 、口劣元上口夕. 盆,
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在证明(4
.

la )
,

(4
.

z b )
,

(4
.

、e )前
,

我们指出
, , (劣

, , )满足边界条件

。一

器
一。 于‘

和(2
.

4) 式
.

。。 , .
(犷

, , .
满足同样的边界条件并且使

(4
.

2 )

可{万』兰华若生 』馨冀扩竺
+ 一
全黔若生

一

吻戈
巴
生 + ,

‘典妙
-

里寥乒
~

知夕 气 口潇
一 口荡

一 0 刀
一 O 夕

一 、 口 X 一 0 9
-

+ 旦寥拼卫擎冬竺、+ : (1 一 , )

0 篇 0 夕
一 ,

口场
。 ,

.

口劣口梦

口“切亡
, .

口劣口夕 }
“, d ,

一

价
叨,

,
·
“、 V tD

一(犷
, ,
·

(4
.

3

犷
。 , .
表示一个有限维空间

,

其中之每一元素城 劣
,

刃如下述
。

令

甜, 二 谧(
二 ,

夕) } kb 才+ 7 h《
二
《kbt + (j+ 1 )h

, 夕二bt , 0《t《1卜

(见图 1) 作变换
二== h省+ 九b刀+ jh

, , = b刀
,

(占
,

刀) (口 (4
.

4 )

其逆为

二一k夕一 jh

人

, 。誉
,

(,
,

。)‘“ ,
(4

.

5 )

变换 (4
.

5) 将口
, 变为口

。

对任何 v( 二
,

刃(犷
。 ,

. ,

记

右,
(雪

,

刀)= 。
(h雪+ kb刀+ jh

,

匈)

函数右
,
(占

,

的可写成
:

右, (蜜
,

刀) = 习 [ a , , ; N 、(占) + 刀
, , ‘

N
: (君)+ a , , : , ‘N

:

(睿) + B一
, 1 , ,

N
、(雪)1中‘(, ) (4

.

6 )
公. 一 !

这表 试 二
,

约 是分条 (分片) 的三次 H er m it e
与三次样系的 乘 积 型 多项 式

,

但 从 整体 看

代C
‘

(口). 此外
, 。
还满足边界条件

.
1

、 -
」

口口
_

_
_ ~

了
一

、

。~ 居于二O 于a口 (落J )
口n ’ J 一 “ 一 、万

二
,

定义三次样条插值算子儿与三次 H e r m ite 插值算子肠
:

V 诚约
,

(肠华 )(占)为三次多项式
,

满足条件
:

(6 u 甲)(o), 伊(0 )
,

(0二甲)(1 )= 甲(1 )
,

(口, 甲)
‘

(o ) = 中
,

(0 )
,

(0 , 甲)
夕

(1 )= 甲 夕
(1 )

V 诚的
,

(口神)(刀)为三次样条函数
,

满足条件
:

(o a叻)(刀,
)= 砂(刀, )

(oa叻)
户

(勺‘)二功
尹(万

‘
)

= 0
,

1
,

⋯
,

m )

(i二0 ,
二)

定义 切(义
, 夕)到厂

, , . 的插值投影 . (二
, v )

:

当(二
, 夕)(口

,时

肠
。 ,

贰二 ,

刃‘(刀白户(舀
,

们

其中汤
,
(舀

, 刀)二切(h舀+ kb 刀+ 了人
,

b刀)
,

雪
, 刀由(4

.

5 )表示
,

汀== oa 口a = 0 a 0,
。

有了以上准备
,

现在可着手证明(4. 1) 诸式
.

根据熟知的有限元法的基本估计“’,

我们有

(4
‘

8 )

l。一。
。 ,

. 1
: , 。
《c .

I, 一汤,
】

, I
: , 。

(4
.

9 )
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口. =
1 + v

1一 v

为证(4
.

la )
,

只须估计(4
.

的式的右端
.

按照 ,
·

,
: , 。 ,

的定义
,

利 用 C au ch y 不等式
,

我

}功一汤
. ,

二 盆
, 。 , “ }tD 一 H 白,

l要
, 。

有中们其
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)

h: 口占
2

1名
.

F
, 。

口名(白
,
一 H 白 , )

_ ,

口2
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,
一 H 白 , )

l 十 l 月 .

一一
- 一一了 ,万下互一一

- 一 十艺R 一 一
.

而 , 石 刃‘下

一J L n 一0 白一 o n o g a 刀

r...LrZL盯一日
、。

,月‘

O
目

日2
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)

b
忍口刀2 + 2

、
鱼熬翼细

一

+

n 一口 g
-

里绝经呆攀鱼止 1
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,
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吕
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)
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‘
一 H 白

,
) 12 、

, 。 ,

一
-

冲衷丽
二

~ ] 了
a “a刀
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,
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班【
。1

(白
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)
h名日占吕

1
吕

.

「 口: (白
、
一 H 白

,
、 1 1

l + l

—
万下石了下二, 一

—
l

J L r’ 0 g O刀 J

d 名
(奋

s一H 白,
)

a冲名 了}二而 (4
.

10 )

此处 c( k
,

b) 是与壳
,

b 有关的常数
.

以下出现的与 k
,

b有关的常数
,

与这 里 的 c( 儿
,

b) 只差

一个常因子
,

故仍用相同的符号表之
.

注意H = OB
肠二a砖

。 ,

利用熟翩的 H er o ite 插 值与三

次样条插值的误差估计理论
〔毛’, ‘“’,

由 (4
.

10 )便得
:

一
* 。 ,

二 :
, 。 ,

、 (。
,

。)
(}令 !:
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“+
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:
+
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)
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·
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r

}:
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) “
川

由此与(4
.

的便得(4
.

la )
.

为证(4
.

I c
)

,

我们考虑薄板口在以(, 一二
, ,

动为外荷载作用下的挠度函数
,

记为
“

(
二 ,

刃
,

相应的近似挠度函数记为
“。 ,

试二 ,

刃
,

按照诚劣 ,

川的定义 (参见 (2
.

4 )式)
,

有

,。一叨
, , .

。:
, 。一

JJ{令
一

丝鄂叫
一 +

分
+

令
口Zu 日2

(二一阴
。 , 。

)
系研 。夕2

a 盈
(。一功

。 ,
. )

—
口扩

一

1
.‘
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+ 2 (1 一 v )一石半;芬
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.
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, , tn 的定义((2

.

4 )
,

(4
,

3 ))有
*
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下

哪粽黔立
a 名“, , .

d扩
卫业竺竺

二困匕卫丛三口, ,
口夕,

口2

(口一功
。 ,

. ) 口
2 0 . , . a 忿

(功一 功
。 ,
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.

口扩 口夕,
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,

’

O扩 ]
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+ 2 (1 一 v
)
口,

(功一切
。 ,

. )
口二 d刀

口、
。 ,

.

a 戈日梦 }
d “ ““一”

(4
.

1 3 )

(4
.

12 )与 (4
.

13 )结合起来
,

再利用C a u e h y不等式得
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, 。二
fff a

名
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。一 u , , . )

.

d 名

(。一功
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.

口,
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几

,

司
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叹
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.
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“一、 ·

l
: , 。的估计类似于 (4

·

1 1 )或(4
.

王“), 同时注意到
“
是在以 , 一叭

,
. 为外荷载作用

下的挠度函数
,

故有
.

,
·

一
,

: , 。
‘

·于 (“
,
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({器{;

, 。
’

”
4

+

{瑞氛
r
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,
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⋯
, 。(h + l)

念
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,

‘

两端消去公因子脑一功
. ,

司
. , 。
便得(4

·

1 “).

据 G r e e n
公式和 C a u e h y不等式

,

有

l二一。
。 ,

. !孟
, 。

再利用巳证的(4
.
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,

2
‘

最大模估计
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。
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.
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.
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。

在前述假设下
,
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:
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此处
c ) O为常数

,

卜 l。表示在口上的最大模
,

即

V 。 ,

口口皿
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。
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,

y ) I
‘
一 , )e ‘

证明 首先利用三角不等式有
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口
。
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.
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创
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临 + l奋‘ 一OB白i. 岭十 .白“、夕, 白‘。一0 ,
(白石一eB白l’0 ”妥

利用熟知 的 H e r m ite 和三次样条插值误差估计于上式右端各项
,

经整理
,

我们便得到
〔‘’产. , .

, tD 一‘
一 ,

。

“( E (4
.

1 7 )
. 1 + . , 一‘

}丽瓷‘{}
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“

甘

类似地存在 了
。
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。

《
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l汤
。 ,

一
切。 ,

。 l。== 】汤
, ,

一
切。 ,

。卜j。二 皿H 白j。一白
, , .

砰会

此处 奋
。 , . (雪

,

刀)= 功。 , . (h占+ kb 刀+ j。h
,

b , )又必存在吞
。 (o《k .

《m 一 l)使

l刀匈 , 一丸
’,

二石一皿11 白I. 一气⋯浦、

此处 对k0 = { (占
,

的 10 《舀《1 , 。k0 《 , 《 , k. +l 乡

不难得到

(4
.

18 )

(4
.

1 9 )

.邢
“一
鱿

“
.户、刻肠
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鱿

·l0, 戍
”

《
‘几

一

为 .
。 ,

一
脚. ,

。 1
. , 。

《‘几
一

气 !荀
, , 。一叫

。 , 。 + 脑一。
。 ,
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利用(4
.

Ic
)与 (4

.

11 )于上式右端得
:

.甘口 肠月

O
I,

.

..叮........

..
皿

“加
、 一氏

, · l*
;

_

。h
一

权}鲁}
_

hz+
肠皿 肠 . , 甘

口4功

。劣
2
。夕:

+

{令{
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)‘
”+ ‘”

(4
.

2 0 )

(4
.

1 6 )
,

(4
.

1 7 )
,

(4
.

18 )
,

(4
.

1 9 )
,

(4
.

2 0 )结合起来即能得到(4
.

1 5 )
。

五
、

数 值 例 子

我们计算的例子是一块受均匀荷载作用的平行四边形薄板
,

板的上
、

下边缘是简支
,

左

右两侧是自由
.

斜角0从零度 (即矩形板) 变化到 60
。 ,

一

泊松比取 0
.

3
.

计算 时
“

沿 夕方向
”

1

1,;B |111

i子,

IJ必了护月沙11
1

取 9 个节点(m = 8 )
,

沿 x 方向取 7 个

节点(
n = 7 )

,

见图 3
。

我们 将 图 3 所

示的两个点 (A 和扔 的计算结果和

R a m s ta d ‘”的结果进行对比
,

可以看

到用我们的方法计算挠度和力拒均有

较高的精度
,

见图4 ~ 5
。

图3 数值匆子的网格

D 有限维空间中的所有模都是等价的
.
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电且.通

69

:
0几幼

0
.

趁 刀,

6 0
汗

45
目

15
.

0
.

图4 月
,

B点挽度计薄结果
多

.

、尹点B了.、果算结计向方其及

了

教系矩

t硕弯扩一主

5
日

图
.

六们结 论

不论在理论方面还是在数值计算方西
,

样条有限条法均能用于分析平行四边 形 的斜 板

(如前指出亦能用于分析曲边乎行四边形板等)
‘

为构造属于口类的形函数
,

样条有限系实

际上只涉及 ‘

一挠度和 口

一
转 角

.

这方面它谬午标准的协调有限乓脚 后者须涉琴四 个

未知量(切
,

火
,

内
,

人,
)

.

然而
,

两者的误差阶是相同的
.
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