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摘 要

本文的主要结果是证明表现定理
.

非正则积分是类新颖解析函数
,

它表成 T 盯lor 一Pou ri er 混

合型树级数 其中F o ur ier 级数的每一系数本身都是T ay lor 级数
,

而所有 T ay lo r 系数则是方程参

数的常项树级数
,

每一系数的高阶修正项具有树结构的无穷繁衍性
.

证明此树级数解在原方程的系数定义域中解析
,

收敛条件是方程的结构因子小于 1
.

直接代入

可以验证树级数解逐代满足已知方程
.

与经典理论相对比
,

本法的优点不仅可以给出非正则积分的显式
.

从而解 决 Poi n ca r‘问题
,

并能统一处理具有多种奇点的方程
,

扩大解析理论的研究范围

利用树图法可得非正则积分的严格解析表述
.

据此易证树级解的收敛性
.

并满足方程
.

树级数具有自守性 这与 Poi n ca r己猜测完全符合
.
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1 引理 3

引理 3 非F uc h s型方程的基本解系的半收缩部‘
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2 求和公式和树算符

半收缩部的结构比全收缩部复杂得多
,

它需要更多的序列求和公式
.

它的树算符将给出
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,
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N (3) = 3 等等
.

注意
,
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,

这里的刁与
。
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.

( 1 ) 简单序列的求和公式

A 序列

图弘 半收缩部的分支图
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一树级数解的表现定理( I )

F序列

领先项的收缩形式保不变
,

逐代向后移动时所增加的
n .

均不参予收缩
.

它和 E 序 列反

F < .f. >一<主> + <f
,

圣> + <了
:

了
:

.3. > + 二

二 E lim

口, 凡
命(命)

九‘A :
‘”

, ·
,“ ,一, 〔‘”+ ”,“” (5

.

8 、

, : (, IF )一 e X p〔·。〕
{卜 E 二

,
(, )e 二p。, a ,

吮子宫
r
l
一’

一 了 、 ’ 声 一

效: (刀)

刁a , : (刀}F )= 乙
丹对

L
,

(刀)L (刀一
”,
)L (刀+ ”)

r一乙
e二 p [ 一f

, 。
.

]

f
: 会黔护〕

一 ’
“

·

‘”,

_ 户
’

M
。:

(刀一气 )M
。:

(刀) f : , , 。、

一分 工兀历石万石动工《刀千刃砂
· 、。 ,

+ 艺 M
”一 ,

,

(刀)
f
-

一

丝上达夕土卫二星
一 、 ⋯飞

L (刀+ 。一 j
l
)

’

J

G 序列

领先项的收缩中逐代插入的
, ‘

均不参予收缩
.

_ 流 一
G <

。·。

>= < ⋯ > + <

夕

尸

一> + <. “g’ 仇
‘“ > + 二

. 艺 lim

口一凡

1 , 口 、九
r J , 。 .

。
、

下汗叹万万
~

) 1刁 ‘、p
, “ . 。 ) e x p以 p 十 。)‘J ; (5

.

9 )

效 s , : (刀
, n
IG )== 乙

介1
谓鼠{豁硒[

1一

于一卜
一”

·

璐雳工〕
一’

·

业架黔业
一

哥
’

工

错赶黔
万{红鳄瑞现

+

于卫践毙尝另兴黔溉尹止‘一
(, 一g ,

卜
⋯

}

( 2 ) 树算符

由简单序列算符构成复合算符作为半收缩部的树算符
.

显见 D 算符生成高阶极点序列
,
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,
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,

如果结 构 因 子 口,

小

于 1

陌 ,一军
’

卜会瓷留
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l

所有系数 D , 。是方程参数 (a
,

刀
,
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:

D
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溉哥军弓飞洁而(命)
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·
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(”多0)

。
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0 1
口

q 一 , = 点
‘ .
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, 了丽二千丽)
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。

(刀
·
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‘
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。:

(刀
,
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(刀
,
+ ”1

)
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一
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f下二万 、 一一
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--r‘气P 。
一 n l少 }

lim

口, 风

lim

夕、凡
(k《p ‘)

‘.....声、.....
�

+

证明

根据引理1
,

2
,

3
,

得到

甲式约 == 勿
,

(约甲g (0 ( ( 6
.

3 )

其中

勿
,

(约 = 勿忿(亡) + 勿忿
.

(约 + 勿 :二 (约

勿 : (亡) == E A
, 一e x p [《] ( A

。。= 1 )
-

勿忿
.

(乙) = B , 。
+ B , 1乙+ ⋯ + B

, 。亡* + ⋯

勿二
‘ .

(‘) 二名 {C
, 。。

+ C, . ,亡+ ⋯ + C , , 。雪. + ⋯ } e x p [城]

D , 。。
二 i + B

, o ,

D
。。、== B , 。,

D , 。。= A , ,

+ C
, 一 。, D 。 , 。~ C 。 , * ( k> 0 )

则得对应函数勿
,

(约如上
.

且根据上述引理 1
,

2 和 3 的证明
,

函数勿
,

(约在平行带域K ‘内解

析
。

显然
,

根据系数的估值

A
。。= i , A , f, = O (叮

,

)

B , 。= O ( g 要)
,

‘

C 。。。= 0 (口孟)

得到
,

D
, 。

(亡) 二 ( i + O (口二) ) + O (口忍)雪+ ⋯ + O (口二
“)雪名‘+ ⋯

D , 。

(亡) = O ( g
,

) + O (口吕)乙+ ⋯ + O (口二
“+ ‘
)乙

蕊‘+ ‘+ ⋯

(”= 士1
,

士2
,

⋯ )
一

,

一
, 一 、

一
‘ , , , 、 、 _ _

_
,

_
_ _ 二

,
_

~ 二 _
‘

_
. 、 _

_
, _ l d 、

_ . J 、
‘

_

对于自变量为 z( = 产 )
,

立即可得下列结果
:

非 F uc h s
型方程兄《

二, -

壬
一

】甲= O 与其退
” 一 一

一一
’ 一

.

—
’ 一

”
’ -

一
‘ ’

一
”

一一
’

一一 、
一

a 之 , 一
一

’

一

化方程 L扩== 。的基本解系之间的对应关系为
, , ,

(
: ) = 勿

q

(
z ) , : (

: ) = 乙刀
, .

( In z )
z凡+ ”

(。
.

4 )

对应函数勿
。

(z) 在沿正实轴割开的环域K
二

( p :
< }zl < p :

) 内解析
,

所有系数 D 。。 。

都是方程

参数的树级数
:

几
。

( In 才) = 刀
, , 。 + D , 二 In z + ⋯ + 几

:

d护
2 + ⋯

‘

6
.

2 直接验证

可以验证
,

树级数解逐代满足方程
。

将正常部 甲: (幻代入原始方程的左右端
,

分别得到
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非 Fuc 五s 型方程的新理论—树级数解的表现定理 (I )

七
、

讨 论

7
.

1 对应原理和经典理论的对比
·

本文的对应原理和一般经典理论 (以 H ill 无穷行列式为基础 ) 相比较
,

两者的基 本不

同处列入表1
.

现略述两种理论的逻辑基础以及进一步推广应用树级数法的可能性
.

经典理论在逻辑基础上的缺点
.

经典理论不能求出非正则积分的明显表式巳经完全暴露 出它的基本缺陷
.

对应原理的建立可以克服传统方法上两个基本缺点
,

即形式解的先验性和基本解系求法

的不完备性
.

( 1 ) 形式解的先验性
.

由非正则积分表式可知假定的形式解并不能给出真实解的内察结构
.

显然
,

解的结构 与

方程的奇点类型有密切关 系
.

但是
,

解的结构定理只对正则极点才有证 明
,

即 Fuc hs 定理
.

对于其它类型的奇异性并未一一建立
.

形式解不仅导致不可求显式的矛盾
,

有时事先难以臆

测 (如对奇线情况)
.

对应原理是以解析法为基础
,

求解有自然性
,

不必计及奇点的类型
,

故有一定的优越性
。

表 1 经典理论与对应原理的比较表

一

~ ⋯. } 经 典 理 论二 卜 对 应 原 理

切一乙
’

、呵 ]M
.

,

解析法
:

a
.

对应关系

‘
.

延拓原理
c

.

树图法

习
.

解 析 解

E
尸
办)叫dz , 哟

麟

代数法
:

a
,

形式解假定

b 比较系数法
c

.

数值解

显式不可求 (Po in e ar 心) 可得树级数显式 (表现定理)

无穷行列式

个数未证

、
{
特征方程L (自 ~ 0

个数即方程阶数 l

系 数

收 叙
一

性

(条件 }qa ! < l)

了了 校 验验 (数值计算? ))) 直接代入入

888 基本解系
‘

··

Fro be ni us 法无法应用用 异常指标表现定理理

999
.

方法基础础
a

.

形式解的先验性性 二
,

求解的自然性性

bbbbb
.

基本解系求法不完备性性 b
.

基本解系求法的统一性性

1110 备 注注注
a

.

推广方程统一理论论

bbbbbbb. 新颖函数的内察结构构

无递推关系

阳n K oc h 证明

(Po : n ear ‘ 收敛条件)

有树结构

表现定理

( 2 ) 基本解系求法的不完备性
。

对于异常指标情况
,

即 C a yley 指标 (或极点) 之差为零或整数时
,

基本解系的求法 就

比较复杂
·

对于正则积分
,

须要利用 F r
ob en i” , 的参妙微分法

·

实 际 上
,

变 系数 方 程 中

F r o beni u s
法只不过是常系数方程中 A bel 法的推广

。

熟知W ei er stra ss
对此曾提出反例

,

并
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论证 A b el 法并非无条件成 立
,

这 就 是 微 振 理论 中 所 谓 A b el 矛盾 (或称 D, al em b e rt
~

L a g r a n g e 矛盾)
.

F ro ben ius 法既是灿e1 法的推广
,

自然而然地也将包含类似性质的矛盾
·

这在方法论上缺乏内在封闭性
.

进一步分析表明参数微分法与求第一解的比较系数法两者本质上并不相同
. 卜

前者以后者

为基础
,

再从外部引进微分运算
.

这样
,

求一个方程的全部线性独立解须用两种不同手续
,

任一法都不具有完备性
.

对应原理则与此不同
,

它用解析法统一地求出所有线性独立解
,

异

常指标情况同样由 Cau ch y 留数定理给出
,

自动计及高阶极点的阶数及其分布情况
。

最后
,

还应强调指出
,

对于非正则积分
,

应用参数微分法在异常指标的一般情况将导致

明显的错误
,

这比
、

W eier str a ss
讨论的情况更具有一般性 (详见【2〕)

总之
,

不论正则积分或非正则积分
,

不论正常指标或异常指标
,

对应原理可以自动地
、

统一地给出基本解系
,

从而消除了经典方法的先验性和不完备性
。

1
.

2 树级数
,

A. 树级数的意义和重要性
、

综上可以断言
,

一般线性方程除了通常递推级数外
,

还存另一类新的树级数解
.

这两类

积分的根本区别在于不同的内察结构
·

正则积分之所以能表成递推级数形式是由于解的展开系数是方程的代数函数
,

直接归纳

法完全成立
,

如 L eg en dr
e 函数等完全有确定的递推关系来表述

.

非正则积分之所以要表成树级数形式是由于其中一部份级数解符合直接归纳法
,

即系数

有递推关系
,

与正则积分完全相同
,

但是另一部份级数解的系数具有树结构
,

必须采用简接

的树图归纳法来表述
,

简言之
,

非正则积分是类新颖的解析函数
,

展开系数则是方程参数的

一种独特的超越函数 (树级数)
.

换句话说
,

Poi nc ar 。问题的实质在于非正则积分是类新颖

的解析函数
,

因此必须采用直接和简接归纳法才能给出完整的解析表述
。

显然
,

引进树级数这一分析工具可以扩大微分方程解析理论的研究领域
.

实际上
,

通常的递推级数只是树级数的特例而已
.

这是由于正则方程只是非正则方程的

特例
.

直接归纳法只是简接归纳法的特例—在树图中只 留
“

主干
” ,

去除一切分支图形
,

就得到通常的递推关系
.

根据表现定理
,

非正则积分通过方程的参数集可以表 成 T ay lo r 一Fou ri er 混 合 型 树 级

数
,

其中 Fou ri e r
级数的系数本身都是 T ay lo r

级数
,

而所有 T ay lo r
系数又都是方程参数的

常项树级数
,

它的高阶修正项具有树结构的无穷繁衍性
.

这类树级数解过去未见讨论
。

它的

解析性质有待进一步 阐明
,

特别是结合自守函数理论
.

经典理论 (H ill
一
Poi nc ar 。一

vo
o K o

ch ) 所假定的形式解完全符合非正则积分的内票 结

构
,

即自然解
.

为此需将解表成鹰周期级数
,

即证明表现定理具有以下形式
〔名’:

甲
,

(约= 勿
。

(幻衅(O

勿
,

(乙)=
e x p [下若」乙才

。 ,
。e x p [城」

} (7
.

1)

其中 , ,

A
, ,
。分别是方程参数的树级数

, ,

== (名) , ,
+ (8 ) , ,

+ (8 )? 。
+ ⋯

刁
, ,
。 ,

(i )A
。 ,

. +
‘要)A

。 , . + ‘8 )月
, ,

. + ⋯

而
‘”卜一

踩最
一

王弓粤稼黔票}
‘一

‘“’, ‘
·

,
}一
、’
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左上角标(‘)表第 i 代树图贡献
.

B
.

树级数的计算程序

根据树图法求树级数解时须同时考虑两种情况
:

为了一般分析
,

如证明收敛性
,

须考虑

它的整体结构 , 为了具体数值计算
,

可以只计及前面几代的近似结构
,

再根据参数值的量阶
,

对所不保留的高阶项
,

进行估值就已经足够了
、

综上显见
,

求树级数解的程序是完全确定的
.

先作主千图
,

按确定序列建立求和公式
,

由此作树算符
.

再作高
“

代
”

的分支图
.

树算符对各代领先项的作用给出相应各 代 的 树 级

数
.

直接验证这种显式解逐代满足方程
.

再对 T ay l。卜F ou ri er 树级数的任一 系数
,

按照数

值计算所要求的精确度
,

写出它的解析表述
.

树级数的形式虽然比较通常的递推级数复杂得多
,

但是利用电子计算机完全可以处理
.

为此
,

须要建立计算勿函数的标准程序
.

关于勿函数的数值分析将另行讨论
.

在 〔2」中给出

它的一个重要特例
,

即H ill 函数的解析表述
。

7
.

3 Po in c a r合猜测

Poi nc ar ‘在论断非正则积分的显式无法写出时
,

还曾经作过猜测
:

解和方程的 系数 之

间的超越关系可能和他所提出的高级自守函数 (F uc hs 函数和 K lei n 函数等) 之间存在密切

的联系 (全集卷 I
, p 3 3 4)

.

如所周知
,

正是为了解决非正则积分问题
,

Poi nc ar ‘创 立了 自

守函数理论
。

高级 自守函数
,

虽然对于方程的拓扑结构得到较完善的描述
,

但是它仍然不能给出非正

则积分的解析表述
.

正如F
。

K lei n 所指出过的
,

这些高级自守 函数具有明显的自守性
,

但

是缺乏数值运算的适用性
.

以后
,

自守函数理论的发展偏离了微分方程的求解问题
,

形成本

身独立的一个分支
。

综上分析
,

Poi nc ar 已的高级自守函数之所以缺乏解析表述是由于将问题局限 于 通 常 的

递推级数
,

而树级数可为解决这一问题提供新基础
。

易证
,

勿函数在双线性变换下保持不变
:

‘ r 二

J(刀)、
_ 。 r : ,

! (产) 飞
邵产、

~

二丁 二、 了二 凡 i j 二咬一 r

一
毖沪、一三矛了二、Z 二万丫一 { 了三万可一「

“田火“少
,
、“ ” , ! 、y 少

少 ‘ 山 、“少、“
t
少 } ‘7 , 沙

a 之 + b
z

一
厂 = 及干了 气“‘一oa 布 u ,

因此
,

我们有理由期望
,

以树级数作为新的解析表述工具
,

进一步 发 展 Poi nc ar 已的思想
,

有可能为微分方程的解析理论 (线性以及非线性方程 ) 开拓新的探讨途径
.

(续完)
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