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一

摘 要

本文指出了由L ei bb ra n dt 等人导出的关手三维空间Li ou * ll e方程v、 = e 二 p。
,

俨二毋+ 鲜 + 毋

的 B翻kl u n d 变换可以分解成几个二维空间 LI Ou vi lle 方程的 B直ck l‘” d 变换的组合 同吟 由该

变换导出的解的非线性叠加公式实际上是无效的
.

从而一些基于这一公式的讨论也不正确
.

文中还

考虑了有关N维空间 LI Ou v ill 。方程的一些结果
. 、 、

叮
‘

己 ! 侣旨
J . 「J

近二十年来
,

非线性波的研究受到了数学
、

力学和工程等各界的越来越大的重视 (见文

献〔1”
.

为寻求非线性波方程的解
,
科孚家付出了艰巨的劳动

,

提出了诸如奇异摄动理论
,

逆散射变换等许多有力的手段
。

早在 1 8 7 5年由 B蕊。k hi n d 在研究伪球面 时提出的一种变换也

在这一研究中发挥了重要作用
.

事实上
,

B直。k hi n d 变换如同逆散射变换一样
,

已经 成 为寻

求非线性波方程解析解的极其有效的工具
。

本文所讨论的三维空间 Li ou vi ll e
方程

俨a = ex Pa
,

护二裂 + 叫 十a士
_

一
,

(1
.

1 )

边界条件为
。、一oo

,

da /d
r , 6

,

当 , 二 (护 + 沪 , 内‘、 + o6
、

一 (l
.

2)

是由下面的二维空间的方程发展过来的
,

(此 + 川 )x ‘ ke x P(叮) 发关于 x 有适当边界条件》 协 (1
.

3)

其中x 是一标量场
, a ,

k 为实常数
.

方程(1
.

3 )最早由 Li o u v il le 在 1 8 5 3 年所导出
,

后来引起

T 许多著名学者如 p ie a r d
,

p o in e a r e 和 B ie rb er ba e h 等 人 的 注 意
.

L io u气认l
e
方程在静电

学
、

液体动力学
、

星云理论以及等温气球和单极子理论等等的研究中有很大的应用
.

L吵bra
”dt 等人在 ‘。8“年(见效2〕)曾研究过三维空间 劫

。
“讥

e
方择卿 B且ck l““d 变

换并由此出发导出了解的非线性叠加公式
.

本文则指出他们 导出的三维方程的 B巨。k hi n d 变

换可以分解为几个二维方程的 B盆。khi nd 变换的组合
,

而有关解的非线性 叠加公式是不成立

的二基于这个公式之上的其他有关讨论也是不合适的
·

本文还考虑了汉维
:

k沁uv 川
“
方程的

. 钱伟长推荐
.
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有关结果
。

二、 三维空间LI O u vi 李l旦方程的 B 直ck lu n d变换的分解
、

据文山
,

污
程(l

.

1)的一个 B滋kl 。。

政换为

K“”一 , 一

百一p

(傀望》, 沙

衬弃

(2
.

1 )

其中

K二 la
二
+ i(口

: a , + 口:
a

:

)

少“口 :心x p (一 i久o :
)

这里 口 , ,

。: ,
口3

为通常的 P a u li矩阵 , l是2 x Z 阶单位矩阵 ; 0
,

孟 (o《0‘2二
,

为变换参数, a
,

刀皆为实值函数
, a 是方程仁

.

1) 的解
,

刀是 LaP la ce 方程

俨介0, 俨一此 +a : + 此
.

的解
.

(2
.

2 )

(2
.

3 )

O《几《 2‘)

(2
.

4 )

我们指出
,

注意到下列指数矩阵的关系式
:

ex p (i几口
:
) = . eo s几+ 叮 . 口 : sin 几 (2

.

5 )

e x p

{
“

(
公s in又 fe o s几

)卜
,一“+ ·*。”

(
fs in 义

公eo s孟 一万s in 兄 亡e o s义

‘c

?
“

{)
一忿5 1 n 人

(2
,

6 )

我们可以证明

K(谓一。)一 (。+ ‘。)、了 。x p (烈华、
、 ‘ I

(2
.

7 )

其中

A , Ie的口 (2
.

8 )

B 一

(
方程(2

.

7) 的分量表示为

sin o s in 通
’

s in o e o s

s in 口e o s又 一 s in o s in :) (2
.

9 )

‘”
·
+ ·”

·

, ‘
。

谓一a , 二 ‘。O , “+ i*s “
s‘。‘,

占
·, p

(卫俨)

‘a一
‘a

·

, ‘话一 a , 一 ‘“0 5“一‘, ‘n “·‘n “,

、
。p

(粤旦)

i口一(玄刀一 a )二
一

15 玉厄夕

沮,
(‘刀一a ),

、

‘, in 珍

co “
百 ex 以书单)

一丸‘亨二
p

(
返

跳竿)
适当变形

,

可为

. 以‘刀一a 》二 一
。

.

l a
一

+ i口、

v Z
、

。0 5 口 e x p 叹
份

万一)

口, (谓一叹)
一

,

二
_ : _ o _ _ _ , _ _ _ I a + ‘夕、

一 材 乙 。 1 “以 ‘ u 。几 ‘五F 吸一一二一一 l
、 奋 I

(2
.

】o a )

(2
.

1 0 b )

(2
.

10 e
)

(2
.

lo d )

(2
‘

zi a )
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,

1 1 b)



关于高维 Lio u vi n e 方程的 B如k lu n d 变换和解的非线性叠加公式 它03

州谓一a) 一

刀sin “·inA ex p

(旦笋)

童嚣军嚣雯黑票蹂
‘d用可科性条件

’

“们不难证明”” (2
·

‘’a ’

b’“联系二”“锥

‘
r“ s主n oe o so e o s几e x Pa

和波方程

凡
, = 0

的 B且c k lu n d 变换
,

同样地
,

可证方程 (2
.

1 1a
, “)为联系二维光锥坐标系的 LI Ou

v
川

e
方程

‘
二
= 5 in se o s os in 久e x Pa

和波方程

凡
:

= O

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

(2
.

14 )

(2
.

1 5 )

的 B盆e k lu n d 变换 , 而方程 (2
.

i lb
, e )为联系二维光锥坐标系的 L io u v ille

方程

a’
:
‘ si 矿 0s 过大co s加xP a (2

.

16 )

和波方程

凡
:

二。
.

_

(2
.

17 )

的 B巨e k lu n d 变换
.

这里我们有几点注意
:

一
、

通过适当的坐标变换
,

方程 (2 12 )
,

(2
.

14 )和(2
.

16) 可以化成方程(1
.

3 )那样标准形

式的二维空间 Li
o u v

ill
e
方程

。

二
、

由(断 1 1) 出发
,

不难推得
a 二二

= eo s吕灸x p a (2
.

isa )

a , , 二 si 扩oc os 伙ex p a
一

(2
.

18 b)

a : 一
二 s in

2
0 s in l之e x p a (2

.

ls e )

从而有
‘

a 二 ,
+ a 一, + a : :

, e x p a
(2

.

1 9 )

此即本来的三维空间的 LI
O u vi lle 方程

·

同样也可 由(称1 1 )推得

凡
昌
+ 儿

, + 尽
:

~ 。
_

_

(2
.

20 )

这就是 L a p la e e
方程 (2

.

4 )
。

可见三组二维 L io u v ille 方程的 B益e k lu n d 交换(2
,

1 1 )确实也满

足三维的相应方程
.

三
、

根据变换(2
.

川中参数的变化 范 围
。‘口( 2“

,
。( 几簇2‘ ,

可知上述各式中出现的

有关 0 和 又的三角函数皆为实数
.

.

从以上讨论
,

我们可知三维空间的 功ou v n le 方程 (1
.

1) 钓 B往c k hi n d 变换可以分解成三

个二维空间的 Li ou vi lle 方程的组合
.

这个结论我们可以推广到N维空间 的 Li
o u vi lle 方程

‘

三
、

有关 N 维空间的Li o
uv ill 七方程的结果

为讨论方便起见
,

将变换(2
.

1 1) 改写为

a、
《: )

。‘刀一d , 、
。:

占
。x , (

.

哄辫、
、 ‘ I

(3
,

la )



枷
4

.

黄 咨
‘ ·

成 _ _

_ —
a一 (‘“一 , 一 “·

“丁一 p

(共退)
“一 (‘”一 ,

一
、了 。X p

(三俨
⋯

)

(3
.

lb )

(3
.

le )

其中 。, = a , (0 , ,

之,
) (i 二 1

,

2
,

3 )为变换的参数
,

并且满足条件

心 十 a 孟+ a 聋= 1 (3
.

2 )

并且由 氏
,
之, 的变化范围

,

句

考虑N 维空间中的变换

口沙
, (明一 a 》=

(j= 1
,

2
,

3 )为实
.

。

二 ex p

(竺宁夕)
(, 一 1

,

2
,

⋯
,

N) (3
.

3 )

其中实参数
a , (j= 1

,

2
,

⋯
,

N )满足

艺弓二 1

夕一 1
-

-
·

显然此时
,

由(3
.

3 )联系咖和刀满足N 维空伺 的 LI Ou 对11 e
方程

(3
.

4 )

刀

公 a要
‘2 、a 二 ex p a

了一几

(3
.

5 )

和N 维 L a Pla e e
方程

名口里
‘, ,
月‘诊

才一 1

(3
.

6 )

令 匀 = (al
,

几
,

一仰 ), 将它扩充成一组 N 维空间 R 刀 的标准正交基 几
,

人

一
‘“

.

.

设由 8, (j= 1
,

2
,

⋯
,

N )为行向量组成 的矩阵为A
,

考虑坐标变换

一
。 〔沪

,

g.s
》 ”

·

驴扔〕, 一 A[ 洲
, , 内 “

·

城拍〕
, (3. 7 )

我们有
”“

(1 ,

“”一 , 一

而
一 p

(
卫

态望)
一 ‘ a 。。, 》

(、刀一
a
)= o

’

(s= 2
,

3
,

一
,

N )

这就是说在新的坐标下
, 。和力权权与护

幻
有关‘ 并满足

(3
.

色)

(3
.

9 )

吻
(1 )口(1 )

= eX Pa (3
.

1 0 )

和

肠
‘, ,。‘, 》二 0

这正是通常形式的二维
~

Li 。。v
ill

。
方程和波方程

,

它的求解是方便的
.

我们也可以讨论带时间的 Li
o u vi lle 方程

,

例如
‘

(3
.

1 1 )

「

几
‘

’

(护一创 )a = e x p a
,

以
i及它的息且ckl o n d 变换

夕吕= 此 + 叫 十口圣 (3
.

1 2 )

奋 ‘ : 。 _ 、
_

,

二
_ _ _ I a + 谓 、

_ _ . _ : 。
可

几 、‘尸一 “J 一 夕 Z 匕孟护 I , , 几丁下re r 七弄F 刃U 二r
’

、 ‘
一

, _

(3
.

1 3 )

其中

又二la 二 + i(口, a , + 口 , a
二

) + 口:蕊一

夕“ 。 :
杜梦〔(“‘泥。

:
)

e不p (一 T ‘ ;边1 (一二<
1 < + oo )

(3
.

14 )

(3
.

15 )

刀满足方程



关于高维 L io u v ille 方程的 B应ek lu n d 变换和解的非线性叠加公式

(V
名
一 a f)刀二 0

,

俨二口里+ 日弓+ 口孟

妞0 5

(3
.

16 )

可以证明联系这二个带时间的高维方程的 B阮k hi n d 变换 (3
.

13 )也与变换(2
.

1) 具有相同的

结构
.

四
、

解的非线性叠加公式

文〔幻以及作者之一的文 [ 3〕在讨论高维 Li ou vi lle 方程的求解时用到有关的解的非线性

叠加公式
:

‘二 (件鱼)一 R ! : ,一h

(
一

哎书生)
刀, :

二士 [ (i + ￡
, : )/ (l一￡

, :

) z蚤
,

!￡
: :
!< ;

名
1 : 荟 e o s夕1e o so

:
+ s in 0 1s in 夕

: e o s(久
: 一浇

:

)

(4
.

1 )

} (4
.

2 )

其 中 a 尸
,

可幻以及几
,

几分别是由 B毓k hi nd 变换(2
.

1) 相联系的方 程 (1
.

1 )和 (2
.

4 ) 的实

解
,

我们可表示为
:

低鱼鱼
, , 。护玉丛

~

, 低
,

‘几丛卫
生今 。钾卫丝丛

~

净低 (4
.

3 )

这里已经假设了 B欲kl u n d 变换(2
,

l) 是满足可换性的
.

利用前面 的结果
,

我们可以证明上述解的非线性叠加公式实际上是无效的
.

为表述方便起见
,

我们用 B往ck lu n d (2
.

n )的另一种书写形式 (3
.

1) 来进行讨论
.

相应的(4
.

3 )变为
.

, 口 .
‘ . 、a 二 n

.

。 口二
。 、 0 -

‘几卫、 a 洲过 , :
几

,

‘刀
.
过 , 口尹卫‘谓

,

其中 旬和 川 与口
, ,

之,
有关

,

由 口, ,

人, 的变化范围可知 o,
,

心 (j二 l
,

2
,

3) 皆为实数
.

此时
,

”一
’
““一“”, “ ,

而
ex p

(罕黔
,

)
a一 “几一‘” ,一 ;“了 一 p

(裳哑)
”一

’

‘a ‘” 一‘”
:
, 一 :“万 一 p

(黑哗
.

)
“一 (·,一

‘、卜 一、二一 ,

(望汽丝- )

(4
.

4 )

我们有

(4
。

加)

(4
.

sb )

(4
.

se )

(j二 1
,

2
,

3 ) (4
.

“ )

由上式可得

a二‘, , (‘几一‘凡)一 a ,

打
e x p

(

a二
。, )

(‘几一‘、)二
a
;、了

e x p

(

a 盆
1 ,

+ ‘刀
。

2

a护
,
+ ‘刀.

2

)
十。;

二
ex p

(业势生)

)
+ 一、二一p

(丛普立
一
)

(4
.

6 )

(4
.

7 )

以上两式相减
,

有

)卜
3、
(尽汁奥等巡巡

毛

)
勿七4

, , 姐}
一

二 ,
唱 , 月浦 t

—
‘‘

a , s i n n 、

—
+ iP0 一i几

+ s in hf卫史土且1土卫过丝生、1二
。 : 5 5。h‘

~ ~

吐竺二兰竺旦丛二望址、
、 4 I J 、 4
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一
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、 4

r
、
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户
。+ 公刀

:

4
(4

, 8 )

a , 5 1 。h

(
a互

, ’ 一 a 护
’
+ ‘刀

。一i刀
:

4 )
e x p (

~

且竺上丝丝塑
些土遇

一

、
、

·

4 1

一 ‘丁S‘·h(军{
迪毕

丛生应)二
p

(诬止土今蜓退
一

) (4
.

9 )

消去非零因子
e x p亡心竺土三望

~

兰应旦丛
一

、
‘

、 4 厂
- 并对双曲正弦函数进行展开

,

有

(a , + a
; )

s、n 、
(

a 洲 一 a 尹
4 )

c o
“(

一 (a , 一 a ; ) c o s h
(

a
护

J

一 a 护
,

4

达若选)

)
S ; n h

(丛严) (4
.

10 )

此即

a , + a
奋

a , 一 a 下
ta n h

(
武

盆,
一 a 护

,

4
(4一

:1 1 )

注意到 ta o h (‘x ) = : ta n x ,

我们有

口吸、了

hna
水‘�

a , + a
斗

。, 一 a :

a 护
’

一 a 呈
1 ,

4

)
一 ‘一h

l
‘

(旦宁鱼)〕

)一
t一(今丛) ( 4

.

1 2 )

我们考察公式 ( 4
,

1 2 )
.

由于 a fl’
,

a走幻
,

口
。 ,

刀
:
以及 a , ,

川 皆为实
,

等式 ( 4
.

12 )右端为纯

虚值函数
,

左端为实值函数
,

因此要使上式成 立
,

只可能。= 。
,

于是有几 = 几
.

透就是说
,

.

由解谓
. ,

可
, ’ ,

可
2 ,
按公式 (4

、

12 )进行非线性叠加
,

并不能产生新的解
,

文〔2
,

31 导出的非线性叠加公式 (即本文 ( 4 1 ) )与上述公式 ( 4
。

12 )是一致的
,

只是他们在
,

推导过程中遗漏了等式 (4
.

1) 左端所应该有的因子 i ,

从而使下面的讨论实际上是基于一个

错误的出发点
.

因此
,

文〔2
,

3〕以及同一作者在文【1〕中的一些结论的正确性是令人怀疑的
。

这方面的结果我们将作进一步报导
.

鉴于文【2 〕的作者多次在重要的国际学术会议和学术刊物上报导过这方面的工作
,

因而

本文的指正不仅是有意义的而且是十分必要的
。 ‘
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