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摘 要

本文在样条分片插值及样条矩形单元〔习的基础之上进而讨论极坐标中二 次 及三次样条分片插

值及样条 (圆环) 扇形单元
.

以用于求解圆 (环 )域与 (圆环) 扇形域上的各类问题
.

圆环扇形单元

(r今的是样条分片插值在极坐标中简单的推广应用
,

但扇形单元则不然
.

本文根据扇形单元在r = 0

处的特殊性对各位移插值函数作了合理的处理
,

使得该单元即体现了 r = 0 处的几何特性又可以消

除该处应变
、

应力的奇异性
.

文中给出了用样条 (圆环) 扇形单元求解平面 问 题及薄板弯曲问题

的数值算例用以说明该单元的效能
.

一 己 ! 侣纷
、 J . ‘刁

样条函数与其它相同次数的分段多项式相比
,

可以保留同阶的逼近精度而提高连续性
、

减少待定参数
.

因此同基于最小势能原理的里兹法相结合求解问题时
,

可以用较低次的样条

函数
,

少得多的自由度求得连续性较强
、

精度较高的解
「‘’t名’‘吕’.

文献 [ 4 〕提出了样条分片插

值并建立了样条矩形单元
.

这种样条单元在使用上比以往的 B 样条整体插值方法
〔” ‘名’‘3 ’

要更

加方便灵活
,

也更便于推广应用
‘

本文将直角坐标系中的样条分片插值进一步推广到极坐标

中去
,

建立了二次及三次样条圆环扇形单元 (
r , 今 0

,

见 图1) 与扇形单元 (
r , = O)

,

以用于求解

圆 (环) 域或 (圆环 ) 扇形域上的问题
。

极坐标中
: ~ 0 处是一个特殊点

,

可以引起两方面的问题
:

一是插 值 函数在该点作如何

处理以保证连续性
,
二是如何避免该点应变

、

应力的奇异性
.

这些问题在轴对称弹性体及旋转

壳有限元分析中都已遇到
,

并已有许多讨论及处理办法
,

不过大都是针对环向为三角级数的

情况而讨论的
.

本文根据扇形单元在
r == o 处 的 特 殊性对各位移插值函数作 了合理的处理

,

体现了
, 二 0 处的几何特性

,

保证了该点函数及导数各方向的连续性
,

消除 了 该点应变应力

的奇异性
。

为了说明文中所述单元解题效能
,

文中给出了圆 (环) 域上平面问题与圆形薄板
、

扇形

板的各种问题的数值算例
,

其结果再次表明样条单元所具有的自由度少
,

连续性强
,

精度高

的特点
。

. 龙驭球推荐
.
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圆 环 扇 形 单 元

图 1 所示为一圆环扇形单元
,

用文献「4 〕所述的双样条分片插值的方法可以得到单元上

双一次
、

双二次
、

双三次样条插值函数如下

,
.

羚价’

e,,

飞沸
’

”

r , (rl
,

el )

2 ‘一皿 名 ‘一l

f(r
,

0) = 乙 乙 乙 乙 N 扩(r
,

0) f护 (2
.

1 )
感一 l a 一 O J一 1 夕一0

式中
,

d二 1
,

2
,

3 为样条函数的次数
,

数值
,

其含义如下

f丫二 D : D gf(r . ,

口,
)

,
D : ( )

f扩为结点 i)’的函数值或导

口
o

兰百于了

。之卫匕一- 一一一一一一二

图 1 (亩
,

j= l
,

2 , a
,

刀二 0
,

1
,

⋯
,

d 一 1 )

N 护为样条分片插值的基函数
,

可用样条分段插值的基函数的乘积表示成

方扩(r ,

6)= N 犷(
r ) N了(0 ) (i

,

j== i
,

2 )

而基函数N 丁可以逐个写出显式
,

也可以用相应次数 (d 次) 的B样条来表示
‘们 :

a) 一次样条 (d = 1 )

N 全= B
。,

万呈二方
, 义( [劣

, , 劣:

]

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

其中
B

。
一 * ,

(气互 一‘
) (‘一。

,

, )

h = 气一气

,‘J

气卜劣
户...

‘、X

、.‘‘J.

甲 :
(劣) 二

b ) 二次样条(d = 2)

N 忿= B
。
+ B l ,

{
1一 , 二 }

O

}川 < 1

1《 }二 !

N 翌= B : + B
,

二 , 一

夸
(B ! 一B 。)

,

N “ h
, , ~

、

~ 几不 L廿
3
一万

:
)

‘

(2
.

5 )

其中 “一叭(竺沪
~

+

合
一 ‘

)
(‘一。

,

1 2
,

3 )

h = (二
: 一二 1 )/ 2

厂

_

,
.

3
. _ . , 1

一 荡

一了
二

,引又了

3

⋯
9

一
,又, IX !十下

一

乙
一
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护

一
2

...r.!产丫.I.lL

留
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劣
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叭

内O2.气名以戈

、.....、l.J

c) 三次样条 (d 二 3)

N 全= B 一 , + B
。
+ B l ,

N卜h ( B一 B
一 :
)

-

N 兮= B
:
+ B

。
+ B.

N 生= h( B. 一 B
:

)

护
‘ _ 。 ~ 一

、
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岑
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其中
B ‘一 * ·

(
兰
护

~

一‘

)
’

(‘一
i

,

o
,

;
,

⋯
,

4 )

h== (二
: 一 二:

)/ 3

,
.

2
一 劣

,

,
.
飞丁
吞

}二l《1

‘ ,

二 4
侧

1
.
劣

~

一 乙 !劣 睡十 气哥

西

1 < 卜1《 2

2 < !川

畔一
2

冈一
·

一

!
了、.....L

一一
、夕

劣
户.、

吕中

式(2
.

幼
、

(2
.

6)
、

(2
.

6) 中定义的基函数N 誉具有如下性质

义
一 I N犷

一 ’
(二

,
)= 占.广

。 , (i
,

j== i
,

2 , a
,

刀== i
,

2
,

⋯
,

d ) (2
.

7 )

其中氏
,
为K ro ne ck

e r d
.

进而可知式 (2
.

1) 中的 N扩具有如下性质

叱
一 ’D 君

一’N 夕
一 ,

了
一 ’

(
r 。 ,

e: )= 占. 。占, : d
。。占, ,

(k
,

l
,

i
,

j= 1
,

2 , a
,

刀
,

占
,

y == 1
,

2
,

⋯
,

d )

下面讨论几种弹性力学有限元分析中的样条圆环扇形单元的例子
.

( 1 ) 双二次样条圆环扇形平面单元

弹性力学平面问题在极坐标中的应变向里为

(2
,

8
.

)

(2
.

9 )。一
a0

、
一
ar

.

社
·

·

“

一
r

1 口“ 十
~

零
一

一竺
O r r

犷......,.声、J.且.......

留
!
、

!
J

口

B’eev.r.l之

l
留

、岛,
8

J飞

其中
u
为径向位移

, v
为环向位移

.

现将单元的位移模式用双二次样条分片插值写成

(2
.

10 )

、...七r.班..
‘

c,.印““刀、,、尸.矛口乙n口

名 l 名 1

u(
, ,

0) = 习 E 艺 乙 N 护(r
,

‘一 l 。一 0 萝一 l 声一p

, (r ,

口) = 乙 乙 习 乙 N 扩(r ,

t一 1 。一 0 少. 1 夕一。

其中N 留由式 (2
.

5) 定义
.

本单元每个结点 8 个自由度
,

整个单元共3 2 个自由度
.

因其一阶导

数在单元间是连续的
,

所以应力场在单元间是连续的
,

可直接求得结点处的应力
。

( 2 ) 双二次样条圆环扇形薄板单元

薄板弯曲问题在极坐标中的应变 (曲率) 向量为

l a山

r 口r

口几功
一

口r出

1
十 一, 1 一

r 一

鱼(二旦鱼典
r 、 口r 口口

J急功

口0,

刁tD

(2
.

1 1 )

、.....戈了
.....J

、1口I

.r..嗯12、皿tlt.J‘

一一一

、....、Jf..‘心切

2

r,.、夕..‘

一一
、、.

K
J、
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其中 tD 为板的挠度
.

现将单元上的位移模式用双二次样条分片插值函数写成

2 1 2 1

, (r ,

0 )二乙 兄 乙 乙 N 护(r ,

0 )功丫 (2
.

1 2 )
成一 1 a . 0 了一 l 夕一 o

其中N 嗯由式(2
.

5) 定义
.

本单元每个结点 4 个自由度
,

整个单元为16 个自由度
,

其弯曲内力

在单元之间不是连续的
.

( 3 ) 双三次样条圆环扇形薄板单元

此单元的位移模式用双三次样条分片插值函数表示为

名 名 后 乙

。(r
,

的 = E 乙 兄 艺 N护(r
,

9) 口护 (2 1 3 )
‘. 1 一

e 夕. 1 声一 o

其中
,

N 了由式(2
.

6 )定义
,

本单元每个结点 9 个自由度
,

整个单元共36 个自由度
.

因其二阶

导数在单元之间是连续的
,

所以弯曲内力在单元间也是连续的
,

可 直 接 求 得结点处的内力

矩
,

三
、

扇 形 单 元

对于图 1 中所示的圆环扇形单元
,

若
r t , 。

,

则该单元的结点 n 与结点1 2便聚集为一个

结点 (记为结点 。)
,

成为扇形单元
.

如果对于扇形单元其位移模式仍取为 (2
.

1 0 )
、

(2
.

12 )
、

(2
.

13 )的话
,

则在 r = 0 处将是不连续的
,

多值的
,

并且因应变表达式(2
.

的
、

(2
.

n )中含有

奇异项而无法得到
。二。处的应变与应力

,

所以必须分别对式 (2
.

10)
、

(2
.

1 2 )
、

(2
.

13 )进行

处理修正
.

下面先将各类问题扇形单元的修正位移模式写出
,

然后再举例说明作这样处理的

合理性
.

( 1 ) 二次样条扇形平面单元

以下用 口及 石 分别表示直角坐标系中 二 方向与 梦方向的水平位移
,

且记

。‘, 三二D “。{
, , . 。‘, 二二D “。}

, . 。

(a
·

”一。
,

, ,
(3

,

1 )

则代之以式(2
.

10 )
,

位移模式为

“
(

r ,

6)= N 贾(r ) e o s oa吕
o

+ N }(r ) e o s 2
0。盖

o
+ N圣(

r ) s in B c o s o‘合1

+ N 兮(r )5 in o云合
o

+ N 普(
r )s in o e o s o公孟

.
+ N奎(

r ) s in 2
6石合,

t l 二

+ 乙 习 乙N 扩(r
,

0) 嵘犷
口

一 J一 1 夕一 o

口(
r ,

口)== 一 N甲(r ) 5 in 6 a合
。 一 N 荃(

r
)’

s in o e o s彻恶
o
一 N 签(r )

s in 名sa g,

+ N贾(
r

)
e o s o石8

。
+ N {(

r
)

e o s名0云盖
o

+ N圣(
r

)
sin s eo s口云盆,

(3
.

2 )

l 急 l

+ 乙 乙 E N扩(
r ,

口)
。
留

a 一 o 了一 l 声一 0

此扇形单元每个结点 8 个自由摩
,

整个单元共 8 x 3 个 自 由度
·

应力场在单元之间
,

尤其是

在
r二 0 处

,

仍然是连续的
,
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( 2 ) 二次样条扇形薄板单元

以下记

。; , = D : D , 二 !
, _ 。

(a
,

夕一。
,

‘
,

2 ,
(3

.

3 )

则代之以式 (2
.

12 )
,

位移模式为

。(r
,

8) = N梦(
r )初吕

.
+ N荃(, )七“夕‘落

. + N 圣(
卜

, 卜i。阳份
,

名 1

艺 乙 N 扩(
r ,

夕)。扩 (3
.

4 )
夕一1 声一0

此扇形单元每个结点 4 个自由度
,

整个单元共 4 x 3 个自由度
、

( 3 ) 三次样条扇形薄板单元

代之以式 (2
.

1 3 )
,

位移模式为

。(r ,

8)二N 护(r
)面吕

o
+ N 荃(

r )e o s夕面居
o
+ N 哥(

r
)

s in g‘舍,

+ N 费(
r )s in 2 0丽恶1 + N釜(

r
)

e o s 名8‘盖
.
+ 必(r )s in Z

口肠护

名 吕 1

+ 乙 艺 E N 君(r
,

的。忿 (3
.

5 )
0 . 0 , . 1 , . 0

此扇形单元每个结点 9 个自由度
,

整个单元共 9 x 3 个自由度
.

弯曲 内力在单元之间
,

尤其

是在 r = O 处
,

仍然是连续的
.

下面以板单元挠度。为例讨论 (3
.

4) 和(3
.

5) 的合理性
.

将式 (2
.

12 )及(2
.

1 3) 先暂时看作是扇形单元上的位移 模 式 (r , 二0)
,

一

利用基函数的性质

(2
.

7 )
、

(2
.

8 )可有

必。

1
,

一 E 乙 N 了(0)。岔
夕一 l 声一 O

(a = 0
,

1
,

2) (3
.

6 )

其中d (二2或3) 为样条插值函数的次数
.

叫 = D 票,

但真实挠度 , 在
, = O处应满足下列几何性质

俪吕
o

(3
.

7 a )

口ZD } _ 了口田 口二
.

口切 口y 、l
一二不一

.

} ~ . 一下万一一 一下丁一
~

. r 一二丁一一 一二下一 , I
o f 卜一 。 、 O劣 口犷 口夕 0 尹 ,

卜二

= 面盖
0 c o s o + 石61s in 口 (3

.

7 b )

口名脚 l _ a l 如 a劣
.

a ZD S梦 、1
.

二万一百
‘

l 二‘二‘
一石厂一一 . 一二一甲一 - 又厂一 , , 一 蔺一~ 一万

一 一 . 1
o r 一

! , 一 0 O r 、 O 劣 o r o 夕 o r , !
r 一。

二‘轰
o e o s名0 + 石轰ls in 2 0 + 石护 sin 声0

一

(3
.

7 e )

所以为了得到合理的位移模式
,

式(3
.

6) 等号右边相应于 a 为0
,

1
,

2的三个和式应该分别由式

(3
.

7 a ,

b
, 。

)等号右边的表达式所代替
.

经过这样的替换
,

式 (2
.

1 2) 及 (2
.

1 3) 便 分别变为式

(3
.

4) 及 (3
.

5 )了
‘

不难验证
,

式(3
.

4 )
、

(3
.

5) 所描述的位移。在
, ‘0 处直到一阶导数都是连

续的
,

即沿径向有

叨(0
,

0 )~ 石吕
口功(0

,

B)
口r

口切(0
,

8 + 浦)
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而沿 e方 向 的阶连续性是显而易 见的
。

式(3
.

5) 在
r = 0 处的二阶导数也是 连续的

,

即沿径

向有

d
Z功(0

,

B) = 弓与(0, 红幻
口r ‘

而 沿 口方向的二阶连续性以及馄合导数的连续性也是显而易见的
,

式(3
.

4 )及(3
.

5) 的合理性

还在于将它们代入应变表达式(2
.

1 1) 中不会产生奇异项
.

实际上
,

最有可能产生奇异性的似

乎是 K 。
中的司

。

所对应的一项
,

即

(告景
+

令
一

器冲
(·) co

·

、卜(告畏黔
一

誉)co
s

、。

一

翻答)Fos 、砂
‘

但 (N : /r )在
r = 。附近是一个多项式

,

并不含有 l/
r
项

·

所以
,

用位移模式 (3
.

4 )或 (3
·

5 )可

直接求出
, 二 O处的应变及应力

,

因而也可以推导出单元刚度矩阵的显式来
.

_
、
、

对于式 (3
.

2 )可作类似的讨论
·

由式 (2
.

1。)出发
,

并利用 r井 Q处如下的几何性质

二a g. e o s6 + ”吕. s in 6

= 一叮晋
o
云in 夕+ 云盆

. e o so

住..卜...卜U

U口几O

通竺
.

}
口r l

二时
0 e o s全口+ (。g’+ 万吞

o

)s in o c o s o + 石合, s in 盈夕

粤}
o r 扭f 一 0

= 石孟
o e o s 昌0 + (‘合‘一‘恶

o

) s : n 口e o s o一 。君
, 5 in Z

夕

便可得到式(3
.

2 )
.

四
、

数 值 算 例

例 1 对心受压的圆筒 (图 2 )

本例采用双二次样条圆环扇形单元按平面应 变 向 题 计

算f :对1 /4 的圆环采用 2 x 3 的单元网格
.

表 1
’

中给出了部分

应力结果并与六结点二次三角形单元的结果“ ’

作了比较一

E . Z x 1 O‘刀口
.

表 1 口,

}
, -0 (T / m ,

)

劣劣
(m ))) 0

。

3 000 0
。

3555 0
.

4 000 0
。

4 555 0
.

5 000 0
.

6 555 0
.

6000 总自由度度

本本 例例 一 4 9
。

444 一 28. 555

⋯一
1 0

.

了了 一 6
.

111 1
。

777 8
.

555 1 6
。

444
.

此
---

文文 献 【6 ,, 一翻‘666
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例 2 均布荷载作用下周边简支扇形板 (图多)

本例用二次样条单元 (扇形与圆环扇形) 计算
。

对于给定点的挠度与弯矩可表示为
‘. ’
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表 2 中给出了对称轴 (a二0) 上 。~ a
/ 2 处的几种不同网格划分的结果

。

表 2 对称轴上 , 二a/ 2 处因子 a ,

夕
,

刀, 的值

1/ 2 板 单 元 数

2 X 2

4 洲 4

6 X 8

解析解【61

总 自 由 度

0
.
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.
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.
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例 3 偏心集中力作用下的固支圆板 (图 4 )

本例用二次样条单元计算
,

文献[ 6 〕中给出了 通点的拢度
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功通=
.

丽云刀
一

一
一

万「一
= 0. 0 1 12

~

刀一

表 3 中给出了几种不同网格化分的解
.

表 3 口刁 P d甲D

111/ 4 板 单 元 数数 2 X 222 4 X 444 6 X 888 解 析 解 〔6111

本本 例 解解 0
.

0 0 9 666 0
。

010777 0
.

0 11222 0
.

0 1 1222

例 4 用三次样条单充计算例 2, 结果见表 4
.

表 4 对称轴上
r o o/ 2 处因子 a ,

刀
,

夕, 的值

111 / 2 板 单 元 数数 总 自 由 度度 口口 口口 凡凡

222 X 222 6 333 0
.

008 1222 0
.

0 8 7 555 0
.

0 5 1666

例 5 用三次样条单元计算例 3 ,

结果见表 5.

表 5 口刁 尸Q’/ D

111 / 4 板 单 元 数数 2 X 222 解 析 解 〔6]]]

本本 例 解解 0 0 11111 0
.

0 1 1 2
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本文构造了二次及兰次样条 (圆环) 扇形单元
,

用来求解极坐标中圆(环 )域及 (圆环 )扇

形域上的各类问题
.

本文中对扇形单元的位移插值函数作了合理的处理
.

实 际 数 值 算例表

明
,

样条扇形单元同样条矩形单元一样
,

可以用较少的自由度得到连续性较强
、

精度较高的

解
,

尤其是非轴对称问题及各种边界条件均可方便地使用求解
。
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