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.

在某些情况下
,

用普通的拉民乘子法
,

其待定的拉氏乘子 在变分中

恒等于零
.

这称为临界变分状态
.

在这种临界状态中
.

我们无法用待定拉氏乘子法把 变 分的约束

条件吸收入泛函
,

从而解除这个约束条件
.

例如用拉氏乘子法
,

从最小余能原理只能导出H el ha g er
-

R ei ss ne r 变分原理[2, 3 ,
,

这个原理中只有应力和位移两类独立变量
,

而应力应变关系仍 然是变分

的约束条件
.

为了消除这个约束条件
,

钱伟长教授提出了高次拉氏乘子法
.

即在泛 函 中引入二次

项 A ‘, 。‘(。
‘, 一 b‘, . 二 a . 。)(e

. ‘一 b 。‘, 。 a , 。)

来消除应力应变这个约束条件
.

本文目的是要证明
,

如果在泛函中引入如下二次项

A l’. ‘e 。一 6 ,、 , 二 ,
(
“

, 一

合
。 。, , 一

誉
· ,

一
)

我们也可以用高次拉氏乘子法解除应力应变这个变分约束条件
.

用这种方法
.

我们末仅可以从H el
·

lin ge 卜R ei ssn er 原理的基础上
,

找到更一般的广义变分原理
.

在特殊情况下
.

这个更 一般 的广义

变分原理
,

可以还原为各种已知的弹性理论变分原理
.

同样
,

我们也 可 以 从 H u 一W as hiz u (胡 海

昌
一

踌津久一郎)变分原理
仁

,.s , ,

用高次拉氏乘子法
,

求得比该原理更一般的广义变分原理
.

一
、

基 本 关 系 式

考虑弹性理论的小位移问题并引进下列符号
:

口 s,

—
应力, a . , 。:

—
弹性系数

,

钩,

—应变 ,
.

认拟
—柔性系数 ,

脚

—位移 , F .

—体积力 ,

歹
‘

—在边界 S
。

上的已知面力
,

. .

—在边界 S
。

上的已知位移 ,

S 二S
。
+ 5

.

弹性理论小位移静力学问题的基本关系式可以写成

( 1 ) 平衡方程
:

a ‘,
,

, + F 。二0 (在犷内)

其中 a ‘, , , 。 a沙 , ,
/ a二

, ,

j为哑标
-

(1
.

1 )

. 张饮清推荐
。

琴亏肠
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应力应变关系
。. , = a , , *‘ e 。, (在犷内) (1

.

Z a )

幻 , 二认。 : 口, ‘ (在犷内)

应变位移关系

(1
.

Zb )

e ‘, = 李(。
。 , , + 。, , 。)

乙

(在犷内) (1
.

3 )

位移已知边界条件

心一= 口‘

面力已知边界条件

a 一, n 了= P‘

(在 S
。

上) (1
.

4 )

(在 S
。

上) (1
.

5 )

其中
n ,
为边界外法线的方向余弦

.

二
、

从 H e l一in g e r 一

R e is sn e r 原理导出更一般

的广义变分原理
‘

} 1曲
n g e r一R e is s n e r

变分原理
‘, ’ 3 ’

为

dH 百况二 0 (2
.

1 )

。 , : 一 {{{丁一冬。
‘, 、: 。‘, 。 , 一。 ,

〔。 , ,
,
。+ F ‘

)不
、:

J J J y 气 ‘ J

+

I{
: 。‘

一
ds +

{1
5 。 、‘。

‘,

一 , !
, ds (2

.

2 )

这是有两类独立变量 (a’ , , 脚) 的驻值变分原理
.

应变应力关系
e . , = b‘, 。: a 。‘ (2

.

3 )

仍然是变分约束条件
.

钱伟长教授指出‘1’,

用普通的拉氏乘子法是不可能解除这个约束条件

的
.

因此 H ell in g er 一R ei s s
ne

r
原理是不完全的广义变分原理

.

让我们建立新的泛函

“:一“二 +

{{!
; A 。, 。: (

一
”
。,

一
,(一音一专一)

d护 (2
.

4 )

其中 A ‘, ‘:
为待定拉 氏乘子

,

它有下列对称性

姓
. , 。‘二姓 、: . , = 月 , . 、‘二直

. , ; 。

汀扒 的驻值条件为

一 。11 ‘一丁丁丁
;

{
一

【
“。
一”

。一
,

,

(一省
一

, ‘一

音
一

, 。

)
+ ”。!

夜!。‘孟

〕份
·,

+ “
玄, “

(
Z e 、

一音
。。, !一

音
。‘, 。一 “‘:二 。二 )

“e 。一 (a ‘, , J + F ·
)“

。

一“·‘a ‘, , , + ‘“。, 一”
‘, 。

一
,
(

, ‘: 一

合
一

, ‘一

晋
“!

‘
。

)
“A ‘, ,

+ “一‘“
、: 。· a 。

一
, “‘, ,

}
d厂

+ {!
。 。‘。, 。。‘, 、s + {{

。

r(口
‘, , , 一歹

‘
)面

. + “. , , 衍
‘, J招

沪沪尸
二

诀访。甲
(2

.

5 )
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利用高斯
一

奥斯特洛格拉德斯基公式
,

我们有

(f 「
、 _ 。 ,

「「
。

⋯ rrr l
,

川
, “‘

叮
‘, , 夕u 犷 = JJs

.
+ 凡 u ‘”, 。CT ‘, “。 一川厅

‘“‘
, , 十 u , , ‘)叮

‘, “ 厂 气‘
·

“)

川
; A

, , 。‘

(
”。

: ·· 口·

一
)“一

, , d犷一

仃
5

.

+ s
口

A ‘, 。: (“
。‘·· a ·

一
,一 “一 d s

一

仃{
, 〔A ‘, 。: (“

。: 。·。· ,

一
, 」

, ,

、 d。 (2
.

7 )

将(2
.

6 )
、

(2
.

7 )代入 (2
.

5 )
,

得

。二 ,
:
一

仃I
;

{
一

l
,
一、一 (一合一合

“: , ·

)

+ b‘, 。! 。

一专
。‘, , 一
专
、

, 。

]
‘a ! ,

+ A ‘, 。:

l(
e 。: 一

静
·, :一
合

u :

小(
e 。:一b

。: ·。 口· 。

)〕
‘e二

+ (e
·, 一b‘、

. 。二 )
(

e 。:一

分
。, : 一
合

。, , ·

)
‘A ‘, 。!

+ 。(, ‘, 。‘

(
e 。:一。。, 。。 a ·。 ) )

, , 一(。
, , , + F ‘)」“

‘

}
d犷

一

仃
, (一

。!
)一‘

, d s 一

仃
: A ·, 。, (。。‘一“。:二a 二 ,一“一d s

+

丁J
s 口

〔(口‘,

一 ,
‘)一 A ·, 。: (,

一
“。:二a 一 , ·, ,“

‘d s 二。
(2

.

8 )

由于 厂 中的 衍
‘, ,

占价 , ,

由‘,
占A ,, 肛 ,

5
.

中的 n, 面“ ,

如
. , 。

八
‘以及 S

,

中的 如
‘

都是 独立

变分
,

所以其系数都应等于零
.

于是从 (2
.

8) 我们得下列 7 个方程
:

在犷 中
,

有

( 1 )

( 2 )

A一 b一
,

(
e 、召一
音

u。 , :一
音

u : , 。

)
+ b‘, 。! a 。:一

合
(。‘

, , + 。, , ‘。一。

“
, 。:

l(一音
。、 , :一
音

。:

小
(
一

“。: 。

一
,

)
」
一。

‘e , , 一“‘,二 a二 ,(
e 。:一

音
u 。, , 一
音

u : , 。

)
一 。

(2
.

g a )

gbgcgd(2(2仁

( 3 )

( 4 )

在 S
。

上
-

( 5 )

( 6 )

在凡 上
,

( 7 )

[A 一, 。‘(e 。: 一b。‘,
。a 二 。

)j
, , 一 (口‘, , , + F ‘)二 0

有
“. 一口‘二0

月‘, 。‘(e 。: 一b。: 。
. a 。 ,

)二 0

有

A
‘, 。: (e 。:一 b * : . , 。。 。

)n , 一 (a ‘, ”, 一歹
. )。 o

(2
.

1 0 a )

(2
.

10 b )

(2
.

1 1 )

由 (2
.

9 c) 可知
,

在 犷 中
e ‘, 一b‘, . o a . 。

= 0 (在犷中) (2
.

1 2 a )

或

1 1
君几沼一万丁材白, 忍一下二 “君一自= V

石 ‘

(在犷中) (2
.

i Z b )
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:

如果 (2
.

1 2 a ) 为真
,

则代入 (2
.

9 d ) 得

丙, , , + F ‘= 0 (在犷中)

再将 (2
.

1 2 a ) 代入(2
.

1 1 )
,

得
a . , n , 一歹

‘= o (在 S
。

上)

此外由 (2
.

1 0 ) 得
“‘一a‘= 0 (在又 上)

式(2
.

1 3) ~ (2
.

1 5) 是原弹性理论中的平衡方程和边界条件
.

应变位移关系
·

(2

(2

(2

将 (2
.

1 2 a )
·

代入 (2
.

9 b)

1 5 )

即得

1
, 、

‘
-

e . ‘一万 ‘“. , ‘

一
, , “, == u (2

、

16 )

同样
,

如果 (2
.

1 2 b ) 为真
,

我们亦可推出关 系式 (2 12 a ) 及 (2
.

1 3 )~ (2
.

1 5 )
.

总 之
,

由

d I7 氛 = 。 (驻值) 可以得到原弹性理论中静力学问题的所 有关 系 式 (1
.

1) ~ (1
.

5)
,

而

城。 :
未定 (可以是 二 , 的任意函数) 笋 0

.

所 以
,

(2
.

4) 式亦为一种新的三类变量的更一般的广义变分原理的泛函
,

其中击、 为拉

氏乘子
.

当然
,

当 击川 = 0时
,

它就还原为二类变量的 H eil i雌er一ei ss
ne

r
原理的泛函

.

如果我们按下列特殊关系来确定 击拐
,

即

A 。, *

《
l l

公如‘一万姚
, 谬一万 均 , 几

完
_

= 下
一
q 口了自口

‘
(“

: 一b。:
, 。a 洲) (2

.

1 7)

其中 之为任意标量函数
,
内。 :

为弹性常数卜 则

A ‘, 。:
(, . , 一b . ,二 a 二 ,

(
。。: 一

合
。。 ,

一专
。: , 。

)

1
. 1 厂 再O“为召气e 沼夕一 O 奋夕. o U ” , 少 L君几王一 O ‘乙, , U 一q 夕

‘

一

音
, ‘

a ‘, 。:e ‘, 一 口。: , (
‘。: 一“。‘, ·a , 。,

. 7 , 之

合
a ‘, 。‘e ‘, “、‘ +

合
“‘, 。‘口 . ,“。‘一 e ·, a ‘,

(2
.

1 8 )
‘了.、

‘

滩
目

将(2
,

玲 )代入 (2
.

4 )
,

于是j刀盛
: = O 可以 化为

““;
·

}
: 一。

H ,
·

}
: 一

I仃
;

{
一

含
。‘, 。: a

一
。:

一 (口 : , , ,
+ 尸:

)

(2
.

1 9 )

+ ‘

(合
。

一
。‘, e、+

合
b , , 。‘a 。, 。。:

一
a ‘,

)}
d厂

+

JJ
: “‘

一
d s +

{I
:
。

一 (a , ,

一
, , )d s

(2
.

2 0)

我们可以看到
,

当 之取下列各值时
,

上述变分原理还原为已知的广义变分原理
:

( 1 ) 当 兄= l时
,

还原为
“

广义余能原理
”

d刀。o == 0
·

(2
,

2 1 )
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二 。。一
{{{干

一。‘, a ‘, +
粤

a ‘, 。: e ‘, e 、: 一 u 。
(a

‘, , , + F ‘) }
d :

(2
.

2 2 )

( 2 )

( 3 )

当 义
1 , ,

=
、

下 目可
乙

+

JJs
.

。‘

一
d s +

{{
s 口一(·, 。‘, 一 ,

‘)d s

还原为梁国平一傅子智的广义变分原理
‘“’

dH 石尹= 0 (2
.

2 3 )

“
一打J

犷

音卜音
“‘, 。: 。‘, 。* ‘一

(
·‘, a ‘, 一

合一
: 二 , 一:

)
一“‘(“

‘, · , + F 。
)
}
d :

+

JJ
:

。

“‘

一
d s +

仃
: 口一‘。‘,

一 ,
‘
, d s 、

当又= o时
,

还原为 H el lin g e r一R eis s n e r
不完全广义变 分原理 (2

.

1 )
、

(2
.

2 )

(2
.

2 4 )

三
、

从 H u 一

W as ni z u 原理导出更一般的广义变分原理

H u 一
W

a sh i: u
广义变分原理为

‘4 , s ,

d刀 H 甲 = O (3
.

1 )

二

一IIJ
。

{合
·‘, * : ·, , ·, :

一(e’‘一万脚
·’一 万

“, , ‘)一
F ‘

}
‘犷

一 {{
。

歹
‘。‘、s 一 !{

。 。 , 口‘, (。‘一 。‘)‘s

J J O 口 J J J .

(3
.

2 )

让我们建立如下新泛函
:

“ : 砰 一 “
H评 +

丁IJ
: B ‘, * : (e ·, 一b‘,

二a 。·

, (
e 。:一
晋

。。, ‘一
晋

。: , ‘

)
d犷

(3
.

3 )

其中 B ‘。 :
为待定拉氏乘子

,

是任意的
,

它有如下对称性

B ‘, 。,二B * , ‘, = B , . 。: == B ‘, : 。

对 (3
.

3) 式求变分并利用高斯积分公式
,

可 将刀芸, 的驻值条件写成

(3
.

4 )

O= d汀普,

一

!J{小
, ‘君·。:

一
+ B ‘, 。名

(一合一音一)
+ B一‘一

”。: 。

一
, ]

,一

一

l(
e ‘, 一

专
。‘ , , 一
音

。, , 。

)
+ B
一

b二

小
:一
音一专一 )16a

一

一 [ (a 。, , , + F ‘)一 (B
一, * : e 为: )

, , + (B ‘, * ‘b。。。
。 。。 。

)
, , ]由

‘

+ (。
·, 一“‘, ·。。·。

)(
。。,一

音
“、, !一

合一 )
‘B ·, 。:

}
d 犷

+

IJ
s 。

‘a
‘,

一 , ‘
, “一 d s +

{{
:

二

‘一
“‘,一“

‘,

dS
-

+

JJ
s

.
十s口 B ‘, 。: (”

。: 。·。。

一
)一 “一 d s

(3
,

5 )
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由各变分的独立性
,

我们得到下列 7 个方程
;

在厂中
,

有

成
’

群

( 1 ) a ‘, 、: e 。: 一。‘, + B . , 。‘

(e “‘一万
““, ‘一万

”‘ , “)
+ B

‘, 。!

(e 。,
一b

介:二。。
·

)一。 (3
.

6 a )

( 2 ) (e ‘J一万
“‘· , 一万

“, , ‘)
+ : ·。 * : b·

。 ‘,

(e “ 一百
““ , ‘一百

。‘, “)
一o

(3
.

6 b )

( 3 ) a ‘, , J
+ F 。+ [B ‘, 。‘(b

k : . 。 a . 。
一 e 。‘) ]

, , = 0

( 4 ) (。‘, 一。
。, 。。 a 。 ,

)(
有

a ‘, , , 一歹
‘

, O

有

u -
一口一= 0

e “一丁
“‘, ‘

一百
“‘, ‘)

一。

(3
.

6 e
)

(3
.

6 d )

(3
.

7 )

上)在 S
,

‘

( 5

在 S
,

上
,

( 6 ) (3
.

8 )

在 S == S
“
+ S

。

上
,

有

( 7 ) B ‘, 。‘

(b
、: , 。 a . ”

一 e 。: )。, = 0 (3
.

9 )

由此我们也可 以得到原弹性理论小位移静力学问题的各种关系 (1
.

1) ~ (1
.

5 )
,

而 几。‘

未定

(可以是 二‘的任意函数 ) 祷 O
。

所 以
,

d刀芬, == O 是更一般的广义变分原理
。

如果我们按下列特殊关系来确定 B。。
,

即

B ‘, * !

(e “‘一了
““, ‘一万

“‘, ‘)
一

誓
·, , 。! (

一
“。: , 。 a , 。’

(3
.

1 0 )

其中尸 为又一任意标量函数
,

价扑 :
为弹性常数

.

于是变分原理 d刀普二 二。可以化为

‘“”,

}
, ,

一”

“ , 评 1
, ,

一

拼
F

传
- ·‘, 。:

一
+ *

,

(

(3
.

1 1 )

合
a ·, 。: e ‘, e 。: +

合
b‘, 。! a ·, 。:一 e ·, ‘,

)
_ 了 二 1 、 。 、」。

一CJ ‘J

气
召‘, 一万

“‘, , 一万
u , “ )一 I’ ‘u ‘

了
“犷

一

JJ
s 。

,
‘二 d s 一

仃
:

.

‘一
“‘,

一
d s

(3
.

1 2 )

我们很容易证明

( 1 ) 当刀 = 。时
,

上述变分原理还原为已知的 H u 一W as h iz u
广义变分原理

,

( 2 ) 当 厂二一 1时
,

上述变分原理还原为 已知的 H 必in g er 一R e iss ne
r
不完全 广义变分

原理 ,

, , 、 、 , , 。 ,

1 . , , 、 、

~
, 、

~ 一一 ~
、 ,

~ ~
二‘ ~ ~ 一 ~ ~ ~ ~ 一

、。 ) 习滩
’

. 一石 盯
,

上还父好佩理止愿刀匕翔阴米幽学
一将才省佩理

。

‘
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