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摘 要

本文采用阶梯折算法
,

求得了任意非均匀变厚度圆盘定常热传导问题的一般解
.

并通过算例
,

对阶梯折算法的误差进行了分析 结果表明
,

该方法对于求解各类变系数常微分方程是十分 有 效

的
.

引 言

非均匀变厚度圆盘的定常热传导问题
,

在工程中具有重要意义
.

例如在燃气轮机中旋转

圆盘的传热
,

各种环形散热片等等
.

由于该问题最后归结为一个变系数常微分方程
,

直接求解是异常困难的
.

本文采用叶开

沉‘”提出的阶梯析算法(1 9 6 5 )求解这类方程
,

得到了解答的离散解析表达式
.

本文首次给出

了估计阶梯折算解误差的方法
.

算例表明
,

阶梯折算法具有物理概念清晰
,

方法简便
,

精度高
,

误差易估计
,

易于编制

计算机程序等优点
,

是求解变系数常微分方程一 个有效的方法
.

二
、

问题的提出和求解

用图1所示的圆盘剖面图
.

设温度场为轴对称分布
,

圆盘的表面按牛顿定律进行对流热交

换

Q。
(
r )二 a 、

(r
)(t(

r )一 *c ) (2
.

1 )

其中Q
。

(,
) 为表面单位面积上散出的的热流

,

a 。

(, )为表面对流热交换 系数
, t(

r
) 为盘内的

温度
, 九为周 围介质的统计温度

.

考察半径为
r ,

宽为 dr
,

厚为 h(,
) 的圆环

的热平衡
,

不难得到非均匀变厚度圆盘的定常

热传导方程
:
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其中吞(: )为圆盘的热传导系数
,

并假定圆盘内无热源
。

令
:
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此时
,

方程(2
.

2 )可写成
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直接求解方程(2
.

5 )不是一桩容易的事
,

现在我们用阶梯折算法
〔”对(2

.

5 )进行求解
.

阶梯的划分如图2所示
.

阶梯折算后
,

方程(2
.

5 )变成
:
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这里a 。‘
,

h‘
,

k’分别为第 i段的折算系数
,

它们

可以在
a ‘《r < a ‘十 :上分别取 a 。(

r
)

,

h(
r
)k(

r
)的

任何值
.

为了进一步说明阶梯折算法的应用
,

并对得到的阶梯折算解进行误差估计
,

我们引

入以下的概念
:

1
.

若所有的的都取上界值
,

即
:
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这时所得到的方程(2
.

6 )的解称为上阶梯折算解
.

若所有的价都取下界值
,

即
.
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这时所得到的方程(2
.

6 )的解称为下阶梯析算解
.

3
.

若所有的构都取中值
,

即

f /
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这时所得到的方程(2
.

6 )的解称为中阶梯折算解
.

从直观上容易看出
,

精确解一定在上
、

下阶梯折算解之间
.

如果分段足够多
,

上
、

下阶

梯折算解都将逼近精确解
。

为了以较少的分段获得较高的精度
,

恰当地选取折算系数是十分

重要的
.

实际计算表明
,

按中值选取折算系数时
,

精度最高
.

在本文的计算中
,

我们给出了

这三种阶梯折算解的比较
.

方程 (2
.

6 )属于零阶变型贝塞尔方程
,

其解为
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这里I
。

(m
‘,
)

,

K
。

(。
‘r
)分别称为第一类

、

第二类变型贝塞尔函数
「名’,

C f

数
。

将(2
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12 )式写成初参数形式
:
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这些常数由阶梯连接处的连续条件确定
.

对于厚度及材料都连续变化的圆盘
,

阶梯连接处的连续条件为
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26 ) 和边界条件一起
,

可完全确定 4个待定常数T (b)
,

O〔b)
,

T ( a)
.

Q (a)
.

在工程实际中
,

圆盘的内
、

外缘常有连接物 (例如燃汽轮机的圆盘
,

内缘连接轴
,

外缘

有叶片)
.

这时在连接处往往存在着热阻
.

若边界条件给定
:

, = b一 。处的相对于t 口的温升为T 。。 ,

r = a + o处的相对于t 。的温升为T
。 , ,
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分别为 , = b 与 r = 。
处的热接触系数

.

在理想接触时 (热阻为零) ,

它们为co
,

在绝热接触时为零
.
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对于环形散热片
,

单位时间内散热量为

Q散 = 2动g 。

对于燃气轮机中的圆盘
,

单位时间内圆盘 (包括连接轴 ) 的散热量为

Q散 = 一 2二a 夕
。十 :

其中圆盘传给连接轴的热量为
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三
、

算 例

设有一非均匀变厚度环形散热片
,

内半径为 b二 1 0 o m ,

外半径为
。 = 6 0 c m

,

厚度分布为
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表面散热系数为嘟 (r) =
1

1 0 0 0 :
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周围介质的平均统计温度为t
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求该环形散热片内部的温度场
.

设温度在圆环内部的厚度方 向均匀分布
,

这时基本方程(2
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5 )变成
:

少T
.

1 d T I 。
一了

闷一

,
一

十—
一二

~ -

一一犷 I 节 U
o r 一 r a r r 一

(3
,

2 )

满足该方程和边界条件(3
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下面用阶梯折算法求解
:
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上阶梯折算时
:
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下阶梯折算时
:

1
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中阶梯折算时
: 2
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上
、

中
、

下三种阶梯折算解的计算结果及误差如表 1 及图 3 所示
.

中阶梯折算解几平与精确解重合
.

故未画出

图 3
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表 1

精 确 解

T

上 阶 梯 折 算 解 下 阶 梯 折 算 解 中 阶 梯 拆 算 解
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由图及表可知
,

精确解确实被夹在上
、

下阶梯折算解之间
,

而中阶梯折算解已非常接近

精确解
,

而仅仅
n = 12

.

四
、

结 束 语

本文采用阶梯折算法解决了非均匀变厚度圆盘的轴对称定常热传导问题
,

一

利用本文的方

法编制的计算程序可以直接为工程设计服务
.
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