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摘 要

本文利用 Ja co bi 因子的性质
,

得出一些有关定常系统
、

非定常系统以及极限环的不稳定定理
.

、

若 干 基 本 定 义

给定方程

鲁
一X “, , , “ : , ’ ‘

一“’
(i== 1

, 2 ,

⋯
, 称) (1

.

1 )

假定X ‘
在某一闭域R 内连续并有连续的偏导数

.

显然
,

在此情况下
,

(1
.

1) 的解存在
、

唯一
而与(1

.

1) 相应的Jac ob i因子拌
,

则由下式所定义“ ’:

艺
‘一 1

。(拼X
‘
) =

口劣‘
(1 2 )

并且
,

在上述假定下
,

函数拌是存在的
‘名’ .

现说明函数# 的意义
.

在初瞬时 t。 ,

任给域G
o

c= R
,

则此域将沿 (1
.

1) 之轨线在瞬时 t到达

域G
‘:

G
‘
= f(G

。, t。 , t)
.

定义积分
:

r...J)
M(t)=仃

·

(G

“(x : , 劣 : ,

⋯
,
二 f.

)d 二
, d凡⋯d 劣

-

(1
.

3 )

正如〔1] 中所证
,

如将满足(1
.

2 )之拼代入上式
,

则上述积分将保持为常数
.

因而
,

依照 Poi n -

ca
r‘,

我们称 (1
.

3) 为(1
.

1) 的
n
阶积分不变量

.

由于
,

从流体力学观点来看
,

(1
.

3 ) 相当于占

据域 G
:

的流体的质量而拼相当于该域内流体的密度
,

所以
,

Jac o bi 因子也称为积分不变量的

密度
。

此外
,

我们在下面将进 一步证明
,

函数#实质上也是〔1
.

1) 之轨线密度的一种测度
,

因

而
,

为了更清楚起见
,

我们以下称函数拼为轨线密度函数
.

方程(1
.

2 )也可改写为

令 }
《: . : ,

+ “ · ,
·

, 一。
(1

.

4 )

其中
令

二奋
~

旦竺x
.

(
一

)

汀 口劣‘
’

,

乃拌沿方程(1
.

1) 之轨线的导数
,

div , 二艺 会
,

乃方程“
·

‘’

右端速度矢量v = (X
: ,

X : ,
⋯

,

X
。

)的散度
。
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设(1
.

1) 的通积分为诚劣1 , 戈 : ,

⋯
,
戈。

)=
c ,

在di v v今 O情况下
,

它与拌是不同的
.

但是
,

如果

di v v在某一域内为有界
,

那么
,

用【3〕中同样的方法可以证明
,

满足 功= O (功~ co ) 的流形将

与满足拼= O (拌= oo ) 的流形相互重合
.

如果
,

我们称 由拜= O 伽 = co ) 所定义的曲面为 解的

零值 (极值 ) 密度曲面
,
称由班= 0 (场二oo )所定义的积分曲面为(1. 1) 的零值 (极值 ) 积分曲

面
,

如上所述
,

可得
:

‘

引理 1 方程(1
.

1) 的零值或极值积分曲面
,

与拌的零值或极值密度曲面相互重合
。

现引入积分
- 一

厂

‘
封

一

了艺
口(拌从)

台 a、 )d犷 (1
.

5 )

其中厂为
n维欧氏空间中的某一区域

,

如该区域的边界为闭曲面S
,

则由G re e n
公式

,

得

, 一

丁
( , ) 拌二d s

(1
.

6 )

其中
v 二

为(1
.

1) 之速度矢量沿面积元d s 外法线

方向的投影
。

我们称 I 为(1
.

1) 穿 过 S 的轨线

流量
。

取由(1
.

1) 之一族轨线所组成的
一

伙 段流管
·

卿劝
· ‘

、

对些尽疼管所围成的区域 犷
,

我 们 有

‘一

I
(

;
,

(鑫
; 、ds * 「

; 、ds + f一
; 。

沁
+

’

f
。云J‘

(刀 ) 认 (s U
一

沈(s 念) 沈 (S名)

(1
.

7 )

由于犷 内无 (1
·

1 ) 之奇点
,

故有
L

、

(鑫
卫蓄

l

勺‘
一。

碑
在二上有一

。,

故

{
(s : 》; 。·d s 一 。

·

此夕卜
,

设
V ·

在“
1
与5 2

处之值分另。为。1二与。2 , ·

据此
,

上式可化为

{
。。 1。d : + !

。v : ,

d : 一 。

J (各I 》
, 、 ‘ 、

泛 (万2 )
. (1

,

8 )

又由图知
, v l。 < 0

, “, ,

> o ,

因而
v l。 = 一 1

0 1 。

l
, 。 : 。

=

I
(s,

;, }。
! 。
}d￡,

I
‘S2 、; ,

。2 ·

呢
二

}
,

从而
,

上式又可化为

!d国 (1
.

任)

注意上式左端乃由sl 流入的轨线流量
,

右端乃由5
2

流出的轨线流量
,

如是得
引理 2 对于 (1

.

1) 的一段流管而言
,

由一端流入的轨线流量与由另一端流出的轨线流

量二者相等
. ’ 丫 一

‘
’

设在从处“之值为拼
: ,

在又处井之值为“
: .

由(1. 的不难看出
,

如 内
。

与 巩
。

相差不大
,

那

么
, 拼: 与内之比

,

将和5
2

与S : 的面积成反比
.

这表呱 截面面积越小的地方
, 拼之值将越大

,

亦 即轨线越稠密
·

由此可见
, ; 可以作为(上 1 )之轨线密章的一种测度

·

我们所以称 。为(1
·

1 )

的轨线密度函数
,

其理由即在此
.

由上所述不难得出

引理 3

点
。

下面
,

如方程(i
.

1 )有一族轨或当 , * 厉 (或l、 ‘二少时趋向原点
,

一
、

廿万
一

匀

则原点必为拼的极

我们将利用 产 的这些性质
,

来推出一些有关定常系统
、

非定常系统以及极限环的
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不稳定定理
。

二
、

关于定常系统的一个不稳定定理

定理 1

不稳定
。

一

证
:

由(1

如原点为方程(1
.

1) 的平衡位置且在原点邻域 内d计 , 为定正函数
,

则原点必为

.

4 )知
,

沿(1
.

1) 之轨线
,

有

。一 ; 。

一p

[
二

I几
d ‘V 丫d ‘

〕 (2
.

1 )

由于在原点邻域内d iv v> O
,

故知沿(1
.

1) 之轨线
, 召的绝对值将减小

.

先设”为正号函数 (即在原点的邻域内
,

除原点外
,

均有“> 0, 而在原点处
, “或者等于

零
,

或者大于零)
.

我们首先证明
,

此时原点不可能为“的零点
.

如其不然
,

设原点为井的零

点
.

如上所述
,

由于沿(1
.

1) 之轨线“的绝对值将减小
,

且当 亡”co 时 “* 0 ,

故由原点邻域内

任一点出发的轨线
,

当 t0 00 时必趋向原点
.

但由引理 3 ,

此时原点应为召的极点
,

于是得出

矛盾
。

这一矛盾表明
,

原点只可能是拼的常点或极点
.

我们先设原点是 拼的 极 点
.

上面已说

过
,

沿 (1
.

1) 之轨线拼的绝对值将减小
,

且当 t , OO 时 拌, O
,

故由原点邻域 内任一点出发的轨

线
,

当t、co 时必然离开此邻域
,

这就表明
,

原点是不稳定的
.

下面我们再设原点是 拌的常

点
,

即在原点“取大于零的有限值
, 此时又可分为两种情况

,
、

一种是在原点娜取极小值
,

一种

是在原点“取非极小值
.

对于俞一种情况
,

我们将如向零点那样证明它为不可能
,

对于后一

种情祝
,

我们将如同极点那样证明原点为不稳定
、

一

对于召为负号函数
,

其证明与上述完全相同
.

最后设“为变号函数
.

由于户之二相邻异号区域的分界面必为拜的零值或极值 密度曲面
,

由引理 1 ,

这些曲面又必与(l
.

劝之零值或极值积分曲面相重合
,

此外
,

我们已设(1
.

1 )满足

解的淮一性条件
,

故知 由召的正号或负号区域内任一点出发的轨线
,

必始 终停留在此区域之

内
.

然后
,

用上述相同的方法
,

即可证明原点为不稳定
.

对于召为常号函数的情况
,

其证明与变号函数同
.

总之
,

不论。为何种函数
,

我们都有
: 1

.

由。之正号或负号区域内任一点出发的轨线
,

将

始终停留在此早域之内
1

‘

争无论是痴之正
.

号区域译是在珊够区终
.

竺在原点均取”眼小

值 , 3
。

由于在原点邻域内沿(1
.

1) 之轨线 拼 的绝对值将减小
,

臀此
,

_

由 协! < 协
。

}( }召
。

!为召在

原点的绝对值 ) 区域出发的轨线币
,

’
.

必有这样的轨线
,

它最终将走出原点某一邻域之外
,

这

表明
,

原点是不稳定的
.

如是
,

定理得以证明
·

例 1

d 戈‘

d t
= E 山拼 , 十高次项 (i = 1

,

2
,

⋯
, 。

) (A )

其中山
,
为常数

.

由于d计 v二乙今 . + 高次项
,

_ .

因而
,

如兄助> 0, 则在原 点充分小邻域内
,

必有div v>
0 ,

按照上述定理
,

知原点为不稳定
.

一 ’

一
-

、

一
_

一

寸一
、
_

一 三 班

、

注意乙 。‘二 乙入
,

其中击为系数矩阵 {a ‘, } 的特征根
.

因而由乙助> 0可得兄 石> o
,

弓一 1 ‘一 1
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这表明
,

在诸瓜之中
,

至少有一个实部大于零
.

所以
,

由 本定理所得之结论
,

与由一次近似

理论所得之结果是一致的
.

例 2

金一伶
1·‘十秘’+ 邸’

,
, , .

1
,

= 劣“
、

o , x l十 万
O “x 玉十”

“劣 ; (B)

d t

一 二昌

(
c : x , + e : “ , 1

十 了
c 3 劣 三

)
+ 高次项

)
+ 高次项

)
+ 高次项

dx一dt六

由于 d计 , = 艺 (
a ‘+ b

‘
+ 。)x : + 高次项

可见
,

如 a ‘+ b
‘+ e‘> 0 (i = 1

,

2
,

3 )
,

则有d iv v> o
,

从而原点为不稳定
。

三
、

关于极限环的稳定问题

定理 2 如方程(1
.

1) 有极限环

为 == 必
‘
(矛)

,

功
‘
(t + T )== 功

‘
(t) (i= i

,

2
,

⋯
, n

)

如果
,

此极限环为稳定
,

则必有
众鑫黔

{二
、一,

‘

(t) , “‘< 。
·

证
:
如图 2 所示

,

设C 为极限环
.

在其上

任一点尸作C之法面S
,

又在C之 己邻 域内选取

一段流管
,

此流管与上述 法 面 的截面 分别为

S :
与S

: ,

如此由引理2
,

得

I
。s ; )
川一 ,d s 一

{
(: : )
川一 ‘d s

口:
!云

1 ,

}J
t= 砰

:

}云
: ”

设 拼在 5 1 ,
S

:

处的平均值为 乒
, ,

乒
2 ,

I
v , ,

}与

!
v Z。

!的平均值为 !石
: ,

}
,

1石
: 。

!
; 又S : ,

S
:

的面

积为al
,

叭 , 如此
,

利用中值定理
,

上式可化

为

}口
:

(3
.

1 )

在上述流管内任取一轨线
,

设在该轨线的进 口与出口处“之值为拼
: , “: ,

则有

拜一= 召: + e z , 拼:
= 拼: + 君:

且当。、 0时有。 : , 0 , 气 , O,

其中。= m a x{ a , ,

a :

}
.

此外
,

设C上 尸 点之速度为
v ,

由图 2不难

看出

}石
、。

!二 .
。
}+

。: ,

l公
2 ,

l= 1
0
1+

。.

且当前述乏占, o时
,

有
。3 , 0

,
“” 0.

将所有上述关系代入(3
.

1 )
,

可得

瓮
一

之
一

“ + “5

’+ “’

(3
.

2 )
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其中
。。随j而趋于零

, : 。

随。而趋于零
.

由于假设极限环是稳定的
,

故有会
< ‘

·

因此
,

只要我们将上述流管取得充 分 细 (亦

即令a 充分小)
,

并且让此流管离极限环C充分近 (亦即令舀充分小)
,

那么
,

由 (3
.

2 )不 难

得出
,

此时对流管内任一轨线
,

均有

半L < 1

升2

但是
,

由(1
.

4 )得知
,

沿此流管内的任一轨线
,

有

或

。么一 。!
二 p

卜I:“
;· ⋯ J ,

〕

会一
p

{!:“
‘

一
“
〕 (3

.

3 )

其中T, 为该轨线由5 1
到S

:

所经历的时间
, 而d ‘

一会(会)
、二 一。

,
。, ) ,

,

一功;(, ) 、‘一 ,
,

2
,

⋯
,

的乃此轨线的方程
·

由于
一

卑l < 1 ,

产2

故
可:

’

di · v,
·

dt < 。
·

, 意到当“·。时
,

有 T, 一丁
,

di

一
‘
ivv

,

其

二
,

Ia X
‘ 、 ~ 一 ~

. 、

_
,_ _

_ _ , _

甲 “ , v , == 台灭
一

而){x
一 ,

‘

(t)}
,

囚瓜 “上式取 , 肠 “
附

I:(会会)
、·

f

一 ,
‘

(, )}d ‘< 。

如是
,

定理得证
。

应指出
,

如果对于极限环 c
,

《div
,

·

dt<
。,

那 么
,

应 用 与 上面相同的方法可以证

明
,

对于与 C 充分邻近的一段流管而言
,

将有
一

番
一

< ‘
·

但是
,

当
”
> 3时

,
S l’ 5 2 乃 是二维

平面或二维以上的超平面
,

故尽管
令<1

,

但又与“
1相较并不一定是各向均减小 的

,

而可

以是在某些方向减小
,

而在另一些方向却增大
,

从而C可以是不稳定的
.

只是C稳定的必要条件而不是充分条件
.

但是
,

如果
。= 2 ,

则 Sl
,

故
I:

d ‘V ,
·

“‘< 。

S :
变为一维直线段

, a : ,

a :
变为此二线段的长度

,

因而 由
一

玉
仃 z

< 1即可得出C必是稳定的
.

据此
,

并结合上述定理2
,

就能推出关于平面极限环稳定的熟知定理
,

即
:

平面极限环稳定的必要与充分条件是
,

沿此

极限环
,

有

定理 3

d iv v
·

d r< 0 [ 4 , 。

如方程(1
.

1) 有极限环

T0�

l
‘



以 4 李 骊
’

为 = 功
‘

(t)
,

功
‘

(才+ T )= 功
‘

(t) (i== 1
,

2
,

⋯
, n
)

如沿此极限环
,

有

众鑫翻
、 一祝。 , “> ”

则此极限环必为不稳定
。

证
:

根据散度的连续性
,

可知对位于上述极限环充分小邻域 内之一段充分细的流管中的

每一轨线 (参看图 2 )
, 将
袱

‘
ivv ,dt > ”,

从而沿该轨线
,

有
牛> 1 ,

因而
,

对整个流
拼2

管
,

也有
会>1

,

然后
,

用上述相 ; 的方法
,

可以证明对该 流 管
,

必有
一

豁
一

> ,

难得出关于上述极限环不稳定的结论
.

.

据此
,

不

四
、

非定常系统平衡位置的稳定性

给定非定常系统

d % ‘

d t
= X

‘

(戈
, ,
二: ,

⋯
,
二。 ,

才) (玄= 1
,

2
,

⋯
, n

) (4
.

1)

其中X ‘
(O

,

0
,

⋯
,

0
,

t) 三 。,

即 二‘= 。 (i= 1, 2
,

⋯
,

n) 为其平衡位置
.

式化为

二 。、 _ ,

d t

今信切
.

刁云二 1
,

可将上

奈一
二

‘

(二
, ,

二2 ,

⋯
,
! · ,

, ) (‘一1
,

2
·

⋯
, ·
)

尝
一犷(为

,
二2 , ·

⋯“
,

。· , } (4
.

2 )

此时平衡位置 {二
‘
二。} 相应于 (二

,

O 空间中的 t 轴
.

按照前面讨论极限环的方法可知
,

(4
.

0

平衡位置的渐近稳定性
,

相当于(4
.

2 )在 t轴充分小邻域内的流管的截面积
,

当 T 0 00 时趋于

零
.

而(4
.

1) 平衡位置的不稳定性
,

则相当于上述流管面积当
r ” co 时大于M

,

其中M为某一

确定的正数
.

注意对 (4
.

2 )
,

有

d iv v = 乙
‘一 1

aX 生+
a 劣‘

卫Z = 会旦工
丝

d t 胃 口劣 ,

并且对(4
.

1) 的平衡位置亦即对(4
.

2 )的 t轴而言
,

有

d i、一鑫嚼)
、二

‘

一}

据此
,

并按照与上节同样的方法
,

可得

定理 4 如(4
.

1) 之平衡位置为渐近稳定
,

则必有

￡粼会)执一
“‘

一
反之

,

如
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J;鑫(芸)
、·

‘

一, d ‘> N

其中N 为某一确定的正数
,

则其平衡位置必为不牌定
,

_

有)必

C
Z‘

如果(4
.

1 )的右端形是周期的
,

周期为 T
,

则上述定瑾花为
:

”

定理 5 如果(4
.

1) 的右端对t是周期的 , 周期为 T
,

则如其平衡位置为渐 近 稳定
,

, ‘

卫
「

:

J:鑫(会)
、

一
}

、

“‘丈0

反之
,

如
》- 一 二

、
:

贻嚼殊
一 0} ‘

。

则其平衡位置必不稳定
。

例 3

d 劣
; , , , _ 、

么
_

, . 、 .

二
,

一

〕泵
二

== 人 ‘L劣z ,
劣 : , . ‘ ’ ,

介
,
犷少= 之山 P‘夕〔犷少劣, + 人 ‘叹二z ,

凡
, 二

’ ,
二。 , r少 叹, = 1

,
艺

,
二

’ , ”

“ . J一 i

其中扒
j
(t十 T )= 户

,
(O

,

X ‘
中关于 {二

‘

}项最低次为2 ,

其系数为 t的周期函数
,

周期为 T
.

注

意到

客(货)
、

一
,

= 乙 夕
‘。
(t)

由此可知
,

如

I:(鑫
, ‘。

(‘,)
“‘> ”

则(C)之平衡位置为不稳定
.
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