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,
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摘 要

本文首先将 Ma c 一Mill an 方程推广到最一般的非完整力学系统
,

得到非线性非完整系统的广义
Mac

一

Mi lla
n 方程

.

其次
,

证明广义Mac
一

Mill an 方程与广义H a 。“二 r 二 H 方程的等价性
.

最后给出一

个例子
.

引 言

1 9 3 6年M ac
一

M ill an 得到线性非完整系统的一类运动微分方程
‘, ’,

这 些 方 程 称为 Mac
-

M ill an 方程或自然方程
.

M ac
一

M ll la n
方程的推导过程十分清楚地阐 明 了 为 什 么 第 二 类

Lag
r
an ge 方程一般不能应用于非完整系统

.

周培源早在五十年代初就介绍了 Mac
一

Mill an 方

程
〔““.

在苏联
,

六十年代
、

七十年代才开始重视这些方程
【习’〔‘’.

苏联学者B
.

B
.

月。 6 p O H p aB 。。

断言
,

M ac
一

M ili a ll 方程不能推广到非线性非完整系统
‘“’.

但是
,

这种说法是不对的
.

我们 已

在文献〔5] 中指出这点
.

本文利用Jo 盯d ai n
原理和速度空间中虚位移的定义

〔“’

来推导非线性非完整力学系统的广

义M a c 一

M Ill a n
方程

,

证明它们和广义H a n 二“ r , 。
方程的等价性

,

并举例说明这些新方程的应

用
。

二
、

M a e 一

M illa n 方程的推广

设力学系统的位置由
n
个广义坐标 q ; , g : ,

⋯
,

伽来确定
,

并受有 g 个理想非线性非完整

约束
。

一
。一(。

· ,

、
。 ,

, ) (刀
= 1

,

2
,

⋯
,

g 多 a = 1
,

2
, ·

” , 己 ;

(2
.

1 )
￡= ”一 g ; s = 1

,

2
,

⋯
, ”

我们利用 Jo ur da in 原理和速度空间中的虚位移定义来推导系统的 M ac
一

M n la n 型 运动微

分方程
.

为书写方便
,

采用矢量形式
,

由速度空间中虚位移的定义
‘“, ,

对约束(2
.

1 )
,

有

己奋
。 + 尹= 厂瓷

二d灯
·口奋

(刀= 1
,

2
,

⋯
,

g ) (2
.

2 )

Jo u r d a in 原理写成形式
汇, ’“ ,

,

樊大钧推荐
.
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乙 (一 m ‘
手
‘
+ 户

‘

)
·

j宁‘= o (2
.

3 )

其中m ‘
为第f个质点的质量

,
手
‘

为此点的加速度
,

F
‘

为作用在质点上的主动力的合力
,

拼
‘

为

速度空间中的虚位移
,

N 为系统的质点数目
。

系统的动能为

~ 1 二
二 二 二

‘
一玄

一

台
阴“‘

’

r ‘

令 (宁‘)为宁川
”借助(2

.

] )消去不 独立的广义速度而得表达式
,

由此得出的动能记作 犷
,

则有

�

达犷一口」了.、一�d日一、.尹

舀心

。�r

d了
’

户
一 : , _

_

。( , ‘) 。犷
’

而
‘

一
台

阴‘’f ‘’ 一 。宁
、一 ,

瓦
弓I入 I月u le r 算子

二 、一 tz‘:

叉 = 型 一
生 一

一

生
。

U

d t d奋
。

日口
a

注意到 。 ‘)
.

二爷
‘,

则

吕
。(犷) = 乙 。。(争。)

·

8
。

( (
_

宁‘) ) 斗 乙 。 , 手‘
日(争

‘

)
口学

口

因此有

乙 8
,

(犷)占吞
。

二 E 。‘(宁‘)
·

艺 8
。

( (宁
,

) )己吞
。

+ E
。, ‘爷

, 争
‘

)
口咬

。云
一

“

荟 占吞
。

( 2
.

d )

今证明下述关系

兄
口(宁
口心

‘

) 。吞
。

一乃宁‘

( 2
.

5 )

实际上
,

点的矢径为

云,
= 矛‘( g

。 ,

t)

点的速度为

口尹‘
·

百。
。
。

。 + 丫
,

长岁
一

主
-

万
口Q

。十 ,

d 矛‘

音
。 ,

, +
-日开‘

口t

·

乙叫

因此有

价 鱿
乙曰 一石

日q

.

) 6心
。 _ 价理二

+

妥
二

几
、 O q ‘

不
O

O尸
‘

口
。 + 声

q
。+ 声

O母
。 )

占吞
,

( 2
.

6 )

以及

6宁‘
0 矛

,

石言i 帕
。 汗

e 矛
‘

0 9
。十 ,

d心
。 十

,

"

乙尸



Mac
一
M 川a n 方程对非线性非完整力学系统的推广

注意到(2
.

2 )
,

上式可写成

乙争‘= 乙 共丝
一

十 尸
o价 石

O矛. 0众
。 十 ,

O口
a + , 0咬

, )
“。

·

(2
.

7 )

比较(2
.

6 )和(2
.

7 )
,

便得 (2
.

5 )
.

将(2
.

5) 代入(2
.

4 )
,

我们得到

乙 。‘护
‘

·

d争‘

‘一 1

一 乙 昌
。

(少)6令
, 一 乙 。

.

(会
‘

)
·

乙 8
。

((会
‘

) )j咬
。

(2
.

8 )

现在变换原理 (2
.

3 )中的项 乙户
。

·

游
‘.

利用(2
.

7 )
,

我们有

乙 户
‘

·

拼
‘
一 乙{耳

“
‘

十 乙 乙 户
:

·

口. [ 玄二 l

a尹
‘

o q
。 + , 黯}

d。
·

叭
一

aaa

令广义力为

Q
。
= 乙 户

‘
·

Q
。 , , = 乙 户‘ 0矛‘

o q
。 , 夕

‘一口
一r一q

肉d一�闪�

。
二 Q

, + 乙 Q
。 己吞

。

U g
a + 声

十声

泊公
( 2

.

9 )

于是有

乙 尸
‘

·

击
‘
~ 乙 O

。

帕
,

( 2
.

1 0 )

将( 2
.

8 )和 ( 2
.

10 )代入原理 ( 2
.

3 )
,

我们得到

井{
一 。

、·

(犷卜
‘

字
? ‘

(“)
·

、
·

( (“
‘

, , ·。
。

}
占“
一 ( 2

.

1 1 )

因( 2
.

1 1 ) 中的戈
,

是彼此独立的
,

故得

8
。

(犷) = 口
。 + 乙 m 。

(争
‘

)
·

8
。

( (争‘) ) (a = 1
,

2
,

⋯
, :
) ( 2 一2 )

或者写成下述形式

d

d t

6 T 己T

己心
,

己g
,
= 口

。 + 乙
、 ( ,

‘

)
·

(试
一

赘犯豁
一

) (a - ,

2
, ·

⋯
。) ( 2

.

1 5 )

方程( 2
.

13 )称为非线性完整系统的广义Mac
一

M n lan 方程
.

现在证明
,

当约束是线性非完整的情形
,

广义Mac
一

M il !an 方程 ( 2
.

1 3 )便是 M a c 一

M illan

原来的方程
.

设约束是线性非完整的
,

即有形式

女
. + , = 乙 B

. , ,
, 。

女
。 + B

. , , (刀= 1
,

2
,

⋯
,

夕 , e = n 一。) ( 2
.

14 )
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我们有

(交
‘

)二兄
a ‘。母

口
+ a ‘,

(夕
‘

) = 艺 b
‘。

合
,

+ b
‘,

(乏
‘

) 乙
。‘,

母
。

+ C ‘ (2
.

1 5 )

其中

己戈 ,

a ‘。 = Oq ‘ + 乙
声一 l

十 乙
声. 1

a劣‘

o q
。+ ,

B
, + 夕

, , ,

乙
夕, 】

己%
‘

0 尽
。 +
声

己义

6t

己里j‘

Oq
。 十
夕
B

。 十 ,
, , ,

b
‘= 乙

声
. 1

0里,
,

o q
。 十声

。 卜
产+

, 十
声十

O夕
‘

0 t

d 二‘ 浮
一1

C ‘q = 二一 十 夕
.

o q 。 丁二
J尹 一

占

口z ‘

口q
。+ 声

B
: 十 ,

, 。 ,
_
户

一 ;

丛
一 B

, , , +
些

厂子
a q“夕

于是有

、

l

!!
se夕d a (交

‘

) 口(交
.

)

d t 口吞
。 日q ,

子
:

日a , ,
.

一 乙
曰

~

5飞 (1 F
一, 一 r ,J , 叮

三占, ,

d (夕
:

)
日q

,

_ 子些
:

拭 口q , 三刀
‘a (2

.

16 )

妙抵些aqa叮厅

。

乌
一
r

o
一一一一

d d ( : ‘) d (乏
,

)
d t 口咬

, 口g 。 ~ 口 f口
价 d c ‘, : 己e 。

一 乙
曰 ~ 5 二

一

q v
一 5 二

几
, 口 g 叮 U 甘“

三乙
‘ ,

因此

二
二 , 、

, d

之曰 m ‘
L了

‘
,

‘

砚亏二

舀 一 \ “ ‘

口(争
‘

)
口吞

。

口(会
‘

)
口q

。 )石
仇““

‘

“
‘· + ”

:

“落· + ““
‘·

’一川
·

(2
.

1 7 )

将(2
二

17 )代入(2
.

1 3 )
,

我们得到

d 口T

d t 口吞
,

这就是Mac
一

M ill a 。方程
.

如呆系统是完整的
,

= Q
, + 牙

,

(a = z
,

2
,

⋯
, 。) (2

.

JS)
犷
一补口一口

一

则方程 (2
.

13 )成为第二类I
J a g : a n g e方程

.

三
、

广义M a c 一

Mill a n 方程与广义q a ll o bl rH H

方程的等价性

现在我们由广义 人Iac
一

M ll la n 方程 (2
.

1 3之来推导广义 可。 n 二 , : 。 。
方程

.

我 们 变换方程

(2
.

1 3 )右边第二项
。

我们有

口(争
,

) 口户‘ a仓
d咬

, 万
产. 1

u , ‘ U 叹
泊 十
声

口守
: 十 , 口仓

。
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因此

卫乡一睡、
一

+
价

一 _

断
子

口q
。十声 d q 口

’

之寸 d g
。+ 声

尸 一 备

d 口母
* 卜 ,

d t 口‘。

d
一
d

口一�.

十

�八如a
一口

�书‘

d一d

一一
办�
口二r一

.

叮奴
·

口d
�

dt

以及

旦(争, )
_

二

aq 。

日吞
, * 夕

d q 。

注意到经典Lag ra ng e
关系

"八一qa口d
一一

加帕抓
一

0qa�一

我们有

日会

口g
, 十声

a命
。 , ,

0 仓
。
了
二

, 。

a会
‘

口心
‘ *
声

"

、�归
r几J、戈

乙出 ‘
(争小 (

一

豁
一

瓮少
一

气犷
一

)
-
云 m ‘

(争小

口母
。十 ,

口仓
。 留 )}

一

鑫瓷
,

瓷笋.甲‘

dd
了

了.吸、

_ 日T 了“
口g

。 + 夕 、d t

日吞
。 十

,

d女
。

q 。d O

口处
+

价
月口 , 产

( 3 1 )

将( 3
.

1 )代入方程 ( 2
.

1 3 )
,

得到

口心
。 十 夕

。
·

州 ~

o q ,

、竺
、

口T

局
,

。女
。 , ,

了声
_

、d t

口心
。 + ,

日咬
。

_ 口母
· + “

口Q。 ) ( 3
.

2 )

"

乙卿
卜a

�Q
一一

�T咖口口

(a = i
,

2
,

⋯
, 。
)

方程 ( 3
.

2 )是牛青萍 19 6 4年得到的
‘已’。

注意到

a全

a q
: + 夕

+ 义
。

甲
不丁 o q

。 + ,

口7
,

日母
: 十 ,

口q
. 十 声

方程 ( 3
.

2 )可写成形式

d aT a T

示丙
, 一 而

,
= Q

。 +

口一 l

口亏
, 十刀

口女
,

T犷尹 (a = z , 2
,

⋯
, 。
) ( 3

.

3 )

"

乙

其中

T :
· , =

一

绝
_

‘
d 才

日吞
。

少
*

色一 公
沙q 。 丫‘ 互

口吞
。 十 ,

口互
,

方程( 3
.

3 )称为非线性非完整系统的广义 耳。n 。 。 J
·

。 。
方程

‘“ ’〔”’ 是 B
.

C
.

H o B oc 骊。 1 95 7年

得到的
.

这就证明了广义M、
一

M il la n 方程 ( 2
.

1 3 ) 与广义性二 , 二。 ltl
H
方程 ( 3

.

3 ) 的等价性
。
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四
、

例 子

一质量为。的质点
,

受有速度大小为常数的非完整约束
,

在 N ew to n
中 心 引 力 场 中运

动‘, 。, .

我们利用广义Mac
一

M nla n方程(2
.

1 3 )来组成质点的运 动微分方程
.

以引力中心为坐标原点
,

取球坐标
: ,

甲
,

口为广义坐标
,

则点的直角坐标为
“ = r c o s o c o s甲

,

夕= ,
‘

c o s夕S in 中 , z = r sin o (4 一 )

点的速度投影为

交= 护c o sse o s沪一 r o s in o e o s字一 , 中e o s口s in 切

户二 户c o s口s in 沪一 r夕s in夕s , n 争十 r沪e o s口e o s 甲

之= 护5 in o + r口e o s口 }
(4

。

2 )

约束方程为
* ‘

+ 夕
‘+ *‘二户

‘、
·

, “

乡
名 十 : ‘中

‘e o s ’口= e ‘~ e o : ; s t

(4
.

3 )

取护
,
0为独立的广义速度

,

则方程(4
.

3 )可写成形式

沪: 二
c 名一护

2

一r Z夕
吕

(4
.

4 )

质点的动能
,

在不计非完整约束时为

。 1
, . , _ 、 ,

.

, 、

1
, . ,

.

, 声 ,

1 = 下 功 叹%
一

十 g
一

十 z 一少=
,

万
.

m Lr
一

十 r 一口 一

十r 一

甲
“c o s ‘

U ,
‘ 舀

考虑到非完整约束(4
.

3 )时为

言“一 c o n s ‘

于是方程(2
.

13 )的左边变为零
.

因广义力为

Q 。一。
,
一 。

,

Q
,

一要
-

其中M , 为引力常数
,

因此有

口
, 一 Q。+ Q ,

赞 一 。
,

氛一Q
护

+ Q
。

吵一
d 夕 a r

。

脚r z (4
.

5 )

现在计算方程(2
.

13 )右边第二项
.

计算时需将中技 (4
,

4 )考虑作为 广
,

J
, ; ,

o 的函数
.

由

(4
.

2 )有

口(戈)
口户

一

旦(生2
口r

一 c 0 s。一
, 一 r一 5 0 5 : n ,

器

一
“S ‘·“。。S , 一 , 一“5‘·*

一
s“5 1· ,

祭
因此

忿
,

((交)) ==
d 口(交)
d t a户

_ 卫丝)

口r

-

一
”·; n *

(蕊器
一

半
一

)
一

器蕊
(一。5 0 5 ; ·, )

(4
.

6 )



Ma
c 一M ill a n方程对非线性非完整力学系统的推广

类似地
,

计算得

(4
.

7 )
1
J.2.

、J沙
。 , , .’, 、、_

_ _ _ _ 。 _ _ _
_ 了d 。中 口沪 、

,

a中 d
, _ _ _ _ 。 _ _ _ _ _

。
r
、、“ , / 一

r ‘U 。 以 “ U 。望 火雨万沪, 一石厂 / 宁 石石雨、了 “ 。) U ‘ V 。甲

8
,

((之))“ o

以及

、
夕、OOJ任

护.、
!
人/月Jf.。

,
((“))一

, c o s”s‘n ,

(
d a功
决

一

丽
_ 旦势、

口0 /

口中 d

日夕 d t
(
r e o so s in 甲)

8
,
((夕)) =

r e o s o 00 5甲

8
,
((习 )= o

(糯
旦夔

_

、
.

口孕 d ‘_ _ _ 。 。

一 口0 ) ,
一

丽
~

雨“ “”‘ “
e o s甲)

广义M a c 一

M inan 方程写成下述形式
m [ (交)名

,

((戈)) + (夕)8
,

((乡)) + (
:
)8

,

((, ))〕+ 口
,

二 o

切 [ (交)8
。
((玄)) + (夕)昌

。
((夕)) + (之)8

。
((之)) ] + Q 。= o

将(4
.

2 )
、

(4
.

5 )
、

(4
.

6 )
、

(4
.

7 )及(4
.

5 )代入(4
.

9 )并化简
,

得

} (4
.

9 )

一
_
_ 2 众

_ _ _ 2。
了d 口沪 日沪、_ 切M下

。,

牲。
·

、示万子一下
一

)- 一砰
(4

.

1 0 )
阴r Z
中

C O S Z
‘
(糯

一

需卜
。 {

由(4
.

4 )
,

得

口中 _

百户 一

口沪
d夕 一

广
Z e o s 2

0
丝 二 _

口r

J
z
+ 币

Z c 。5 2
0

币r e o s “口

{
(4

.

1 1)

将(4
.

2 1 )代入(4
.

口

一
‘

币而亏
Z
e

2 0 )并化简
,

需
一 , tg。

我们最终得到

, 一

看
少一决 一

岑
+ 2‘碗“一中

‘。。 S ’“

一今
一‘一;

, + 2一‘
Z tg”+ 一沪

2 5 ;·。一。 一。 }
(4

.

1 2 )

方程(4
.

12 )与文献〔1。〕和〔1 1〕中用其它方法所得结果一致
.
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