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摘 要

本文从H ea vi si de 函数和占函数的基本性质出发
,

M(u )= ef(u )+ 沐占(t 一a )

的渐近 解析 解
, ·

这里M是 ”阶线性微分算子
,

了(的
子

,

得到的结果有很满意的物理解释
.

利用奇异摄动法
,

提出了一个方法来求方程

是多项式
.

利用这个方法讨论了一些具体例

一 己!
.

全
.

、 J

二
二J

在工程技术和物理领域中
,

常常会碰到含有肖函数的弱非线性微分方程
.

对于二 阶 线性

微分方程
,

当其含有占函数作为非齐次项时
,

可以用通常的冲量定理来求解
.

七十 年 代
,

徐

皆苏教授讨论了非线性振动领域中的周期脉冲参数激励问题
‘”

’‘艺’,

给出了这一类含有咨函数

方程的求解方法
,

当方程为线性时能给出定量的结果
.

在本文中
,

我们打算用另一种办法讨

论更广泛的一类含有占函数的微分方程的近似解析解
.

对于弱非线性微分方程
,

其系数或非齐次项含有 占函数的情况
,

必须既要考虑到其非线

性的特点
,

又要考虑到含有占函数的特点
.

对于具有弱非线性
,

而不含有占函数的微分方程的

摄动法处理
,
N ay feh 在〔3] 和〔4〕中作了详细讨论

.

对于含有己函数作为非齐次项的二阶线性

微分方程可用冲量定理求解
,

类似的处理可以推广 到含有占函数的高阶线性微分方程
〔“’。 本

文利用摄动法
,

对于含有占函数的弱非线性微分方程提出一种求解办法
.

在第二节我们对方法作 比较详细的介绍
; 第三节中通过一些例子来说明这种方法

.

一
白几

、

斗 千以

一
、

一 月又 卫儿
/
l王

在讨论方法之前
,

先给出两个简单的引理
.

引理 1 在广义函数空间成立有

I
O

H (劝 = H :
(劝 = ⋯ 二H

“

(劝 (n 为任意正整数) 其中H (幻为H ea vi s id e 函数
:

2
。

若f( 劝为充分光滑函数
,

则在广义函数空间有
凡

““,“
” ’

‘“ , 一

恶
“一 ‘, 一

‘C “f
‘一‘)

(。, 6
(‘’

‘“,

. 许政范推荐
.



69 2 刘 曾 荣 魏 锡 荣
‘

其中
n
为任意正整数

,

截对为Di ra 。 占函数
。

引理2 在广义函数空间成立有

i
.

H (二 )
,

占(二)
,

己
,

(
二
)

,

⋯
,

占‘
” ,

(二)互为线性独立 ;

2
.

H (二一山) (‘= 1 , 2 ,
⋯

, n
)当“‘互不相等时是互为线性独立的,

3o 邵川(二一 a ‘

) (i = 1
, 2 ,

⋯
, m ; m , 。

为任一正整数)当各 a ‘互不相等时是互为线性

独立的
。

以上两个引理可用泛函分析的方法加以证明
,

这里从略
.

现在我们来讨论方法
.

考虑如下算子方程
:

M (
。
)=

。
f(

u
) + 几占(t一 a ) (2

.

2 )

其中M是一个
。
阶线性微分算子

,

汀(u) 为弱非线性
,

0 < 。< < 1为正小参数
,

.

厂(
。)为

、的幂次

高于1的多项式
.

令(2
.

1) 的解为
:

·

一
-

u = 二 : + 劣 :
.

(2
·

2 )

要求二 1
满足如下方程

M (二
1
)==

。
f(沈

1
)

’

(2
.

3 )

以及(2
.

1) 关于
“的定解条件

.

假设按照摄动理论
,

对于充分小的
。> o ,

可求得其 一致有效渐

近解
〔“’

xl = x :
(2

.

4 )

那么
,

此时凡应当满足方程
:

M(凡 )== 此j(二
; + 凡 )一f(二

1
)〕+ 久占(矛一 a ) (2

.

5 )

显然
, 二:

是由劝(t一a) 项而引起的
,

该项作用只能对t) a 产生影响
,

故有理由认为
:

凡 = 。(t )H (t 一a ) (2
.

6 )

把(2
.

6 )代入 (2
.

5 )
,

利用引理 1的结果
,

(2
.

5 )可写成
:

[M(
。
)+

。g (二‘
,

。 )〕H (t一 a )= g 、(a )占(r一 a )+ 9 2

(
a
)6

,

(t一 a ) + ⋯

+ 协(a )邵
, 一

叹 t一 a
) (2

.

7 )

引理3 设

M一
。

(,)
佘

+ ·,
(,)

令 + a。 (t)

只 要
a 。

(a )斧 。
,

就可 由(2
.

7 )右端推出

。(a )= 0

。 ,

(a )= 0

。‘一
2 ,

(a )= o

。‘。 一又)
(a )== 久

证 由引理 2
,

当 (2
.

7 )成立时应有

g : (a )= o , g :
(a )= 0

,

+ ⋯

⋯
,

(2
.

8 )

夕。

(a )= 0

显然夕
。

(a )是
, 、

d
.

a。又t)刁户 。Lt , 月 Lt一 a )
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所产生的沙
“ 一’)

(t一 a) 项的系数
,

所以应有

夕,

(a )=
a 。

(a )。(a )= 0

即 。(
a ) = 0

同理
, q 。一 ,

(a )是由

(
·。

(, )

斋
一

+ 一(‘, d
” 一 ‘

d t
” 一 ’ )

。 (‘)H (‘一 a )

所产生的占
‘” ”“,

(t一 a) 之系数
,

应有

夕。 一 :
(a ) = [ a : (a )一

。a 石(a )〕。(a ) +
a。(a )。

,

(a )= 0

即 。,

(a )= 0
·

依次类推就可完成引理的证明
.

这样
,

由引理2和 引理 3 ,

由(2
.

7 )可得如下的定解问题

M(。 ) +
。g (

二 : ,

。) = 0

。(a )= 0

(2
.

9 )

。 ‘” 一 2 ,

(a ) = o

。‘” 一 ‘’
(a ) = 只

(2
.

的也是一个类似于 (2
.

3 )带有弱非线性的微分方程定解问题
,

因而可用摄动方法求出其一

致有效渐近解
:

。 = 面(t一 a ) (2
.

10 )

最后
,

我们就可以得到(2
.

1) 的一致有效渐近解
:

u = , , + 历(t
,
a )H (公一a ) (2

.

2 1 )

为了说明这个方法的合理性
,

我们举一个简单的线性例子
.

考虑二阶线性非保守系统
:

“ l,
+ 拼“

,
+ “= 元占(t一 a ) ; x

(o) = 1 , * ‘

(o ), o (2
.

12 )

利用上述方法
,

令

x == “ : + u
(t)H (t一a )

代入 (2
.

1 2 )可得如下两个方程
“笠+ ““艾+ “, = 0 , x ,

(0 ) = 1 , 戈至(o )= o (2
.

1 3 )

和
u l, + 拜u ‘

+ u = 0 , 。
(a ) = o , “ ,

(a )= 几 (2
.

1 4)

这与用冲量定理所得的结果是一致的
.

上面所述方法
,

可推广到处理如下一些问题
:

1
.

(2
.

1) 中算子M的系数带有d函数
,

2
’

(2
.

1 )右端不仅含有己函数
,

还含有占
,
(t)

,
d ,,
(t)

,

⋯
,
占‘

, 一 ‘,
(t),

3
.

(2
.

1) 中不一定要求几为小量
;

4
’

对某些偏微分方程也可作类似的处理
。

三
、

例

本节我们通过一些例子来说明上节的方法
.
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例1 考虑自激系统
二 lj

+ * = 。
(l一 二2

)二
,
+ 兄占(t一 a )

; 二(o)二
a 。 , 二 ‘

(o)= 。 (3
.

1)

利用上节方法
,

令

二 = 二 : + u
(t)H (t一 a )

代入(3
.

1) 得到如下两个方程
:

二竺+ 二 1 = 。(i 一 、全)
* 夏; x l

(o )=
a 。 , 二至(0 )= 0 (s

,

2 )

和
u ,’ + u 一。[ i 一(

二 1 + 。
)
2

] u
产
+ 。

(2二
l x 夏u + u Z x 夏) == 0

“(a )= 0 , u ,

(a )二 凡

由摄动法可知 (3
.

2) 的解是
‘, ’

戈 1一 a c o s t

其中

} (3
.

3 )

(3
.

4 )

, 4 。 , , . 、

a 一 二二

—
二二二七

一 叹C不 ,
.

1 4
,

、
_ , ,

1 十 I 犷一 1 1召
、a 毛

引入双重 时间尺度 t和 : == 以
,

对
u
作摄动展开

:

u = u 。

(t
, :

) +
e u l
(t

, : ) + 一

把(3
.

4 )和(3
.

5 )代入(3
.

3 )
,

得
u 。的方程为

D 丢。
。
+ u 。= o ; u 。

(0
,

o)二 o , u。:

(o
,

o) = 还

(3. 6 )的解为
。。= A (

:
)
s in t + B (: )

e o st

其中A (0) = 几
,
B (0) = 0

.

。, 的方程为

D 孟。, + u l = 一 ZD
o
D , u 。+ [ i一 (

x l + u 。

)
2 ]D

o u 。一 2 [ 二 1二夏
: u 。 + u }二复

‘

1

把(3
.

7 )和(3
.

4 )代入 (3
.

8 )
,

为消去长期项就有

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
‘

8 )

d A I
~

刁公~ 2 l卜告(
“十 ‘,

2

」
“十

普As

dB

d T 魂
一

‘C +

借
一

(卜备
C Z +

令矛 )
“一

晋CB
Z 一

普‘ } (3
.

9 )

对足够大的a ,

d A

d T

可取C(时)之 2 ,

此时(3
.

的简化成
:

/ 1 。,

I n 、
,

.

3
二 . 一 下万。

-

一下
~

刀 I直 十二君
“

、 石 乙 / 乙

dB I
~

,
一

= 一一了 人
一

十
a T 4

(3
.

1 0 )
一 : 十婆矛 、B 一 二尸一李尸

石 / 4 匕 {
经分析可知

,

自治系统(3
.

10 )在相平面上存在唯一稳定平衡点(O
,

0)
,

这样
,

(3
.

1) 的首项解当t、co 时为

劣 == Z e o s亡

这个结果与没有 元存在时情况是一样的
.

从物理上看
,

结果是 自然的
,

多大
,

系统的自激机能都能使系统最终稳定到本身所具有的周期解
.

例 2 考虑弱非线性保守系统

故才。 oo 时姓与 B o o
.

(3 1 1)

因为无论初始冲击有
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二 ,, + 二 + 。护二几汉t)-

令x = 二, + u( O H (t )
,

用类似方法得到

二
(0 ) , 1

, 戈,
(0)= 0 (3

.

1 2 )

二!

一〔(卜冬)
,

〕
+

一

鑫{
c o s

〔
3

(卜普
。

)
‘

」
一 c o s

l(卜普
。

)
,

〕}
和

r 。 ,

了
.
、 叮

,

口
.

乃 产 . 、 ,

“= a L￡r少c o s l r 一、
一

盯十 口L邵少 !
L O J

其中
a
(
。t)和刀(

。*)满足如下方程

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

a ,
一

音
。S‘n Z口+

一

音
。2 5 ‘n 口

, 。
(。)一之

尸一哥
(。: + 3 )+

音
·0 5 3刀+普

a c o s
,

,

刀(。)
(3

.

1 5 )
兀

二二二

- 一2臼

(3
.

1 5 )的数值解如图1
.

由图可见
,

由于劝(t)的作用
,

.

12 )产生了一个缓变调 幅形解
.

因

(3
.

12 )是一个保守系统
,

这样结果的物理意义也是很明确的
。

例 3 具有周期冲击的祸合振动

考虑如下藕合振动
· : + 。 : ·,

一
20

1 · : + ·声1一 + ,
!

氢
“
(
‘- 2几从

O, 万

0 0
」

.

“ , 十。’“
乞

一
2户

2““+ a Z“’+ 刀
:

只
“
(
‘ - 兰器

一

)
(3

.

16 )

它的定解条件为
:

「u l(0 )= 2。 ,

t u 笠(0 )= 0
,

其中
￡
为正小 参 数

,

。2

(0 )= Ze ,

u 二(o)= 0

户
: = 。“1 ,

户
2

= 邵
: ,

泞
, 二

叨
: ,

刀
2
= 。
刀

: , “1 , “: ,

刀
1 ,

刀
:

均为O (i )
.

令

。, = 交 + 乙
二 。

(‘)H ( t一

“: = 牙 + 乙
。·

(, ) H (
, -

足够长时间t后
,

即 t =
2兀N

口娜

(3
.

1 7 )

+ t : ,

N 为足够

大
。( , 1、
餐

,

略去高阶无穷小量后
,

得到

解的形式为
:

。
厅

, 1 2耐l

1 2几 、
i一 e X p 吸一召拜, 一

- 一 刀
口 1

1

,
_

2沂1 、
吸ee 已林t

—
,

、 一

田 l ,

sin 。一t-

(3
.

1 8 )

二旦五
.

口芯 I
_ _

2汀
工一

e X p ! 一
己拼, 一一

-

、 口多

x p

(
一 ,

2 2耐i

卫牲红‘、
曰, ,

s in公
: t
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可见在足够长时间后
。: 和姚都维持振荡解

.

上述考虑是在远离共振区的 情 况
.

对 于 共 振 区

(。
: ‘ 2。 ;

)的情况
,

计算将更加复杂
.

例 4 小冲击对带陀螺力和平方非线性的保守系统的作用
,

u 笠一几u ; + a zu : + a 3 u Z
= Z u iu 么+ 。

刀占(t)

u 鉴+ 之u 艾+ a ou r + a : u Z
= u 受

满足定解条件
u i
(0)=

: , u 笠(0 )= 0 , u Z

(0 )二
。 , u

} (3
.

1 9 )

(0 )二 0 (3
,

2 0 )

当方程

。4 一(a
l + a :

+ 又
2

)。
2 + a la Z

一 a 聋= o (3
.

2 1 )

有两个相异正实根。
, 和。

2 ,

且叭远离 2。 : 及。 ,
远离2 0 2的情况下

,

可得到
u :和“2

的首项解为

u : = e a : e o s
(。

: t + 0 ,
) +

。a : e o s
(。

Zt + 0
2

)
「

+ [。a
s e o s

(。
I t+ 0

。

)+
。a ‘e o s

(。
Zr+ 0

4

)〕H (t)
。:
= 。p : a 1 e o s

(。
: t + 0 , + , 1

)+
。几a : e o s

(。
Zt + 8 : + , 。)

+ [。p , a 3 e o s
(。

It + 口
3 + v :

) +
: p Z a ‘e o s

(。
Zr + 6

4
+ , :

)〕H (才)

(3
.

2 2 )

其中p : ,

八
, , : , 丫: 由下列方程组决定

1
.三

l
夕......

P lc o s丫r = 一
a 3

a Z
一口

P ls呈衅
1 = 一

。 1之

a Z
一口

(3
.

2 3 )

P : c o sy :
= 一

a s

a Z
一。妻

P : si n 下:
= 一
~

一飞

以 2
一口

2

。2
几

常数a : , a : , a s , a 4

和0 :
,

8
2 ,

0
: ,

0
4

决定于下列两个方程组

“! c o s口1 + “2 。。S乡
2
一 ‘

!
一 a ,。 , s ‘n 口, 一 a Z O Zs‘n口

2
一 0

卜
a , p ‘c o , (夕, + 丫‘) + “Z p 么Co S(口

2
十 , 2

卜‘

}
一 a : p : O, : s in (0

, + 丫1 )一
a : 户: 。 : sin (夕

:
+ 下

2

)= O
J

(3
.

2 4)

a 3e o so
。
+ a 4 e o s口

‘
二 0

一 a :。 , sin o
。
一 a‘。 : sin s

‘
= 刀

a
沪

: e o s
(0

3
+ ? 1

) +
a‘户: e o s

(8
4
+ v Z

)== 0

一 a a p :。 lsin (0
3
+ v l

)一
a ; 户: 。 : s in (0

‘
+ y : )二 o { (3

.

2 5 )

通过对方程(3
.

2 2 )
,

(3
.

23 )以及(3
.

24 )
,

(3
.

2 5 )的讨论
,

就能给出方程中各种参数对解的影

响
,

这里从略
,

只由图 2给出其中一个有趣的结果
:

当 a 3

、斌反i改i时
, a ‘、。和入p Z

* co
.

作者对于安徽大学许政范教授在本文写作过程中的指导与帮助表示感谢
.

本文成稿时
,

曾与美国布朗大学应用数学系谢定格教授进行过多次有益的讨论
,

在此表

示衷心的感谢
。
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之 二 8

心粗 二 2

孟二 3

a 4。/ }a’

几
u 3内
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.
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