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摘 要

根据 H 二。m , H 微小弹塑性变形理论
,

本文导出了幂硬化不可压缩材料平面应变问题的基本方

程

另外
,

本文提出了这些基本方程的两种解法
,

即位移函数
一

应力法和应力函数
一

应变法
.

举了两

个实例来说明这两个方法的应用
.

一
、

前
. 二曰J
口白,

. . 月

一
~ .

阵万

根据变形理论
、

幂硬化规律及不 可 压 缩 条 件
,

CoK
。

。
B c : 认直‘” 导 出了 塑 性 平面 应

变问题的基本方程
,

并研究了平面楔 的塑性平衡
.

但是
,

他未给出基本方程的一般解 法
.

H u t c h in s o n ,

R ie e 和 R o s e n g r e n tZ 一 4 〕已用应力函数 甲(
r ,

e)求解T 幂硬化不可压缩材料

平面应变问题
.

但是
,

控制f(0)的四阶微分方程却无法求解
.

这里
,

f(0)是切(
r ,

的的 0 变化
.

另外
,

位移函数沪(
, ,

即没有用来求解这类平面应变问题
.

根据 H 二 。 111 二H
微小弹塑性变形理论

,

本文导出了幂硬化不可压缩材料平面应变问题的

基本方程
.

并用位移函数求解这些基本方程
,

得到了控制 沪(
: ,

0) 的偏微分方程
,

它形式上

与控制 甲(
: ,

0) 的偏微分方程相同
.

当用分离变量法解这些偏微分方程时
,

我们发现
,

武0)

和
、

Z(0) 的四阶微分方程二者形式上亦相同
.

这里
, g (0) 是试

r ,

的的口变化
.

为了克服 f(0) (或或口)) 的四阶微分方程求解的困难
,

我们将f(0) (或武口) ) 的四 阶微

分方程化为乱(幻 (或认
。
(口)) 的二阶线性齐次微分方程

。

这样
,

问题就容 易 解 决
.

这里
,

艺。(6)和f
, ,

(口)分别表示
。。

(
r ,

0)和
: r e

(
r ,

0)的6变化
.

作为上述解法的应用实例
,

本文研究了 I型裂纹尖端处的平面应变塑性奇异场和平面楔

的塑性应力场
.

二
、

基 本 方 程

根据 H 二。 m o H
微小弹塑性变形理论

,

幂硬化不可压缩材料平面应变问题在极坐 标中的

钱伟长推荐
.
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基本方程为
:

( 1 ) 平衡方程

争
十

令瓮
这两个方程可以合并成一个方程

:

汀个
一 a 口

r

1 日2 : , e

r Z d 0
2

其中
: a , , e = 口r

一 a e

( 2 ) 应变位移关系

口u
r

。=
一

云沂一

( 3 ) 不可压缩条件

一。

智
十

一

:
一

瓮
十

一

望知应 十

声
一

塌(r

2 万 , 口

(2
.

1 )

口r 一e a口
, , 。

)
一 O

(2
.

2 )

脚
一r

一
叭斤h

�

口a
�(1 日u e

r 口口

+ -
卫竺 1 au ,

丫, 口= 下
一

石石

1 日
, 、 .

1 口u e

巴一卜召口= —
一二干一

.

t 犷路 , 少月
~

— 一又万
r o 犷

’ 一

r o 口

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )

( 4 ) 相容方程

l 口2￡,

1 口￡
,

1

产 万乎一下
一百于一下

口“( r 。
,

)
口r Z

1 口 l
_ 口护r e

、_
。

一产一价 、
‘

’
一

初 ) 一
。

( 2
.

5 )

( 5 ) 应力应变关系和幂硬化规律

1)

3
。,

= 一“, = 万一
红
口e

.

口一 , e

飞
, , 。一 3

·

备一
e 。 = a a 忿 ( 1《。< co )

{ ( 2
.

6 )

4 U e

口 , , 口= 下不
.

.

—
. 召,

O 七口

1 a e

句 = 了 一瓦一
’

卜 口

a 。
= A 。

塔 ( 0 < N 《 i )
{ ( 2

.

7 )

式中
,

有效应力a 。

和有效应变‘分别伪
:

a
一 (音

·

a ,
, ‘+ 3 二 ( 2

.

8 )

( 2
.

9 )

孟2

、..声
,

孟2
2
曰八口

1
十

~ 不一 ’

J

4
一
3e

一(
( 6 ) 用e 。 (或a e ) 和。表示

e . , (或a 。, ) 为

1 )
·,

一
, 一

穿
·

·.

一
, :

, , 一、二
·。

一 ( 2
.

10 )
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2 )

。

一六
·

a · · ·0 5。
,

一六一
, n 。

(2
.

1 1 )

这里
, 。 = 2a

,

而口是最大主应力a , 与r轴的夹角
.

众所周知
,

在比例加载下
,

弹塑性体内每一点的主应力方向与主应变方向重合
; 而且

,

在加载过程中
,

每一点的主方向始终保持不变
.

所以
,

我们可以取线弹性解的应力主方 向作

为弹塑性体的主方向
,

从而确定了。
。

三
、

位移函数
一

应力法

取径向位移
。 ,

和切向位移
。。
作为基本未知量

,

于是
,

用功(
: ,

0) 表示的u’和ue 为
:

l
U , 二二二

-
a叻

二
_ 口势

飞劝
一 , “口~ 一泊于,

(3
.

1 )

这样
,

不可压缩条件 (2
.

4 )和相容方程 (2
.

5 )都被满足
.

将式(3
.

1) 代入式(2
.

3)
,

应变分量就可用位移函数功(
, ,

幻表示如下
:

日 了 1 口劝 、 1 口2
劝 口 ‘ l a劝 、

“ = 一 “口=
一

石于气下
,

万日
一

), 咋。“产一百石
渔

一
r 一石于气下

、

万于
一

) (3
.

2 )

然后
,

式(2
.

7 )可以写成
:

_ _ 4A
_ 、 一 : 日 , 1 日功 、

。

一下
’
‘ · ’

一石「
一

、于 丽 )

_
_

_ A
_ _ N 一 ,

_

r l 护劝
_ a 月 即 n

·

”一万
’
“

一 飞严 飞丽恋 一
‘

硒于、下 万沂
一

)J} (3
.

3 )

以之代入方程(2
,

2 )
,

得到
:

名

r日日

了生逃、r : 口口
艺

1 日 1 日,

(
r
)

r 口r Z ){c 一叶韶一塌
一

什祭
_

)]}

r Z 口r口8 【
二‘

一’ ·

备(告器)」
一。

(3
.

4 )

这是控制叻(
。 ,

的的偏微分方程
,

它与控制应力函数甲(r
,

0) 的偏微分方程(〔3〕
,

方程 (2 9 ))形

式上相同
.

设方程(a
.

4 )有如下形式 的解
:

功(r
,

8)二材
r盔

·

g (0) (3
.

5 )

其中
,

M和之是常参数
.

于是得到控制g( 0) 的四阶微分方程分为
:

[箭
一N (*一 2 , (N (*一2。+ 2 )

〕王
: , 一(。)l

、(; 一 2 )。(。卜噜黔
~

]王
+ “‘一‘, 〔N “一 2 , + l〕

·

备(
‘。一 (“)渔豁立)

一。
(3

.

6 )

这个方程亦与控制了(口)的四阶微分方程([ 3」
,

方程(3
.

1 ))形式上相同
.

这里
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u ,

二M
r 几一 ’

·

杯
,

(0 )
,

u 。二M
r 盔一 ‘

·

叮。(0)
,

: ,

二一。。= M
r几一 “

·

艺,

(0)
,

? , 。== M
r卜 艺

·

节
, ,
(o)

,

:
,

(。)一

黔
汀。(口)== 一几g (0)

:
,

(。)一 (、一 1 )旦
黔

,
, 。
(。卜
黔

+ “(“一 2 )、‘“,

(3
.

7 a ~ n
)

a , , 。= 月M
N

·

r N ‘孟一 2 , ·

言
, , 。
(8)

,

厅
, , 。

(0)= 些
3

·

(艺
。

(口))
那 一 ‘·

艺 ,

(口)

r r , = AM
N

·

rN ‘几一 “,
·

f
, 。(0)

, ,
, , = 粤(:

。

(e))
N 一 ‘

·

节
, 。
(o)

Q

。。二M
, 几一 “

·

艺。

(8)
,

、

告
‘·

(0 )== 又言
·

‘: (“) +意
一

, 票‘(“))

注意到式(3
.

7 e
一n)

,

方程(3
.

6 )可改写成
:

d
Z
f

, o

d 口
2

一、(; 一 2 )〔、(, 一 2 ) + 2 〕,
, 。+ 〔、(, 一 2 ) + , 〕

蹂 (3
.

8 )

该方程可以分解成两个常微分方程
:

d
Z
宁

, e

d 0
2

一N (几一2 )[N (几一2) + 2〕f
, 。= 一k ;

(8)

(3
.

9 )
〔、(, 一2 ) + 1」

鲁
一 ; 1

(。) }
一旦知道了kl

(0)
,

就可 由这两个方程简单地求出氏
, 。
(0) 和宁

, 。
(0)

.

利用方程 (2
.

1 1)
,

方程 (3
.

5) 就化为称
。
(幻的二阶线性齐次微分方程

:

d
Z
宁

, 。
_

, , , , . _ 、
_

,

~ 爪

一刁石厄
一
十 以v L五一 2少十 IJ I , (即

’
d f

, e

+ { [N (几一 2 ) + 1 ]T 笠创)一N (几一 2 )[ N 林一 2 )+ 幻 }宁
一。= o

式中
:

T ,
(0) = Ze tg 。 ,

T 盆(0)= d T ,
(0)/ d口

.

一旦确定了 子
, 。
(0)

,

就可用下式求出子
, , 。

(0)
:

行
, , 。

(0)一 T : (口)f
, 。
(口)

于是
,

问题得解
.

(3
.

1 0)

(3
.

1 1 )

四
、

应力函数
一

应变法

利用三节类似方法
,

我们可以得到下列方程式
:

( 1 ) 应力分量与应力函数

。二边 旦里 1
十

一 矿
护切 _ _ 护甲

万石
‘ ’ 口 ‘一刁矛万

介 。

一误(告器
一

) (4
.

1 )

( 2 ) 控制沪(
r ,

0) 的偏微分方程

(l
_

少 _ 工
卜 ~

立
_ 工

、r
Z 口口

艺 r 口r r

口2
(
r
)

口r Z )l
a : l d 甲

.

l a , 甲 aZ甲、1
宁严

-

丽「 一
~

丽
泛
一

月
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+

声塌箭卜
· :一景(令器)〕

一。
(4

.

2)

( 3 ) 设

中(r
,

口)== K r二 f(6) (4
.

3)

则f(0) 的四阶微分方程是
:

儡一
(一 2)。

·
(一 2 )+ 幻

}{
‘:一【

·
(卜

·
), (”)+

黑署〕」}
+ 4 (: 一 l)〔, (一 2) + 1〕

·

备(
。:一
碧

2)
一。

(4
.

4)

这里

,
, , ·
(。卜

梁
+ ; (卜

·
), (, )

f
一 e
(口)二 (1一

:
)

af(口)
d 8

‘·(“)一
‘。(“, 一

备
·

‘曹一‘“,
·

‘一‘“,

f一 (口)= 3
·

言:
一 ‘
(口)

·

f
一。
(口)

沙
。
= K r a 一 2厅

e

(8)
、

圣
行

·

(叹)== 又亩厅,
, ,
(口)+ ”宁, ‘(口))

(4
.

6a ~ f)

( 4 ) 注意到方程 (4
.

sa ~ f)
,

方程(4
.

4)可 以化成如下方程
:

d Z艺e

动
2
一”(

: 一 2 ) [”(
: 一 2)+ 2〕艺。+ [。(

; 一2) + 1 1
d节

, ,

一

训 = O (4
.

6 、

它可 以分解成两个方程
:

d
Z宕,

由
: 一 ”(

: 一 2) [”(
s一2 )+ 幻宫

, 二 一瓦“)

[ ”(
s 一2 )+ 1 ]

d节
, 。

d 0

(4
.

7)

== k :
(6) }

一旦知道了k
:

(0)
,

就可 以用方程(4
.

7 )求出艺
。
(口)和节一“)

.

( 5 ) 艺。(0) 的二阶线性齐次微分方程为
:

令
一

+ 〔·(一 2) +
.

1〕: :
(。)

·

鲁
+ {[ n (

s 一 2) + z〕T ; (8)一
n
(‘一 2) [。(; 一 2)+ 2〕}艺

, 二 0

这里
:

T
:

(0 ), 一 2t ,
,

T ;(0) = d T :
(e)/ d6

宕。(0 )确定后
,

由如下方程算出乳
。
(0)

宁
, e
(口)二 T :

(0)
·

艺e
(e)

这样
,

问题得解
。

(4
.

8 )

(4
.

9)

五
、

实 例

( l ) I型裂纹

我们用位移函数一应力法来确定 I型裂纹尖端处的平面应变塑性奇异疡
.



, 2匀 林 拜 松
甲

一
一

一一
~“ ~‘‘白曰‘j “‘目‘‘ J .

对于幂硬化不可压缩材料平面应变 I型裂纹
,

当H R R 奇异性成立时
,

我们有
:

几=
ZN + l

1 + N
(5

.

1 )

于是

ee
吕n‘尸O

矛‘、

、t火飞

!
。,

二一 : , 二对
r 一二专

.

:
,

(。)
,

_

, . == 好
: 一 , 各

一
.

认
。
(。)

e。二材
犷

一
了丽二

·

育.

(6)多
。, , , == 月M

万
·

r 一 、不不-
·

行
r , 。(6)

: , 。= 月M 万r

一
飞茹r

·

宁
, 。
(6)

,

平面应变 I型裂纹的线弹性解给出
:

。。

二月对 弃r 一 ~ 了补二 行
。

(6)

T :
(。)一 Ztg

(普)
,

: : (“卜
。·。·

蜡) (5
.

3 )

代入方程(3
.

1 0) 得
:

d Z f
, 。

一, 了不厂
~

一

十
口口一

Zb s in 6

1 + e o s口

d 宁l.e 了 Zb
. ‘ , ,

、,

一一一下万一 十冬, 二= - 二二万不 十 三~ 口 一
万T re , U

口 口 、 士叫卜CO S 口 ,
(5

.

4 )

式中
:
b , 1/( 1十N )

。

本方程是一个二阶线性齐次微分方程
.

本问题的初始条件是
:

f
+ , (0 ).

‘}
, d f

, 。

d 口
(5

.

5 )

应用幂级数法解方程仆
.

刃
,

得到
:

, , , 、 。 l
, ,

。 、 。 , .

1
, _

. _ 。
. , .

。 、 , 。

T ’口‘口夕= 口一元
“

‘口十 p “J口
一

寸示疥 L敬十 “口十
.

‘a 十卢
“

八伪十 各a 一“刀口
“

+ ⋯ + C : 。 , 。 ·

少
“令 “
十一 (。( 0< 几) (5

.

6 )

式中
:

a = 2b
,

刀== 1一伊 ,
L

几二 2(b + 1 一b勺

。 一 I f
_

(一 1 、
”

, * ‘

‘”十 ’
= 灭不初)丈

~

乏砰
~

习护
‘

衣裤打i叭 十万杏沁
,

、

十 艺
(一 1 )

‘

(2亡)里
,

(2 , 一 2 ‘斗 3 )
·

(2 。一 2 , + 2 )q
。一 : . + 。

(5
。

7 )

a
·

(一 1 )
‘+ ‘

(2 1一 1 )l
·

(2 。一 2 : + 3 )C
: 。 一 : ‘, 。

+ 刀

错
C : 。

一 ]}
,

c !一 1

利用式(4
.

9 )
,

我们得到
:

_
, , 、 _

.

1 0 、 _

。一 , a〔口少= 艺t g砚; 干 ,
·

丫
, 口(口) (0乓口< 几夕

、 ‘ ,
(5

。

8 )

显然
,

边界条件是
.
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宁
, 口
(二)= 莎

, , e
(二)= o (6

.

。)

所以问题 已解
.

( 2 ) 平面楔
-

我们研究平面楔 (口片士“)顶端作用着一集

中力尸的问题 (图1)
.

用应力函数一应 变 法 解

这个问题
.

如同弹性楔一样
,

假定

a 。= ‘,e , o , “
.

二沂‘r 、召)
,
、二1

,

‘二2杯1尸

(5
.

1 0)

这里
, a l是一个待定常数

.

于是
,

方程(4
.

6) 或仅 ‘s) 变成
,

图 1 平面楔

d
Z宫,

牛而f
+ n

(2 一
n
)
。,

= 0 (万
.

1 1 )

它有如下三种不同的解
:

l)
。二 2的情形

艺
,

= e
(i + 己0) (5

.

12 a )

2)
。< 2的情形

艺
,

= 。 、0 5 (。材飞二石
·

6 + 占) (6
.

1 2 b )

3)
”> 2的情形

艺,
== c 。h(。斌不二厄一 6 + 6 ) (5

.

1 2 e
)

这里
, c和 d是待定常数

。

现在
,

我们来确定行.( 0)
.

由方程(4
.

sc )得
:

‘
·

(“卜 [(六)
’‘ ’

·

: ·

(。)]
急

(5
.

1 3)

将方程(5
.

12 )代入方程 (5
.

1 3 )并利用条件氏(0) = 1 ,

就得到
:

行
,

= (i + 。。)丢
,

‘一!
e o s

(
:
澎丁几

.

口+ 占)
e o s占

n < 2

(5
.

1 4a 一 e
)

ij外

�..J

胃 _ r 。h (
。斌不死

·

e + 。) 1斋
。 ’

~ L
~

—
花瓦「一一

—
J

打> 2{
将这些结果与文献【l] 中的结果相 比较

,

我们发现
,

乙 ( 0) 和氏 ( 0) 分别就是文献【1」中的 刀和

如 而且
,

余下的计算与文献【1」相同
。

因此
,

我们就不继续研究这个问题
。

参 考 文 做

[ 1 ] C o 皿。刀o o e 皿 , 众 B
.

B
. ,

T e o 夕u a H 二a e m “, : o c , u ,

M oc 盆 a a ( i , 50 )
.

[ 2 ] R ic e ,

J
.

R
. e t a l

. ,

p la n e s tr a i n de fo r m at i o n n ea r 0

crac
k tip i n a p o , e r 一la w ha r d e n i n g

m a te r i al
,

J
,

M e e h
.

P h梦;
.

50 1‘dS
,

16
,

z( 1 , 68 )
,

lwe l盆
‘

[ 3 } H u tc h垃son
,

J
.

W
. ,

S i n g u 坛r b e ha v io u r a t t h e 姐d o f a to si le e

撇 k 恤 a
ha

r d e n i n g

ma te r ia l
,

J
.

Mec h
.

P h , s
,

50 1‘d ‘
,

1 6
,

l( 19 68 )
,

13ee 日1
.

[ 一] H u tc h妞s o n ,

J
.

W
. ,

P坛 s ti e s tr e s s a n d a tra i o f加ld s a t a

crac
k t勿

,

J
.

衬即h
.

P h助a
.

50 1‘dS
,

16
,

5( 1 96 8)
,

337一34下
.



分油 林 拜 松

5 0 !u tio n s o f the P!a n e 一

Stra in Pro b !e m s in a Po w e r

H a rde n in g a n d In c o m Pre ss
j

ible Ma te ria !

L in B a i
一 so n g

(C ‘nfra l一S d以h l耐ff. 考口 OI M‘。50 9 。: d M咖l细, .
,

C几。件gs ha )

Ab str扭e t

A e e o r d in g to Iliu s五in
‘5 srn all e la s tic 一p la s tie d e fo r m a t拓n t五e o叮

,

纽 this 弹Per ,

, e

d e r iv e th e b a s ie e q u a tio n s o f pla n e 一 str a in Pr o ble m s in a p o w e r ha r d e n in g “d in e o m p re ss ible

m a te r ial
,

In a d d itio n ,
t五15 pa p e r p r e s e n t s t下0 m e th o d s to 5 0 1甲e the s e ba s ic e q u a tio n s ,

1
.

e
.

the

d is p la e e m e n t fu n e t io n 一s tr e s s m e thod a n d th e s t r e ss fu n e tio n 一s tr a in m e tlio d
,
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