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摘 要

本文是一篇文献综述
,

采用待定小参数
,

统一讨论某些板与壳的非线性弯曲问题
.

一
、

引 论

本文讨论用奇异摄动方法处理板壳非线性问题
。

用奇异摄动方法处理板壳非线性问题
,

最早可以追朔到 1 9 4 8年
,

钱伟长用合成展开法处

理了圆板大挠度问题“ ’,

所得到的一些结果
,

符合 A
.

E
.

M c Pher so n
等的实验

‘“’.

那时讨

论的载荷是均布载荷
,

我们可以把圆板受均布载荷作用的大挠度方程写成
’3 , :

‘

斋
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器
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专
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器
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芳
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剖器)
’
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(1
.
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)
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其中
。是一个无量纲的任意参数

,

它是待定的, P 是一个荷载常量
。

上述方程的定解条件
,

讨论〔4」与〔别中所述的几种
.

如果采用〔6」中的记 号
,
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,

刀= o ,

刀
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.

2刀
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F 二o
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,
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,

刀
产
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,
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其中 m 是边缘力矩常量
。

在方程 (1
.

la )中
,

有一个常数 加
3 ,

自然我们须要对它进行限制
,

假定

钾
s
= O (1 )

、

(1
.

4 )

利用这个条件
,

就限制了参数
。 的选择范围

.

最初
,

钱伟长
‘”选择

:

为
, 2万人

‘
、告

召- . 一- 甲一丁- 一
.

、 Cq G l l
(1

.

5 )

以后
,

E
.

B r o m b e r g 选取
。
为

‘, ,

一器
〔1 2(卜

。2
) ,

一

尝
(1

.
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而 月
.

C
.

C p y 6 坦。 , 则选取
。
为

‘8 ,

一
粤[ ; 2(1一 。,

) ]

U
(1

.

7 )

如果采用( I )
,

则应该假定

。 = O (i ) (1
.

8 )

钱伟长在〔1 〕中所使用的方法
,

称之为合成展开法
.

这个方法
,

我们在【3〕中作了推广
,

对于参数
8 ,

不是取某 一 固定的值
,

而是通过待定小参数法
,

选取各种不同的值
.

这个方法

有很多优点
,

不但应用在 圆 板大挠度问题
‘“’,

还可以推广去解其他非线性问题
『“7 ’.

在本文

中
,

对于一些基本方程的推导
,

主要是采用这个方法
。

用奇异摄动法研究非线性板壳问题
,

其退化方程的解都是采用薄膜解
,

因此
,

研究薄膜

方程的解法也是很要紧的
.

钱伟长最先使用的是级数解法
‘. ’,

以后
,

D ick ey 使用迭代法
‘’”’,

S c h m 记 t等用摄动法
〔川解过同样的问题

.

关于薄膜解
,

还可以参考〔1幻~ 【16 〕
.

用奇异摄动理论去研究板壳非线性问题
,

苏联 C p y 6坦H K
作了很多工作

,

关于数学方面

的应用
,

文献【3 1] 值得一读
.

二
、

环形和圆形薄板非对称弯曲

关于环形和圆形薄板非对称弯曲问题
,

江福汝在最近作了系统的研究
‘’。’ ,

作者利用他本

人提出的方法
‘“。一 “, ’,

讨论环形和圆形薄板在各种支承条件下的非线性弯曲问题
.

引进极坐标系(
r , a )

.

我们知道
,

薄板弯曲挠度 。(
r , a )和应力函数N (

r , 口)确定于下

面的 v o n K a r m a n
方程
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再以
r 。
表示环形的内缘半径

, , :
表示外缘半径

,

引进无量纲量
:
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则上述方程(2
.

la) ~ (2
.

lb) 变成 (略去字母上的
“

一
”

号)

万
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(。
,
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。2
△“田一 L (。

,

N )= q (2
.

4 a )

。
, 、 , 、 . , 、 二 .

1
1 , 、 二

J l ‘切
, Jv 少三。

一J”十万“切
,

功少= U (2
.

4 b )

其中
。是待定参数

.

在方程(2
.

4 )中
,

(2
.

5 )

其中M是一个正数
。

我们须要假定

!q l< M

如果恢复
“

~
”

号
,

则

}斋
一

〔1 2 (卜
。2

)〕普一
阵

M (2
.

6 )

这就限制了参数的选择范围
.

江福汝
‘’。’
选取

￡
为

h
2

e 一 二二 一 , -丁 , -

-
一, r 芯一一万一

12 LI 一拜
“

少r 井
(2

.

7 )

如果假定
。是一小参数

,

此时必须假定 !q】/ E 是很小的量
,

也就是说
,

此时的荷载不能太大
.

关于非对称弯曲的研究
,

还有 [ 17 ~ 15 ]
、

[ 2 3 ]和 [ 2 4〕等工作
.

三
、

旋 转 壳 对 称 弯 曲

对于旋转壳的对称弯曲
,

可以将它的平衡方程
【2 5 ’写成奇异摄动型方程

:

矛
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其中

斌丽t弃7 丁 d :
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~

万万
-

任 ! 今 U ‘币

(3
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此处字母量
z 的定义见文献 【26 〕

,

其余字母量见文献【2 7 ]
.

同前两节一样
,

方程(3
.

1) 中的
￡是待定的

·

当取

h
(3

.

3 )

时
,

C p y 6。。 K
讨论了该问题的渐近解

‘么名’.

此外
,

他还讨论了旋转壳的其他问题
‘“。一“。’.

我们在文献【27 」中
,

采用待定小参数的钱伟长合成展开法求非线性扁球壳体大挠度问题

的渐近解
,

对于受均布荷载作用的固定夹紧或简单铰链支承的扁球壳体
,

各级渐近近似的求

解问题都可以转化为求泛函的极值问题
,

得到了泛函的一般表达式 ; 对于渐近展开式中的小

参数的选择
,

文中只列举一例
,

要求小参数
。
满足等式 护P+ 。一 1 = O

。

这样选取小参数
,

无
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沦是大载荷或小载荷情形都能适用
.

我们在文献〔27 〕中
,

由于采用了待定参数法选择摄动参数
,

从而求得了
“

薄膜
”

解在中

心区域不出现凹陷的条件
.

以摄动法的基本思想为依据
,

我们曾引伸出一个迭代法
,

用 以求解非线性扁壳大挠度问

题‘” 1 .

讨论叶开沉等用修正迭代法讨论过的问题
‘“’.
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.

这个迭代格式有一个显著特点
,

它能很好地
“

记忆
”

历史资料 ; 但也有一个很大弱点
,

它不如修正迭代法收敛快
.

四
、

第 二 边 界 层 问 题

对于受均布荷载作用的球壳对称变形问题
,

其非线性平衡方程可以写成
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。
都是小 参

数时
,

这是第二边界层问题
.
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带有两个或两个以上小参数的奇异摄动理论的应用
,

公开发表的文献虽不多
,

但是是一

个重要的研究课题
,

这方面
,

R
.

E
.

Jr
.

O
尹

M al ley 的工作是很出色的
〔“‘一“a ’;

林宗 池 最 近

也研究过
‘3 。’,

月
.

C
.

C py 6二。K
把它应用到弹性球壳的弯曲问题 ““ ’

.

关于后者
,

E
.
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r

也有研究
【“’。

我们在【3 3] 中
,

采用一个特殊假定
,

令
e ,
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.

2 )

利用先前所使用的方法
‘气” ’,

求得了上述问题的渐近解
.

对于方程(4
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,
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,
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这里的 h 为壳的厚度
,

2a 为跨度
,

R 是壳体半径
.

利用(4
.

3 )的限制
,

便可求得 占的估计值
,

。了澎下、

O 二二二七声I 一
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这一结果与 R ei ss
ne

r 的结果是一致的“ , ’.

上面所讨论的是均布荷载作用的球壳对称变形问题
.

其实
,

可以推广到任意荷载作用的

旋转壳体变形问题
.

现在讨论对称情况
,
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,
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在这个方程组中
,

须要假定 砂占P(x) 与砧k( 习都是有 界的
,

即
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.
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利用 (4
.

l o a
) 与 (4

.

10 b )
,

C p y 6以。 : 研究了扁壳变形的稳定性 和 决 定 临 界 荷 载 的

值
〔2”,

权’
。

自然
,

可以利用本文作者的工作〔3] 和江福汝的工作〔2的中所提出的方法
,

对稳定

性和临界荷载值作进一步讨论
。
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