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周围粘弹组织约束时

动脉管内的脉动流
’

柳 兆 荣

(复旦大学
,

1 98 3年 9 月 2 日收到)

摘 要

由于在动脉管外侧牢牢地粘附着结缔组织
,

而且这些结缔组织是一种粘弹体
。

为了 分析周围

粘弹组织对动脉中脉动流的影响
,

本文将周围结缔组织考虑为y oi gt 粘弹体
,

由动脉管内血液流动

方程 (Nav ier
一
St ok es 方程 ) 与管壁运动方程 (L a m b 方 程) 导出动脉管中脉搏波波速的一般表达

式与管内脉动流的速度表达式
.

W o m e rs ley 关于不存在周围组织约束的结果团 与仅考虑周围组织

是纯弹性体的结果I0J 都做为本文结果的特例而包含在本文的结果之中
.

J
. 之j . .

J .

一
、

HlJ 青

我们知道
,

心脏是周期性收缩与舒张的
。

当心脏收缩
,

主动脉开启
,

血液从左心室射出

时
,

动脉中的血液压力将上升 , 而在舒张期
,

心脏停止射血时
,

动 脉 中 血 液压力将重新下

降
.

由于动脉管壁是弹性的
,

动脉中血液压力的上升必然导致血管壁的向外扩张 , 而当动脉

中血液压力下降时
,

血管壁将重新回弹
.

这个过程对于每一个心动周期将重复
,

一次
.

因此
,

对于动脉管壁的每一微元
,

都可以看成是在做周期等于心动周期的周期振动
.

同时
,

伴随着

动脉中血液压力的脉动
,

动脉中的血液也将以脉动的形式在流动
.

这就是说
,

由于心脏节律

性的间歇射血
,

动脉中血液流动的参量—压力
、

速度
、

血管半径等将是一些随时间做周期

性变化的脉动量
。

对于这种动脉管内血液流动与血管壁运动高度藕合的动脉中的脉动流
,

人们往往把血液

认为是牛顿流体
,
将动脉管壁考虑为弹性薄壁圆管

.

不少人曾先后对这个问题做了许多有意

义的工作
‘’, 2 ’,

特别是本世纪五十年代
,

W
o m er sl ey

‘3 , ‘’更 详 细讨论了动脉中脉动流的波速

与速度分布随频率参数a 的变化情况
.

由于在动脉外侧牢牢地粘附着结缔组织
,

在分析动脉中的脉动流时
,

实际上还必须考虑

周围组织对动脉管壁运动的影响
.

正如 M c D on al d[
“’
所指出的

,

动脉的外部约束本质上是防

止动脉管壁的任何轴向运动
,

因此应该认为存在着动脉管壁的纵向约束
.

1 9 5 7年w
o m er sl ey

〔‘,

欧阳色推荐
.

与1马
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引进了一个与纵向位移 乙成正比的弹性恢复力来表示周围组织对动脉管壁的约束作用
,

从而

导出相应的脉搏波波速与脉动流速度的表达式
。

考虑到动脉管周围结缔组织并非是严格的弹性体
,

而是一种粘弹体
,

本文将周围结缔组

织考虑为符合 V oi gt 模型的粘弹体
,

在计及这种粘弹体的影响情况下
,

导出动脉管中相应的

脉搏波波速的表达式与脉动流的轴向与径向速度的表达式
.

W
o m er sl ey 关 于 不存在周围组

织约束的结果“ ’
与仅考虑周围组织是纯弹性体的结果

t。’
都做为本文的特例而包含在本文的结

果之中
。

二
、

基 本 方 程

动脉中的血液流与血管壁的运动是完全藕合在一起的
.

因此
,

在分析动脉中的脉动流时
,

必须同时考虑动脉中的血液流动与动脉管壁的运动情况
.

由于在生理条件下
,

血液是不可压缩的
,

若进一步假定动脉管中血液的流动是轴对称的

层流流动
,

而且可认为血液是牛顿流体
,

则描述血液运动的 Nav ie r一S to k e s
方程为

斋
+ ·

会
+ ·

器一合器
+ ·

{器
+

告令
+

器}

令
+ ·

会
+ ·

令一告器
+ ·

{癸
十

告令
+

器
一

带}

(2
.

1)

(2
.

2 )

连续性方程为

口“

日戈

1

十—
口v r

口r
= O (2

.

3 )

式中“与口分别表示流动速度在x (管轴向) 与
r (管径向) 轴上的分量 (见图1)

,

P为压力
,

p 为血液密度
, ”二可p扣血液的运动粘度

,

”为血液的动力粘度
,

R 为动脉管的内半径
·

其次
,

若假定动脉管壁是各向同性的弹性薄壁圆管
,

对动脉管的纵向运动起约束作用的

周围结缔组织假定是V oi gt 粘弹体(图 2 )
,

其单位管壁面积的阻尼系数与弹簧刚度分别为 拼与

K
,

若动脉管壁厚度为h
,

管壁密度为p o .

为了估计周围组织的影响
,

如同M or ga n[
“’一样

,

引进管壁的有效厚度

H 一”

(
‘十

气黯
-

) (2
.

4)

式 中h: ,

P ,
与R .

分别表示周围组织的厚度
、

密度与半径
.

这样
,

当考虑到作为V oi gt 粘弹体的

兰一
.

亡二

}“
一 ’一

}
.

”

一
’

一

—
图 1 柱坐标下的速度分量 图2 周围组织的V oi gt 模型
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周围组织的影响时
,

描述管壁运动的L a m b方程可写为

伽H

滞
十 ,

斋
+ 、)

一飞
黑

r

(器
+

分器)
一。

(令
十

器)
, _ :

、器
一。一、一节鲁(吴斋

+

责)
一 2

代半)
, 一 ,

(2
.

5 )

(2
.

6 )

式中E 与cr 分别为动脉管壁的杨氏弹性模量与泊松比
,

占与乙分别为管壁运动的径向与轴向位

移
.

p Z

为血管壁外侧的压力
.

在血管壁(r = R )上
,

必须满足边界的藕合条件

(2
.

7 )

(2
.

8 )

} (2
.

9 )

以及

奈一
‘二

,

“
, ‘,

奇一
‘“

,
刀

, ‘,

在动脉中
,

假设脉动是以波速
c及圆频率为。的波传播

,

即可设

, 一 ,
,

一。
。

(·) 一 p

〔
, 。

(
, 一
誉)〕

,

一
。

(·) 二 p

〔
‘。

(
‘一
誉)〕

。 一。 。(r )二p

〔
,。

(
‘一誉)l

: 一 ;
。

一 p

「
,。

(卜勃〕
,

“一“
。

一p

!
, 。

(
‘一
誉)} (2 1 0 )

式中 声二斌= 了
.

将(2
.

的式代入连续性方程(2 3 )
,

知

八了o, R \
刀 .

= L少吸

—
份 0 1

、 C
一

,

以及将 (2
.

9 )式与(2
.

10 )式代入边界藕合条件(2
.

7 )与(2
.

5) 式
,

有

;
。
一。

(令)
,

:
。
一 O

(答
·。

)

考虑到在动脉系统中血液的流动通常有

一竺一》 1 口Z
R

c 2 《1 (2 1 1 )
臼.

这样
,

N a v ie r 一S to k e s方程(2
.

2 )和(2 2 )可线性化为

日“ l 口P
一灰一 , 一万 飞八下

/ a 急“
.

] 口“ \

十夕 . 一二二r 十— , 二, 一 ,
、 O 犷 一 r 口r ,

2
_

1 2 )

口别 飞 口P
. _

了
一二一一 二二

- 一
- 二
-

‘

个 厂 .

口犷 口 口护 \

d
‘口

口r Z

+ 土擎
一牛冬

一

、
r 口r r 一 ,

(2 13 )

同时
,

管壁运动方程(2
、

5 )与(2
.

6 )可简化为

p 。

以令
十 ·

鲁
十、)

一

雀鲁(器
+

清勃
一 ,

(斋)
, _ :

2
‘

1 4 )

E h 了 ,

p一八一丁石开、左
、

重 、_
。

卞一布丽厂 刀~ U

J t 一 I

(2
_

1 5 )
‘‘二劣口一d



52夕 柳 兆 荣

分析动脉中的脉动流就是在管壁棍合条件(2
.

7 )与(2 8) 的基础上
,

联立求解方程 (2
.

12 )~

(2
.

1 5 )
.

三
、

血 液 流 动 方 程 的 解

当将(2
.

9 )式代入血液运动方程(2
.

1 2) 与(2
.

13 )时
,

得

令
十

合会
+ 八

Z U 。

一玲等
、

鲁
+

合会
十(js

a : 一

匆
九一

鲁鲁

(3
.

1 )

(3
.

2 )

式中 y ~ 二
R

a ~ R 为频率参数
.

显然
,

方程 (3
.

1) 与(3
.

2 )分别是零阶与 一阶贝塞尔方
一。一
v

/�

程
.

为了求解这些方程
,

假定

P
。

( v ) = 月J
。

( k夕) ( 3
.

3 )

式中A
,

左为待定系数
,

J
。

(k g) 为第一类零阶贝塞尔函数
.

这样
,

由方程( 3
.

1) 与( 3
.

2) 可分别

求得基本解为

。。(夕) 二C 夏
J
。

( j
s , Za g )

J
。

(j
3 ‘“a )

.

0 R
Z

A
一 ] 万 一不

~

~

尹压石平
J 。
‘左y , ( 3

.

4 )

。。 ( 夕) = C 孟
J : (j

s , 恶a y)
J
。

( j
s a )

R A k
一万 尹了二了

J ,
‘只梦, ( 3

.

5 )

式中J
l

( k梦)为一阶贝塞尔函数
,

C 灵与C 玉为待定系数
.

为了定出待定系数 k
,

首先将 (2
.

9) 式

代入连续性方程( 2
.

3 )
,

有

d v oy

d 夕

.

o R
= 少不一

u . ( 3
.

6 )
11一y

并进一步将 ( 3
.

4 )式与 ( 3
.

5 )式代入 ( 3
.

6 )式
,

可得

。R

C

.

犷J
�

怡立q

以及

秃

j
s , Za

考虑到在生理条件下
,

左值很小
,

即有

J
。

( k , ) “ 1
,

这样
,

可得速度表达式为

。。
(夕) 二 C至

,
,

(。。) 、粤
‘

J。

(i
3 ,2 a功

J
。

(js , Z a )

A
十
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.
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四
、

脉搏波波速的表达式

首先
,

将(2
.

的式代入边界祸合条件(2
.

7 )与(2
.

5)
,

可得
u 。

(R )= j。乙
。 z, 。

(R )= j。省
。

当进一步将速度表达式(3
.

7 )与(3
.

5) 代入上式
,

可得

。
,

A
‘ 全十币于一了。‘

“
= ” (4

.

1 )

碧
:

; 。

c ; +

黯
月一抽氛一。

(4
.

2 )

式中

。 _ ZJ :
(j

s , . a )
‘” 。

一刁
面

刃汉产咕了
其次

,

将 (2
‘

10) 式代入管壁运动方程 (2
.

1 4) 与(2
.

15 )
,

并注意到速度表达式 (3
.

7 )
,

则

得

B h
月一一蔽诬一 乱 十

」I

jo B h口

Rc
乙。= O (4

.

3 )

与

j
s o R p F

: 。
B ha j。 :

。+

(p
o
H 口一

B h口
2

R c )
“
。
一 。

(4
.

4 )

式中

口= 砂一拼j。一K
,

B 二
E

l一少

在方程(4
.

1 )~ (4
.

4) 中
,

含有 4个待定系数 C ;
,

A
,

乙
。

与乙
。 ,

由于上述方程组是齐次的
,

为了得到非零解
,

其系数行列式必须为零
,

即有

八U

一一

一J口

j田尸F
: .

2口

jo R

Zp 护
(4

.

5 )
B ha 萝。

Rc

j
习。 R p F

, 。

ee 了Q)

B h

一不刃

Bh
口j。

Rc
P o

H 口 一
B h。

之

c 2

显然 这个4 阶行列式可以进一步化为如下的三阶行列式
:

jo R (l一F
, 。

)
ZP c l 一 JQJ

B h

一顶「

j
Zo, z

R F ; .

2 C

Bh a j。
(4

.

6 )

l
_ 更二塑皿

鱼
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_

1 2口
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口j o,

肠

Rc
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。n B h
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; .

尸. J J 。‘一一二奋一个
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展开这个行列式
,

并经整理后
,

可得关于少 的二次方程将为

(豁)
’
(卜 。

、。

)(卜
口2

卜(豁){(合
一 2。

)
F

l。
+ 2 + “·

〔‘一F
l。

,

}
+ 2口. + F

, o == 0

由此
,

可得

式中

‘士斌醉
.

二万

G =
(合

一 2 。

)
F

:。 + 2 + 。 ·
(, 一 :

: 。

)

一 2 (l一F
: 。

)(1 一a 么
)一一

h一B R一p

一一C

、.口产K

l
?N长潞流豁再

,

伊 =
-

昭
一

(1一且

显然
,

如关系式(4
.

8) 所示
,

波速。是一个复数
,

一般可写为

令
一X (a )一’Y(a )

式中
x (a ) = R e {(e 士斌飞产二万

-

)盖}
,

犷(a ) = Im {(‘士斌了二万
一

)告}

现在由(2
.

的式知
,

压力表达式为

, 一。
2
一 , 。

(
·)一 p

!
,。

(
‘一
誉)〕

将复波速‘的表达式(4
.

9 )代入上式
,

得

, 一 ,
,
一 ,

。

(
r
)
。x p

f一
。丝华之1

。x p

fz
。
(

,

一丛鱼工、1
L ‘ 0 J L 、 ‘ o , J

这说明
,

Y(a ) 的存在将导致压力波的振幅按指数规律衰减
,

而压力波的相速度将为

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(4
.

9 )

(4
.

10 )

(4
.

1 1 )

C o

X (a )
’

因此
,

只要由(4
.

10) 式算出X (a) 与Y (a)
,

的衰减情况
。

最后
,

作为复波速一般表达式 (4
.

7 )

弹性约束
,

即拼= 0
,

这时

即可求得动脉中压力波的相速度以及了 解压力波

的特例
,

若动脉管周围组织的轴向约束仅是简单的

, =
一

盛(l
一

令)
从而

,

(4
.

7 )式可退化为与W
o m ers ley ‘

。’
完全相同的波速方程

,
若进一步假定拜= 0

,

K = O ,

即

伊 =

妙P允
这样

,

关系式(4
.

7 )可进一步退化为无周围约束时所对应的著名W
o m er sl e y的结果

‘召, 。

五
、

脉动流的速度表达式

由关系式 (3
.

7 )与(3
.

8) 知
,

动脉管内脉动流的轴向与径向的速度表达式为
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劫。(夕) =
p C

月

口C

月 1 + 一

军井
. ~

典攀照2飞
,

= 竺
~

J 。
LJ

”工 “
a 少 J

.

Pc

(5
、

1)

。。(。)一 ,

畏千今
-

(5
.

2 )

为了求得待定系数

p 口

C 立

劣将攀餐
+ ,

于

A

PC

首先由方程(4
.

5) 与(4
.

刃消去氛后得

A

口心令(
p Rc

,
、

.

。
, c 二

_
。

了 , 加 一

一下不万二一 刀气~
妙 t
一 卜而二丁 弓。~

U

主〕 “(夕 / J t口
(5

.

3 )

现在进一步由方程 (4
.

2 )与(5
.

3 )消去氛
,

可得待定系数为

C 夏

--A =

口心

l一
2口

+
(

一
‘

~

)
C o ,

2 1

(5
.

4 )

将上式先代入关系式(5
.

0 与 (5
.

2)
,

而后再代入 (2
.

的式
,

则可得脉动流的轴向与径向速度

分量的表达式
。

[ l 〕
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