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摘 要

文中证明了非线性热传导方程只能有连续解
.

不可能存在间断解
.

列出了解非线性热传导 方

程的一些方法
.

用热像法给出了平面热波对平面分界面的反射和透射
,

并证明了热像法的一 阶 近

似性
.

最后
.

对激光聚爆氖佩小球
.

应用高原子序数介质的球毅作为挡过热电子的传播问题 作 了

解释
.

言司一
、

引

一般非线性热传导方程可以写为
:

、,声
.

、了一1匕义旦二一一生(业
口t 口火 、

日甲(T )
(1

.

1 )

式中甲= K T
” ,

K 和 n是常数
,

T 为温度
, 二
为坐标

,

t为时间
.

式 (1
.

1) 的初始条件为
:

当 t= 0
,

T
。

(0
,
二)给定

,

但在二上不一定连续
.

当, > 。,

T( ,
,
二)处处有限

,

粤
处处连续

.

这样的问题在辐射波的传播
、

渗流和过热电
一
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以

子穿透物质等物理问题中是典型的
.

对其解的性质和解法
,

H
.

B
.

3 e二
硕 oB

H ,
等在 《冲击

波物理和高温流体动力学现象》 “ ’一书中专门在热波一章中叙述了这个问题 , 但他们未能就

这个方程的性质和解法作一些普遍的讨论
,

另外他们只限于解决在均匀介质中的热波问题
,

对热波的反射和透射
,

未提供解法
,

在现代文献中也没有见到这方面的工作
.

本文的目的
,

在于对这个问题作一些补充
.

二
、

非线性热传导方程解的一些基本性质

一般非线性二阶偏微分方程
,

例如双曲型方程常常能出现间断解
。

非线性热传导方程是

否也能出现间断解呢 ? 回答是否定的
,

这很容易从下面的证明看出来
.

如在(二
,

O平面上
,

任取一条曲线二(t)
,

看在这条曲线上
,

T存在连续解还是间断解
.

为

. 钱伟长推荐
.
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此
,

将式 (1
.

1) 对(
、 ,

O平面上任一闭合曲线r 所包的面积D 积分
,

得
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式 (2
.

1) 实际上是能量守恒定律
.

如把厂压缩到x( O的两岸
,

对一微元积分
,

则得

a甲(T
:
)

d 劣 a %
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式中T
, 和T

Z

为二(t ) 曲线微元两岸的温度
.

由于条件

处处连续
,

所以式 ( 2
.

2) 的分子为零
。

如 T存在间断
,

T : 斗 T : ,

则
d另

d t
= O,

这意味着热不扩散
,

这和物 理 过

图 1 (x
,

O平面图
这表示在域 D定是不但

程不符
.

如T 处处连续
,

则

半
=

屯汤 肠

内存在无穷多特征线
,

受x 轴上初始条件的影响
。

所以 非线性热传导方程只有连续解
,

不会出现冲击波这样的间断
. 因为
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波头是很陡的
; 如”< 2 ,

丢冬
一

在波头上趋于零
,

这表示趋近于一般线性的情 形
; 在 热 波 内

一
2 、

~
’

价
.

~
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部
,

温度变化不大
,

分布平缓
。

所以
,

非线性热波的传播的两种问题
,

初始值问题和边界值

问题
,

它们的波形如图2和图 3所示
.

t o \ t 盆 \ t Z

已 O

图 2 初始值问题波形 图 3 温度不变的边界值问题波形

三
、

非线性热传导方程解法的讨论

非线性热传导方程的解法已知的有以下几种
:



非线性热传导方程的解和热像法

i ) 行波解“ ’,

2 ) 自模拟解
〔2 , ;

3 ) 波头展开解
「3 ’;

4 ) 数值解
〔51

.

其中数值解对各种条件均能得出解答
,

要靠大量的机器计算
,

方能得出一些物理概念
.

自模

拟解已经对图 2
、

3和 5 的三种情形作出了解析解川
.

对图 4和图 6 两种情形
,

只得出了下列边

界条件时的近似解析解
〔‘’.

了
’

= e o n st
·

tq q ) 0

S = e o n s t
·

tq q ) 0

(即边 界上的温度和热流随时间的 q 次方增加)
。

王 (3
.
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图 4 温度变化的边界值问题的波形 图 5 热流为常数边界值问题的波形

R
.

E
.

Mas hak
‘“’用波头展开解法得出了边界条件为

T = J
oe Z a ‘

(J
。 ,

a为常数 ) (3
.

2 )

的近似解析解
.

这些解析解的物理概念清楚
,

,

但受到一定边界条件的限制
,

在实际的应用问

题中有一定的局限性
.

行波解法
,

因为即使在最简单的图 3 的情况下
,

热波速度也不是常数
.

虽然可以得出解

答
,

但最后还得用数值求根的方法
,

求出温度值
,

然后解析密接成函数关系
‘3 ’ .

所以非线性热传导方程的解法在应用问题中应以数值解为主
.

对特殊边界条件的解析解

可以帮助弄清物理过程
。

这一点是十分重要的
,

可以节省大量数值计算工作
.

介质 2

1 0 I t -

图 6 热流变化的边界值问题的波形 图7 热波的反射和透射
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四
、

平面热波对平面分界面的反射和透射

设两个半空间
,

中间的分界面为无限平面
.

在距分 界面一L 处有 一个无限平面热源
,

如

图 7所示
.

设在 t = o时
,

每单位面积热源释放的热量为口
,

求界面对热波的反射和透射
.

分界面两

边的甲是不同的 , 左边设为 甲1 = K , T
, ,
右边为 切2

= K
Z
T

” ,

指数
n
恰相同

,

这在激光聚爆氖

氖气体小球时
,

过热电子的传播恰是这种情形
,

此 时 。=
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式中 m 。

为电子质量
, e
为电子电荷

,

Z 为介质原子序数
,

数
, n 。

为电子密度
.

此时方程式 ( 1
.

1) 应改写为

( 4
.

1 )

In A 为库偷对数
,

掩为波尔兹曼 常

口T 口 ~ _ 口T
二 犷一

= a es 下二

— I
省
,. 一二, - -

.

d t d X d 劣
( 4

.

2 )

式中

其中

。= K / Pc
, ,

p为密度
,

伪为定容比热
.

在均匀无限介质中
,

这个方程的解为川
:

丁一犷
C

(
1 -

( 4
.
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‘

、.产"

一
"
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.
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.
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.
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为了求出有分界面时的解
,

我们拟采用类似解静 电场问题的电像法
; 但是我们知道静电场问

题是线性的
,

故可以应用电像法
。

这里是非线性问题
,

是否可以应用线性叠加原理
,

尚属疑

问
.

下面我们将用小参量展开法证明
,

如取一阶近似
,

在非线性热传导方程的情形
,

可以应

用电像法
。

为此用无量纲量
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~
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(
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.
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得
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用小参量
。和d展开左右两边的f

,

令左边为

f
: = f产 + 汀尸 + 。

丫户 十⋯ (4
.

1 0 )

右边为
:

f
:
= 盯扩

‘’
十占

Z

f尸
, + ⋯

把式(4
.

1 0)和(4
.

1 1) 分别代入式 (4
.

9 )
,

只保留: 和 d的
一

阶项
,

(4
.

1 1 )

可得如下几个方程式
:
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备(, ,

。) 。
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, ,
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)
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奋
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备
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备
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.

12 )

(4
.

13 )

(4
.

1 4 )

显然
,

方程式 (4
.

1 2 )的积分就是均匀无限介质中的解
,

即式 (4
.

3)
.

方程式(4
.

13 ) 用 f厂
。, 的

解代入后积分
,

其一般解为

了,
1 )一e

[卜(真)
’

]:
“

(4
.

1 5 )

式中C为积分常数
,

化成温度
,

上式可变为
·T ,

1 )

一
:

·

(卜青)合
“

(4
.

1 6 )

这里常数C 已合并到了中去了
,

为了方便
,

以后略去撇号
. 。
可理解为反射系数

.

式 (4
.

16 ) 也

可理解为在热源的镜像点放置一个新热源在
二
点产生的温度

.

由于式(4
.

1 4 )完全和式(4
.

1 2 )相似
,

所以在右边介质 内的温度完全可以采用式 (4
.

3 ) 的

形式
.

当然由于介质不同
,

Tc 和郑不一定相同
.

所以
,

这就相当于介质全是右边介质
,

在点

源处放置了另一新点源在右边介质内产生的温度
.

占可理解为透射系数
.

从这些证明
,

说明了如取小参量的一阶近似
,

完全可以应用热像法如下
:

为了求出反射波和透射波
,

利用无限均匀介质 中瞬时释放热量为 Q 的解答式(4
.

3) 作为

入射热波
,

热源放在一L处往正方向传播的波为

T : 一T
·

〔
1 一
(
一L 一 (二)

戈价

i

)
’

〕
”

x
( 0 (4

.

17 )

对反射波
,

设热源放在 + L处往负方 向传播为
:

x 《0 (4
.

1 8 )

i

一拢, ...J、、口产

服一‘c[l
一

(
+ L + (二)

劣币

对透射热波
,

设介质为第二种介质
,

在一L, 处放置热源往正方向传播的波为
1

T透 = 。Tc 「1一f丝牛业2
一

丫俨
二) 。

‘ 、
内 . , J

(4
.

19 )

这里T
。

的差异由占待定常数中来调整
.

其中心为热波在右边介质内传播的波头位置
,

L,

为热源距界面的等效距离
.

这样
,

在左边介质中反
,

射波后的温度为
:

= 二
一
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冲
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’

介
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在右边介质中透射波后温度为
:

:
1

: 一。,
, 。

卜
一
(

一
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“

〕命 (4
.
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式中d可解释为透射系数
.

边界条件为在
* 一O处

:

T I= T
:

K
,
T梦黔
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Z
: 。

一

鲁

(4
.

2 2 )
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.

2 3 )

把式(4
.

2 0) 和(4
.

21 )代入式(4
.

22 )和(4
.

2 3 )
,

解之可得反射和透射系数为
:
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, 二; 一、

: 二 , )r
l 一 (李、

,

1
L \伪 币, J (4
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:
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‘
L
‘一

(众)
’

〕
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.
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K ,
戏 + K声 , (m 一 1 )

一一一一巴
。O

为了要求出右边介质内波头位置心
,

在任何时刻
,

必须满足能量守恒条件
,

即

!〔:
1 _ : 。1·。 1 : : ‘· +

{0--
, 。1·。 ; : :、! +

{{‘
。: · , :

:
:
、! 一口
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式中一
二 1
为反射波头位置

.

将式(4
.

17 )
、

(4
.

2 0 )
、

(4
.

2 1 )
、

(4
.

2 4 )和(4
.

2 5 )代入式 (4
.

2 6 )
,

展成级数积分
.

因为从非线性热传导的特点
,

波内温度分布比较平缓
,

只取级数 中 的 一 阶

项
,

忽略所有的二阶以上项
,

并近似地用Q~ ZPI 伪 IT声 ,代入
,

则可得

“奋~ 了粤奥二石二粤辱于云i
Trl ‘ 2尸2

“
2 ‘ 2尸2‘。2

(4
.

2 7 )

如完全忽略上式中的根号内的第二项
,

即得

二 ;一
了

玄lp zc o l

阴Z
ZP : c 。 : (4

.
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两边对i微分
,

有

厂不画石一
.

~ 丫
一

耐石石奔碗 勺 (4
.
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、
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、
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、
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这表示如右边第二介质是重介质
,

其中的热波速度是左边的寸
一

劣瞥梦
一倍

.

如 不 忽 略 式
’

- -
-

-

一
- -

一
’

一
, 沉乙 2

八伪
:

·

-
-
·

·
,

-
··

一
、

(4
.

2 7 )中的第二项
,

热波速度还要减小
.

在激光聚爆氖氖气体小球的设计中
,

为了防止过热电子进入氖氖气体小球
,

现在均用金

作小球毅
,

其作用就是为了减小热波速度
,

以实现冲击压缩
。

实际上
,

如用更重的材料作为

球鼓
,

可能更好
,

不过不如金易于加工罢了
.

从式(J
.

27 )又可看出
,

右边介质 中的热波速度还决定于热源离分界面的距离 乙
,

如将热

源放置得离分界面远些
,

热波的速度还要减小
.

此外
,

如把式(4
.

2 5) 代入式(4
.

2 5)
,

得

。 ,
-
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一

「
_

了L 、
“ 飞
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透射系数占和勺有关
,

而戈 , 和时间 t有关
,

当为 = 乙时d二 0
,

当勺 = 二时
,

d趋于常数
,

所以热

波的透射作用是随时间而增长
,

这又起到了阻挡温度的作用
.

五
、

结 论

非线性热传导方程
,

除数值解可以给出非均匀空间的解外
,

求解析解是十分困难的
,

本

文用热像法近似给出了有无限平分界面的解析解
.

可 以清楚地看出高 Z 密度介质 的挡热波作

用
,

这是数值解所无法比拟的
.

[ 1 〕

[ 2 〕

[ 3 〕

[ 4 〕

[ 5 〕

[ 6 〕
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