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摘 要

本文用逐次逼近法求得这个边值问题的一次解和二次解
,

从而获致位移场
,

应变场和应力场

的二级近似公式
.

我们的结果还表明
:

在变形后
,

(i) 圆筒任一截面必位移至另一仍与筒 轴 垂 直

的平面上; (i i) 应变分量E 分头与 E品 之和以及应力分量刃货铸与刃留乞之和在整个圆筒 内均不保

持恒定
.

后一效应是经典弹性理论里所没有的
,

它对刃界的产生承担责任
,

此外
,

刃轰与 俘异矢十

万品 )之间呈现线性关系
.

其比例系数仅与回筒的材料有关
.

考虑一个受到均匀内外压力作用的各向同性圆筒
.

如果所产生的位移是微小的
,

那么这

个问题便是经典线性弹性理论里有名的L a m 。问题
‘”

.

现在
,

让我们来探讨有限位移的情形
、

一 其 太 卞 程、 ‘二‘二 夕 . 一 洲尸 、沪 . 户J ~ .

如所周知
,

在处理非线性弹性问题时
,

可以或者用物质描述法 (亦称 L叱
r

an 罗 描述法 )

或者用空间描述法(亦称E ul e r
描述法)

.

设 R 为质点在自然态 (未变形态 ) 的位置矢量
,

r 为该质点在终态 (巳变形态 ) 的位置

矢量
,

我们取物质坐标系 (柱坐标) X K
(K ~ 1

,

2
,

3)
:

X
‘

一 R
,

X
z
= 价

,

X 名= Z (1
.

la )

它的三个基矢是

‘ , 口R
。一 = 百玉碑 (1

.

lb )

取空间坐标系 (柱坐标 ) x 告 (k = 1
,

x l

= r ,

它的三个基矢是

2
,

3 )
:

妙 = 甲
,

砂二 z
(1

.

Z a
)

g 吞 (1
.

2 b )一正

介一戈。一沃
一一

钱伟长推荐
.

58,
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在这篇文章里
,

我们采用物质描述法
,

于是有下列基本方程或公式
‘忍, . ’‘, ‘’:

1
.

物质描述法的平衡方程 (为简单计
,

略去体力)

V
_
芝

·

= O
叹

(1
.

3 )

2
·

K elv in 一C o ss e r a t 形式的应力
一
应变关系

口牙(E )
口E

== C
‘: , ‘ . 。+ 冬(c

《: ,
二 E )二 E

‘

(1
.

4 )

3
.

芝与T 之间的关系式

艺= T. A, (上角的
.
T

”

表示转置) (1
.

5 )

4
.

L a g r a n g e
应变张量

E一
合
〔v , 。 + 。v。+ (v 。。)

·

(。v , )〕 (1
.

6 )

其中芝
,

T 分别为第一
、

第二类R ol a 一K ir chhof f应力张量
, u为位移矢量

,

A为变形梯度
,

算

符v R (下角的
“
R
”

用以强调这是对物质坐标系而言) 为

V
。
三 G K

叹

口

口X K
(求和约定 . 》 (1

.

7 )

砰(E )为应变能函数
‘4. ,, . 、

1 , , , ,
、

l , 。 , 、 ,
.

1 , , 。 , 、
,

. ,
,

平(E )二杀(C。, ,
二 E )二 E + 子 [ (C‘: ,

二E )一 E l二 E + ⋯’
一

、
一产

21
、 一 、

剐 一
沙

一
’

3 ,
“ 、 ’ 飞

., 一, 一
J

一
’

C‘, 和C
‘, 、

分别叫做二阶
、

三阶弹性常数张量 (它们分别为牙对E的二阶
、

材料是各向同性的
,

则C
《,

,

C
。。》的分量中只有下面五个是独立的

:

(1
.

8 )

三阶导数 )
.

倘若

C老牡
: 二孟

,

C器主
: = 户

C挑
: a : 二v l ,

C ;贾玉
。: 。= v : ,

C盖聋盈
s , : = v 3

(1
.

9 )

此中的几
, 拌叫做二阶L a m 。常数

, v , , v : , v。
叫做三阶L a m 。常数

‘, l 。

为了获得方程(1
.

3〕的唯一解
,

尚须补充以适当的边界条件
:

N
·

艺== T (在表面上 )

N为表面的外向法线单位矢量
,

T为应力矢量 (表面面力)
。

又若引进定义如下的微小应变张量巨

(1
.

1 0 )

巨=专(
v R u + “v R ) (1

.

11)

则L a g ra n ge 应变张量E可表示为

。
_

拼
.

1 , _
‘~ ‘ 十下

一

叹V
乙

R u )
·

(uv R ) (1
.

1 2 )

二
、

逐 次 逼 近 解 法

现在让我们用逐次逼近法
’‘, . , . , 吕’

来求解本间题
.

注意在下面的计算里
,

我们将使用物理

标架
‘2 ’,

并对每个张量 (包括矢量) 一律取其物理分量
.

在这种情况下
,

把物质坐标系的三

个基矢 (如今皆单位矢量 ! ) 记作G a, G 。 ,

G , ,

而算符v : 则变成
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_ _ . 口
.

, l 口
.

o a

V R 云勺
~

万刃
~

十 。 ,

万
一

万西
~

十 0 . 瓦了
- (2

.

1 )

按照上面所引文献
,

我们假定位移矢量 u 可表示为小参数
e 的渐近幂级数

u = r一 R = 乙
。”u (. ,

(R ) (2
.

2 )

从而
v

_ u 二V _
(。u

(1 , + 护u ‘: ) + ⋯)=
。v 。u 。1 , + 。. V 。。《: ) + ⋯

民 “ _ 几 代 l

呱丫卿){
一竺外

+

介
幻

飞+.’’t’ l
‘v R u ,

’

‘u v R , = e一‘V R u (卫) , “ u ‘, ) V R , 十 ”
’

(2
.

3 )

于是有

巨一
合‘

v R 。+ “v R , = 。
它
。一) + 。,

巨
‘: , + ⋯ (2

.

4 )

其中

声 1 , _
. _

_
、

“ 1 1 _
_ _

⋯ ~ 、

已 ‘, , = 万‘V R u ‘, , 十“‘, , V R ,
,

“
, , ~ 百、v R “ ‘”宁

“‘, , v R , (2
.

5 )

若将 E也表示为

E 二乙
。”E 。。, 二 。E ‘, , + “,

E (: , + ⋯ (2
.

6 )

又因
,

根据(1
.

1 2 )
,

E一‘+

音(
v R 。)

·

(。v R )一巨
(: ) + 一
【“

《: ) +

专(
v R 。‘】) )

·

(。
(: )v R ,〕

+ ⋯
(2

.

7 )

则比较(2
.

6)和(2
.

7)
,

给出

〔《i , == 巨
《一)

E (! 、一巨《·, +

专(
v R u (、,

,
·

‘“
(1》v R )

(2
.

sa )

(2
.

sb )

此外
,

变形梯度A可表示为
‘毛‘

A= I+ u v
_

= I+ 召u e一, V _
+ 沪u t一 , V

_
+ 一 1

. ’
一 ,

R
一 ’

一
、
F

’

R
’ - 一 “

F
’

R
’

乡

砂 ~ r .十 u 口。、, = I+ 召口。 U , 一 、
+ 了叮 O U ‘, ,

+ 一 j
月 一、 .

甲 . V R , 一
,

下 。 v R “q , T
. v R . 姗 , . 一

其中l为单位张量
,

即

l二 G a G a + G . G . + G : G :

将(2
.

7 )
、

(2
.

9 )代入 (1
.

4 )
、

(1
.

6 )
,

便得T 和芝的级数形式的表达式如下
*

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

T == 云户 t 。, 二嘴《, + 沪, 《: , + ~ (2
.

1 1 )

叫OO

艺二兄户艺‘
. 》二“

l, + 矛艺《。十 ~ (2
.

1 2 )

它们的第
n
项可写成如下形式

:

: 《一, == c 《。 二尼
《. , + : 备 (2

.

1 3 )
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芝(。 ,
= e (2 ,

二 巨(” , + z tlt
)

其中廷
(1 , ,

巨(2 》已由(2
.

5 )给出
,

而

_ 二 . _ 二 l 。
, ,

_
、 , _ 、 , .

1
,
。

T么
)

= 0
,

T么
》
= 令C (: )

二 [(V
_ u (; )

)
·

(u
( 1 )

V
_

) ] + 令(C ‘: )

2
、‘ ’

“
’

R
一 、 1 , 尹 、 一 、 盆’ ,

R
产 J ’

2
、 一 、o ,

艺么
, == o

,

艺轰
, = T几

,
+ (C

。: ,
二巨( ,

小 (v
_ u (: )

)
一

、 ‘ 尹 ’

一 一
产 、 一 ‘ 、 、 . 、

“ 产 、 甲

R

我们还假定表面面力 T乃是位置矢量R 的函数【即 丁~ T (R )〕
,

示为
:

T = e T
, . 、

1

T ‘, )
= 0 (当n > 2 ) j

将 (2
.

12 )
、

(2
.

1 7 ) 代入平衡方程(1
.

3 )和边界条件 (1
.

10 )
,

下
:

(2
.

1 4 )

二巨( : )
)二 巨

(: ,
(2

.

1 5 )

(2
.

2 6 )

并按 Sig n o r in i 的方案
〔‘’将其表

(2
.

17 )

便得逐次微分方程和边界条件如

v R
.

芝(。 ,
= 0 (n = 1

,

2

N
·

艺‘
。 、

= T (。

(
n = i

,

(2
.

16 )及(2 一 7 )
,

我们有
:

2
.

18 a
)

2
.

1 8 b)

了性、了.、

了、了、

于是
,

考虑到(2
.

1 4 )
、

当n = 1时
,

v R
’ 乏

。1 ,
= v

。
·

(C
。: , 二巨

。1 )

) = o
代

N
·

艺
( , 二 N

·

(C
。2 ,
二 巨。: ) ) = T 。: ,

2
.

1 9 a
)

2
.

1 9 b )

当 n = 2时
,

v R
·

芝(: ,
= v R

·

(c
(: ,
二 巨(: ) + 艺轰

)

)== 0 (2
.

2 0 a
)

N
·

芝〔2
)
= N

·

(c (: ) 二巨(: , + 乏轰
)
) == o (2

.

Zob )

至于上述边值问题解答的存在性和唯一性
,

S论n
or 呈ni 以及St o p Pe U塔人已作了详细的阐

述或证明“
, “, . , . , ,

这里就不赘述了
.

三
、

一 次 解

我们考虑一个两端自由并承受均匀的内压力P和外压力q的各向同性圆筒
,

它在终态 (已

变形态 ) 的内外半径分别为
a 和 b (图 1 )

.

我们假定p和 q均可展成小参数
。的幂级数

.

为了与

公式(2
.

1 7 )一致
,

令

P = 己P(一) ,

q = 姆 (l)

P(。 , = 口。
”) == 0 (当

n
> 2 )

现在
,

让我们来求解一次(
n = l) 边值问题(2

.

19 )
。

I (3
.

1)

首先
,

我们对位移矢量
u
作一分析

.

鉴于问题的对称性
,

u 的各个分量必定都与角 坐 标

巾无关
.

还有
,

角向分量U 。必为零
,

而且径向分量U : 必与Z 坐标无关
。

轴向分量 U : 在经典

弹性理论所考虑的微小位移情形
,

它至多是 Z 的函数 , 至于在我们现在所要考虑的有限位移

情形
,

U : 是否也与R 坐标无关还不甚清楚
.

为此
,

不妨暂且假定它与Z 和 R 都有关
。

综上所

述
,

我们把这些对称性要求概括为

〔J
:
= U a

(R )
,

U 。 == 0
,

U : = U z
(R

,

Z ) (3
.

Za )

或者
,

写成矢量形式
,
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u = U a
(R )G

a + U :
(R

,

Z )G
:

现设

u 《, ) = U 梦
,
(R ) G : + U扩

,
(R

,

从而算出

巨
(: ) 一
告(

v R 。( 】) + 。( : )v R )

(3
.

Zb )

Z )G
:

(3
.

3 )

d U it)
d R

G 左G 盆 +
U 黔一 G o G . +

aU 悠1) , .

一 百才
一

。 : 。 :

卜一一-
~ Zb- 一一一一叫

aU 护
日R

(G
: G : + G : G :

) (3
.

4 )
l一2

+

图 1 圆筒截面
对于各向同性材料

,

我们有

c (: , 二巨‘, , = 久(t
r巨。, 》

)I+ 2拌巨(: ,

将(3
.

4 )代入(3
.

5 )
,

并忆及(2
.

1 4 )和 (2
.

16 )
,

得

(3
.

5)

U1l)一
R: ‘: 、一

l(
‘+ 2 ; , d U 梦

,

d R
+ 几

+

臀
’

)]
G

·
“·

+

!(
久+ 2。)

半
+ ‘

(器
+

臀)〕
G ·G ·

+

「
(, + 2 ; )

臀
+ ,

(豁
+

令)」
G ·G ·

+ 召
口U 梦

,

口R
(G

a G : + G o G a
) (3

。

6 )

由此
,

v R
·

: 《, 》一

!
(, + 2 。 )

(
d ZU 护

’

d R ,

1 d U 伊 U 沪
十气而 ,

只 一
r
汤

Jt a 式 杯
一

\
.

, 。 . 、

口Z

U 梦》1 ,

) 十气
人 十 解少百丽玄」0 刀

+

!
,

(鄂
二+责

一

豁)
+ (, + 2。

嵘岁宜}
G ·

(3
.

7 )

于是
,

(2. 1 9a )化为下列两个方程
:

尹U ‘护
.

1 d U 嗯
,

U 嗯,

一一一了币全一
.

十 下于一 - 二厂而一
-

-
一一 , 而, 一 = -

口八
一

It 口双 It
-

几+ 拼

几+ 2脚

口Z

U ‘; ,

口尺日Z

口忍U ‘
冬

, .

1 口U ‘
呈

, _
_

久+ 2拌 。Z

U ‘
要

,

~ 一二犷石r
一

一 ,
.

下r 一一二万于一 ~ 一

—
一一爪不万工一 -

O八
一

八 O IT 拼 0 ‘

(3
.

sa )

(3
.

sb )

因为方程(3
.

sa) 的左边是R 的函数
,

故右边一定也是R 的函数
,

可见必有

口U ‘
要
’

aZ
= j( R )

, 日ZU ‘
圣

,

口2 2 (3
.

g a ,
b)

从而(3
.

8 b )化为

口Z

U (里
,

一一二干石歹一 一 十
O JT 一

口U (粤)
一
下下f

一

= U
口J丫

(3
.

1 0夕
i一R
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〔3
.

9 a
)积分后给出
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U (
鲁

, = f(R )Z (3
、

1 1 a
)

把它代入 (3
.

10 )
,

解之得

f(R )二
n 了+ 。

,
In R

,

U ‘
璧

, 二(m + 二
,
In R )Z (3

.

1 1 b
, e
)

式中m , m ,

为待定常数
.

这样
,

(3
.

8a) 变成

m,一R尹U 镖,
.

1

一一一了石犷一 十 万了
O lt

一

It

d U ‘
要 U ‘

护
d R

我们有

R 2

_ 只+ 拼

元+ 2拼 (3
.

1 2 )

由(3
.

e)
,

并考虑到 (3
.

i i e
)

,

. 一 「
, . _ 、

d U 味》
,

。B .

浇(i , == l 吸滩 + 2拜少一万石二 + 式
L U J L

U ‘岌
R

+ 。 + m ,
In *

)」
G · + ,

哥
Z G ·

(3
.

1 3)

借助于(2
.

1 7 )和 (3
.

1 )
,

边界条件(2
.

1
;

。b )可写成

一 G : ·

芝。1 , = p (1 , G ,
在内壁面(R = a )

+ G : ·

乏《: ) = 一。‘, , G :
在外壁面(R == b)

结合(3
.

1 3 )和(3
.

1 4 )
,

给出

(3
.

1 4a )

(3
.

14 b )

(, + 2 ; )

鄂
+ , U ‘

要
,

R

+ 。 + 。, In R

)
-

婿
‘一。

一“‘, ,

1

}
“R 一“

一 ‘3
’

‘5 “ ,

(之+ 2井)
d U

‘

类
’

d R

.

I U 嗯)
_ . 。

一 、

+ ‘ 气一
一
万 + ”‘+ m

‘
’n “ )’ 一q ‘, ,

,

哥
‘一。 }

在·- ‘ (3
·

‘sb’

由此可见

切, = 0 (3
.

16 )

因此
,

U ‘全’的表达式(3
.

ll c
)应为

U ‘要’= m Z

而方程(3
.

12 )及边界条件(3
.

1 5 )则分别化为

(3
.

17 )

d ZU (愁,
_

1

一万石,

~ 十言
a ll 一 诬t

d U (
扩 U ‘

袅
= 0

(久+ 2拼)
d U it)
d R

+ 。

)
一

干
一 p ‘. )

一 q 记1
,

在R 二0

在R 二 b

川左一RU一

R了伙d+

(3
.

1 7 )表明
,

质点的轴向位移 U 护与 R 无关
,

原在同一截面 名= co ns t 上的各质点
,

一道移至另一与之平行的平面上
。

微分方程(3
.

1 5) 的通解是

(3
.

1 5 )

(3
.

1 9 a )

(3
.

19 b )

变形后

“”
’一k , +

责 (3
.

2 0 )

式 中左
,

l为待定常数
.

因此
,

边 界条件(3
.

1的又可改写为
。 工 ,

⋯
、L Z户 , . , _

_

_
‘

·

‘叹几 甲 拼 , “一 篇至 咨
个 几rrl ~ 一 P ‘1)

U
(3

.

2 1 a )
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2 (久+ 拼)k一
2拌 , . , _ _

飞不
‘
甲几Ir’一 一 , (, , (3

.

2 1 b )

上二式相减
,

得

l=
(p

(, 》一g (1 ,
)
aZb ,

2拌(b
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.
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这些解对应于经典线性理论的解
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E 《
。

芝
‘: )

的表达式(4
.

2 5 )
、

(4
.

2 7 )
、

(4
.

2 5 )中
,

每一项均为关于 P《; , ,

口‘, )的二次项
,

从而乘以
。2
后

,

根据 (3
.

1)
,

它们便化为关于 P
,

q的二次项
,

参数
。也就消失了

。

这样
,

在 u ‘
,

E 皿
,

U 的最

终结果里
, 。是不存在的

.

我们仍以应力场为例
,

写出它的二级近似公式如下,

一 ,

「 l 「
. _ ,

孟
.

~ 万厄1—万 ! P a -

一 q 口
-

一
人 口 ee U L

(P一口)
a ZbZ

R 2

_ (几+ 3科土丛士通竺
:
)(户一 q )

, a ,
b

,

(‘十

议者揣水甥
,‘
仆

-

。:

与 l
。

一 ,
2

十业渭护世 }

a Z + b
Z

.

a 2
b

2
1、, .

一衷厄一
一

十浪
‘

一

」户
’。’

Jr、人

+

(兄+ 3拼+ Z v :
+ 4 , 3

)(P一口)
Za节

2

4召(几+ 2拼)(b
恶一 a z

)2

(几拌 + 4几v : 一 4拼v :
)(P一 g )

Za 名b
Z

「二
a Z + b

Z

1 1 十 —
石‘一

L 找
-

3 a 2
b

2

R
4 ]王

G ·G ‘

a Z
b

Z

4“恶(久+ 2拌)(b一
a Z
)
2 1 一浪

‘)
G : G :

(4
.

3 1 )

五
、

结 束 语

前已指出
,

因为 U 盖”和 U护均与R 无关
,

故圆筒的任一截面 Z = co ns t上的所有质点将全

部移至另一仍与 Z 轴垂直的平面上
.

另一方面
,

这一点也可从 万农= co ns t 和君器= c o
ns t这

个结果而有所察觉
.

此外
,

在一次理论里
,

我们看到



圆筒在内外压力作用下的有限位移问题

E 劣 + E 摊二
。。 n s t

刃劣= 0, 刃器 + 刃器二co ns t } (5
.

1少

这是经典弹性理论里众所周知的结果川
.

E 掀 + E 品 = Za 十 妒一(2口一 1 )

然而在二次理论里
,

我们注意到

l,

矛

一鲁
2 _

l
_

a节2 、

一
,

2 吸1 一一二气「
.

.
、 在

, , } (5
.

Z a ,

b )

刃器 + 刃品

可见
,

跟一次理论的结果形成鲜明的对 照
,

E 器与 E蕊之和以及 刃界与刃器之和在整个圆筒

内均已不再保持恒定
.

这一因有限位移而产生的效应
,

当然是线性近似或经典理论里所完全

没有的
。

随之发生的是
,

不同于一次理论的情形 (刃纵= 0)
,

““一

丝号产
呈

延(卜票) (5
.

3 )

合并(5
.

2 b )和(5
.

3 )
,

同时考虑到(4
.

2的
,

我们便得关系式

‘: = 一

韶裂耘罗赫
一

(, “ +

二
,

(5
.

4 )

由此可见
,

刃劣的出现正是由于万掀与刃品之和不为常数而引起的
,

而且 刃器与(刃掀 + 万界 )

之间呈现线性关系
,

其比例系数之值取决于圆筒的材料
,

而与圆筒的内外半径以及它所遭受

的内外压力的大小无关
。

[ 1 ]

[ 2 ]

[ 3 ]

〔4 ]

〔5 〕

C弓]

Cf 〕

t 称1
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