
应用数学和力学
.

第 5 卷第 3 期 (1 , 84年 5 月)
A pp lie d M a th e m a tie s a n d M

e e ha n ie s

应用数学和 力学编委会编

四川科学技术出版社出版

模具与工件之间摩擦过程的一个模型
’

罗子健 唐才荣

(中国西北工业大学材料工程系)

B
.

阿维楚 C
.

J
.

范 泰

佚国利哈伊大学金属压力加工研究所)

(钱伟长推荐
,

1983年6月6 日收到)

摘 要

本文中以刚性微凸体与可变形微凸体的相互作用模拟金属压力加工过程中模具与工件之 间的

摩擦过程
,

并用上限法分析所提出的模型
.

将数学模型进行多变量最优化处理后发现
,

金属 压力

加工过程中
,

除了可能发生工件上的微凸体与模具上的微凸体相互粘结
、

撕裂和犁沟等现 象外
.

工件上的微凸体可能沿工件表面波浪式前进
,

形成塑性波
.

也可能被辗平而消失
.

在形成塑性波的

条件下
,

摩擦系数与微凸体几何形状有关
.

但微凸体的 连 结强度对摩擦系数影响不大
.

微凸体的

几何形状对工件表面下的塑性变形层的深度有显著的影响
.

实验结 果证实了本文所提出的模型的

前提的正确性以及部分理论分析结果
.

一
、

引 言

最近几十年内
,

电子计算机得到广泛使用
,

为有限元
、

极限分析等方法在金属压力加工

领域中的应用创造了条件
,

因而金属压力加工理论水平有了很大的提高
.

但是
,

至今对于金

属压力加工过程中的摩擦现象的了解仍然是十分有限的
.

这是因为工件与模具之间的摩擦是

涉及到机械
、

冶金
、

力学
、

物理以及化学等方面的极为复杂的过程
.

目前
,

在分析金属压力

加工过程时
,

由于对摩擦现象的知识水平低
,

一般还是采用库仓定律或假定摩擦应力为常数

等方法处理有关问题
.

这种情况与现代金属压力加工的理论水平是极不相称的
.

因此
,

金属

压力加工过程中的摩擦问题
,

不仅成为金属压力加工专业人员关注的问题
,

而且已成为近十

多年新兴起来的摩擦学中的一个重要方面
.

研究摩擦现象的方法之一是
,

分析两个物体上相互作用的 微 凸体 的 塑 性 变 形 过 程
.

B o w d e n
和 T a bo r 基于这种方法提出 T 粘着摩擦理论

〔‘’.

之后
,

G r e e n ,

E d w a r d s以及H a llin g

等先后用滑移线法和上限法分析两物体相对滑动时
,

物体上单个微凸体的塑性变形过程
。

他

们通过理论分析和实验研究
,

揭示了微凸体几何形状以及接触面连结强度对摩擦 系 数 的 影

. 这是中国西北工业大学材料工程系和美国利哈伊大学金属压力加工研究所科研合作协议中 的 一个项

目
。
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上述研究结果有助于了解金属压力加工过程中的摩擦现象
.

W an he im 进一步用滑移线法和上限法研究坚硬物体对比较软而粗糙的物体相对 滑 动 时

的摩擦现象
‘“’.

这种情况基本上反映了金属压力加工过程中模具和工件之间的 摩 擦 特 点
.

W an hei m 的研究基于这样的事实
,

即在上述条件下较软物体上的微凸体沿 表 面 作起 伏 运

动
,

形成塑性波
,

从而在较软物体的表面下形成塑性变形薄层
.

作者在 W an hei m 研究结果的启发下
,

以刚性微凸体与可变形的微凸体的相互作用模拟

金属压力加工过程中模具与工件之间的摩擦过程
,

并用上限法分析这种过程
。

在对所建立的

数学模型进行最优化处理的基础上
,

探讨了微凸体的几何形状以及接触面连结强度对摩擦系

数和较软材料表面下塑性变形层深度的影响
.

同时
,

理论分析结果表明
,

在一定条件下
,

可

变形微凸体可能被坚硬的微凸体辗平而消失
.

理论分析的基本前提以及某些结论得到了实验

证实
.

二
、

速 度 场

假设 A为工件上的一个微凸体
,

系刚塑性体
.

B为模具上的微凸体
,

系刚体 (图 1)
.

如

工件固定不动
,

模具以速度
v 。 沿工 件表 面移

动
,

微凸体A将受到垂直压力尸
; 和水平推力尸

H

的作用而发生塑性变形
.

变形前
,

沿宽度 b0 方

向微凸体A 各截面相同
,

均为三角形
,

其高度

为 h0
,

底边长度为 10
,

与微凸体 B 接触一边的

角度为 a , .

进行分析时
,

假定对于不同的a , ,

微凸体A 的体积厂和原始高度 h
。

保持不变
.

同

时
,

假定变形过程中微凸体的宽度保持不变
,

即所研究的是平面变形过程
.

在上述条件下
,

微凸体刁的原始底面积为

2 犷 ~
、 . , ,

丙= 口“, = 下
一 = 节数 (2

.

1)

刁

—
工件上的微凸体

B

—模具上的微凸体
图 1 微凸体的相互作用

其中 A
。

为微凸体A 的原始底面积
.

适于上述情况的运动学容许的速度场如图

2所示
.

工件上的微 凸体是已经变形而且 处于

稳定态状
.

假定其截面仍为三角形
,

但高度 已

由h0 变为 h , .

由子体积不变条件
,

其底面的长

度也由l
。

变为 A C
.

同时
,

工件表面下形成一

个深度为h
Z

的塑性变形层
.

将工件上的微凸体

以及其下面的塑性变形层所构成的区域划分为两个区域
:

区域 I和区域 1
.

为了简化计算
,

认为这两个区域均为刚体
,

因而塑性变形是这两个区域沿速度不连续表面 厂
: ,

厂
: ,

r
a

和厂‘

相对滑动的结果
.

区域 兀为模具上的微凸体
,

也认为是刚体
.

在区域 l 的作用下
,

区域 I 以

速度 “ , 沿表面厂
:

滑动
,
而区域 I 推动区域 I 以速度

。 : 沿表面厂
。

滑动
,

从而使工件上的 微凸

体沿工件表面波浪式前进 (图2)
.

如微凸体为单位宽度
,

根据体积不变条件
,
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厂厂
,

***

图 2 速度场

2犷
c t g lj ,

=
~ 一

石了一
c ‘g a ‘ (2

.

2 )

其中
,

口
;

为工件上微 凸体的自由表面与水平面的夹角
.

根据几何关系 (图Za)
,

。 h
Z

t g p ,
~ 下汉而酥万屯王动 {了二兀蔽舀厂

(2
.

3 )

其中
,

刀
,

根据式 (2
.

2) 确定
.

由于存在上述关 系〔式 (2
.

2 )和式 (2
.

3) ]
,

区域 I和区域 I 的边界只取决于h
: ,

h
:

和 a :

三

个变量
。

根据体积不变条件 (图2b )
,

v 、e o s (刀
: + ? ) = v . e o s (a

Z
一 , ) (2

.

4 )

v . s in [二一 (a
l
+ a Z

)〕二 v o s in a ,
(2

.

5 )

其中
, v : , v : 分别为区域 I和区域 I 的速度

.

由式 (2
.

5) 可得
, -

S ln a
”

”飞而而汗石妥了
.

v ,

将式 (2
.

6) 代入式 (2
.

4) 可得

(2
.

6 )
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sin a
, e o s (a

。

一 , )
V ,

= —
一7 下二勺= 不下于

.

七一
二

汁一
.

、 U .

c o s L户:
一夕) s ln 叹a l十 a Z少

(2
.

7 )

其中
, 7可根据图2a 上的几何关系确定如下

:

二_
_ _ _ ‘ _

hl etg a一 h
Z etg a 一_

一
“‘ “ ‘匕

—
一

-

瓦千石石一一一
- (2

.

8 )

三
、

功 率 计 算

因所有区域均为刚体
,

所以只需计算沿各速度不连续表面摩擦或剪切引起的功率损失
.

表面厂
,

为工件上微凸体和模具上微凸体的接触面
。

根据 图 2b
,

区 域 I和区域 l 沿表面

厂
:

的相对滑动速度为

△。! 一

l
·0 5 a l S ln a

tg (a
, + a Z

)〕
。。

(3
.

1)

其中
,

△v L

为区域 I 和区域 I 沿表面厂
:

的相对滑动速度
。

按照参考文献〔4 〕
,

表面厂
,

上的摩擦应力为

丁 ,

~ 仍
了子

(3
.

2 )

其中
, T t

为表面厂
1

上的摩擦应力
; a0 为工件的屈服极限

, m 为表征接触面上两微凸体 的 连接

强度的系数
,

其值在O( 。( 1范围之内
.

设工件上微 凸体为单位宽度
,

则表面厂
,

的面积为

5
1
二

h -

sin a l (3
.

3 )

其中
,

S
L

为表面厂
:的面积

.

沿表面厂
,
摩擦而引起的功率损失为

才
了,

一
么一 5

1
一

羚
一
l
·。5 a t

一奄
S ln 口 -

(a
, + a :

)
1一典卜
J 5 1 11 口 t

(3
.

4 )

其中
,

才
了,

为沿表面厂
:

摩擦而引起的功率损失
.

根据图2b 可得

S ln a
,

凸 V ,

,
一
一二 - 万一一

-
.

一- 不 ~

s tn 气仪 1 十 仅 2 )
(3

.

5 )

“汽一、报黑{若抵与
汽

△”
4

一而偿聋
五正〔

s‘n ‘a
Z
一v , + ·O , ‘a

?
一 , , , g ‘,

2
+ , , , v 。

(3
.

6 )

(3
.

7 )

式 (3
.

5) 到式 (3
.

7) 中
,

△叭为区域 I沿表面厂
:

的滑动速度
,

△v :

为区域 I沿表面 厂
:

的滑动速

度
,

△v4 为区域 I 和区域 I 沿表面厂
‘

的相对滑动速度
。

沿表面厂
: ,

r
。

和厂
。

的剪切应力均为

r .
= 一

煞
二

(s= 2
.

5
.

4 )
丫 3

(3
.

8 )

其中
, : ‘
为沿表面厂

。的剪切应力
.
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对于单位宽度的微凸体
,

根据图2a
,

表面厂
: ,

r
3

和厂
‘

的面积分别为

S : 二
S ln a

(3
.

9、

, h
-

0 8 =
、

二亡甘一
急 i u 尸忿

风、人达
-

CO S V

(3
.

10 )

(3
.

1 ] )

式 (3
.

的到式 (3
.

1 1) 中
,

又
,

S
。

和又分别为表面厂
: ,

厂 : 和厂
;

的面积
。

沿表面r
l ,

r
:

和厂
‘

剪切而引起的功率损失可按下列公式确定
:

才

一
△”

:
s

:
一

斋
” 。

分

一
△“ : S 。一

六
” 。

S ln a

sin (a
;
+ a :

)

h
:

sin a : (3
.

12 )

s in a : e o s
(a

; 一 , )
e o s

(刀
:
+ , )

sin (a
:
+ a :

)

h:

s in刀
: (3

.

1 3 )

了介 _ 口
。 _ .

si n a , 。 _ . , 、 . , 、 . ,
。

. 、 ,

h
:

十 h
。

咋
e

“一决
二v 。

兀兀示于子

一
tsin 吸a

,
一护) + e o s (a

,
一 夕)tg (刀

:
+ , ) ]

一
(3

.

1 4 )
斌 3

” sin 吸a
,
+ a :

)
“

一
”一z ‘ 声 ’

- - -

一
飞 了 ’ “。 、

尸 z ’ r 尹 “ e o sy

式 (3
.

12 )到 (3
.

14) 中
,

不a2
,

琳Bs 和不
. ‘

分别为沿表面厂
: ,

r : 和厂
‘

剪切而引起的功率损失

使工件上微凸体变形总共需要的功率为
了, 二才

, ,
+ 分

a :
+ 才

a :
+ 才

a 。

(3
.

1。)

其中 J解为变形所需总功率
。

将式 (3
.

4)和 (3
.

12 )一 (3
.

1 4 )代入式 (3
.

15 )
,

经整理后可得

了, = 一

江
二

。 。

矛
澎 3

’
L

S l n 口盈 h
:

5 1 11 口艺

sin a , e o s
(a

,
一夕)

sin (a
:
+ a :

)
e o s
妞

:
+ 下)

5 1。 (
a 、 + a :

)

h
:

、in刀
,

+ 、、五
群场

~

〔S‘·‘a
Z
一 , , + 一‘a

Z
一 , , , g (“ + , , 」

瓮
+ m

!
·。 S a l

一而昆筹萄
一

]盖} (3
.

1 6 )

其中
。

.

公
p ‘
’“ r c ‘g厄砰二而啄示万

凡 = a r e tg

夕= a r c tg

h:

h
l

(
etg a :

+ e tg口
:
)一h

: e tg a :

h 一e tg a : 一h
: e tg a :

式 (3
.

le)中的h: ,

h:和 a :

率最少
.

hl + h
:

三个变量
,

要用最优化方法确定
,

使在一定条件下变形所需功

当工件上微凸体的高度h
:

, O时
,

变形所需总功率按下式计算
:

卜F一乙“Q‘.a ,

f s in a
:

=
一气弓一 V n

嘴一
一

丁芍厂 一
一下-一一f

.

V 3
一

L s ln 吸a l
十 a , J S ln a

衬竺牵粤华卿业2
s ln L口 一十 口艺)

s in a
. , . , 、 . , 、 . ,

h
,

)
一 飞而(瓦干舀J L“‘n 、a “一下, 十 “0 5 、a , 一 y, ‘gy J不丽奋

ee
了 (3

.

1 7 )
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其中

罗子健 唐才案 B
.

阿维楚 C .J
,

危 泰

飞
,

‘ a r e tg (一 e tg a Z

)

式(3
.

1 7 )的推导过程参见附录
。

四
、

确 定 摩 擦 系 数

模具沿工件表面相对滑动时
,

达到稳定阶段后
,

模具表面上微凸体的受力情况如图 3 所

不
.

由于模具以速度 口。沿水平方向运动
,

尸刀。
~

毛一
~

U o
(4

.

1 )

图3 模具表面上微凸体的受力情况

其中
,

尸H
为外 界施加于模具的水平推力

.

根据平衡条件
,

P
,
二 N e o sa ,

一F sina
、

P万二 F e o sa l + N sin a l

(4
.

2 )

(4
.

3 )

式 (4
.

2 )和 (4
.

3) 中
,

尸
,

为外 界施加于模具的垂直压力
,

N 和F分别为工件上 微凸体作用在模

具表面微凸体上的正压力和摩擦阻力
.

由式 (4
.

3 )
,

N 二
P 刀一 F e o sa -

S注11 口 !
(4

.

4 )

将式 (4
,

吐)代入式 (4
.

2 )
,

P v = P刀 e tg a ,
一

5 in a (4
.

5 )

如微凸体为单位宽度
,

则按式 (3
.

幻和图2a
,

摩擦阻力为

。 口
。

h
,

I’ ~ 刀刀一了‘ = 二 ‘
一- 二

~ 一

一一
习 3 万In a -

(4
.

6 )

将式 (4
.

1 )和 (4
.

6 )代入式 (4
.

5 )
,

c ‘g a ,
一 州
万考

h
、

sin Za , (4
.

7 )
釜一!0了

‘
一V

一一
F尸

模具沿工件表面相对滑动时的摩擦系数为

尸H

尽 = 了下 (4
.

8 )

将式 (4
.

2 )和 (4
.

7 )代入式 (4
.

8 )
,

产
’

拼= 一而瓦二三丁
~

一二万二一
~

广不
t

贾
~

、二
~

7 刃
一

7 二扛万二
.

了J “ c t g a

一 m LU 。/ 丫 3 )v 。
L八

:
/ s ln 恤

、J

其巾
, 拜为摩擦系数

,

J书 由式 (3
.

1 6) 确定
.

由式 (4
.

。)可知
,

当。 = o或h
、

。o时
,

拼幽 tg a ‘

(4
.

9 )

(4
.

IQ)
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五
、

计 算 结 果 与 讨 论

图 4 系根据式 (3
.

1 6 )和 (3
.

1 7 )计算所得的结果
,

表示变形所需功率与微凸体几何形状之

间的关系
.

其中
,

以表征微凸体的连接强度的系数m 为参数
.

从图 4 可以看出
,

变形所需功

率随 a 、

增大而增大
.

两微凸体在接触面上连结越牢固
,

即m 值越大
,

变形所需功率越大
.

值得

指出的是
,

当, 值一定时
,

微凸体的a :
减小到一定数值时

,

工件上的微凸体就被辗平而消失
.

以

a , , 。r

表示一定条件下刚出现这种现象时的 a :

值
.

a : , 。r

与 m 值 之间的关系如图 5 所示
.

a , , 。 r

随

fn 值增大而增大
,

即两微凸体连结越牢固
,

开 始出现微凸体被辗平而消失现象的 a :

值越大
.

T ab or 等摩擦学专家普遍认为
,

两微 凸体相互作用而发生塑性变形的结果是
,

发生粘着
、

撕

1 J .

而赢 2奋万不石

用 = 0
。

0

犷 = 1
.

0 ho = 1
.

0

h , ~ 0

10 15 2 0 2 5

图4 相对变形功率与微凸体几何
.

形状的关系
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。
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o
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0

0
.
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.

3 0
。

4 0
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‘

图5 。 : , 。r

与 ,Il 值的关系
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裂或犁沟现象
.

W a n he im 指出
,

在一定条件下微凸体可能沿一物体表面作波浪运动
.

他们都

没有提到过微凸体消失的现象
.

模具沿工件表面相对滑动时
,

达到稳定阶段后
,

a ;
对水平推力的影 响不大

,

而对垂直压

力的影响很大(图6)
.

垂直压力随 a L

增大而减小
.

这是因为微凸体的接触面积随 a ,

增 大而减

小的缘故
.

微凸体的连结强度对垂直压力和水

} 平推力的影响都不大(图7 ).

立
一

A 。‘1 0

亚
~

月o a o

一
,

·

。

洛
一 ,

·

。 犷一 ;
.

。 。
。
一 :

·

。

卜 5

} 一
,

·

0

斋
一 ,

·

。 : 二 :
.

o h
。
一 ‘

·

。 a
一 2。

·

0 h
l
咔 0

翔 . 0
。

1

o 几
.
卡0

-

红
A . “。 』巴

月 . 口 .

0 0
。

1 0
.

2

图 8 相对垂直压力和水平推力

与微凸体几何形状的关系
图 了 相对垂直压力和水平推力

与微凸体连结强度的关系

根据式 (4
.

的可计算出各种条件下两微凸体相对滑动时的摩擦系数值 (图 8 ,

9)
.

摩擦系

数拼随al 增大而增大(图s)
。

但 m 值
,

也就是微凸体的连结强度对摩 擦 系 数 拜 几乎没有影响

(图 9 )
.

将式 (3
.

16) 对h: ,

h: 和 a :
三个变量进行最优化

,

可以确定在一定条件工件表面下塑性变

形层的深度h
Z

与角度a :

和表征微凸体在接触面上连结强度的系数 m 之间的关 系 (图 1 0
,

1 1 )
。

塑性变形层的深度 h
:

随a ,

增大而减小 (图1 0)
.

这是因为在微凸体 的 体积一定的条件下
,

角度

‘叫
.

。
,

奥司
.

。 犷二 1
_
。

材 3

。
.

;

{

勿 = 0
。

0

图8

1 0 1 5 2 0

摩擦系数与微凸体几何形状的关系
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a :
小时

,

微凸体的接触面积大
,

因而塑性变形容易深入到工件表层下面的缘故
.

微凸体的连

结强度对塑性变形层深度的影响不大 (图1 1)
。
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图 9 摩擦系数与微凸体连结强度的关系
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图10 相对妞性变形层深度与徽凸体几何形状的关系
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1im

儿1今0

刀
2

0 0

方
, 3 一

介
”。

sin a , e o s

(a
Z 一均

c tg a , 一 tg ?

eo s? sin (a
, + 闰j

’

e tg a : + tg 夕

lim
hi峥O

口
: 、 0

h
1

s in刀
,

又A
一

5)

根据三角关系
,

s in a :
co s (a

: 一 , ) e tg a l
一 tg 下 _

c o s下51云(a
: + 。 2

) 下电瓦干庵厂
一

51 : a Z
(
eo s a l 一 si n a , tg均
sin (a

: + a Z

)
(A

一6)

由式(2
.

2)和(2
.

3)可得

‘ 。 h一h ,

‘g 尸 : = ~厄砰二石汤藏药厂
(A

一7)

考虑到刀
2
‘ O时sin 刀

, 勺 tg尸
:
以及式 (A

一7)

lim
几1 0 0

口
2 0 0

h i

s in 刀
2

lim

一 h i , 0

口2 * 0

h ,

tg刀

2犷
2

一不丁
(A

一

8)

将式(A
一
的和(A

一 8)代入式(A
一5)

,

就得到当h、. 0时沿表面r 3

剪切引起的功率损失为

叽
一

么
U 。

s in a Z
(
e o s a : 一 sin a , tg y) 2犷

s in (a
: + a Z

)
(A

一

9)

当人
,
, Q时

,

刀
、
和刀

2

都趋近于零
,

因此
,

按式 (3 14)
,

沿表面几剪切引起的功率损失为

丁方 a o

, , . ‘= 丁7 丽 ” o

八牙 J

S lfl a l

s in (a
l+ a :

)

·

: 51。 (。
: 一 : ) + co s (a

: 一 : )t‘, 〕
翻 (A

一 10)

当hl , O时
.

根据式 (2
.

幻

t g下= 一 c tg a Z (A
一 1 1)

即式(A
一

9) 和(A
一 l的中的, 和内之间存在上列关系

.

将式 (A
一 l)

.

(A
一 2)

,

(A
一 9)和 (A

一 10)代入式(3
.

15)
,

就可得到式 (3
.

17)
.
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