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摘 要

对一般非协调有限元
,

目前采用最多的两种方法是罚函数法和混合
、

杂交法
.

前一种方法 总

能保证收敛
,

但精度差
,

条件数和稀疏性不好 ; 后一种方法则要满足
“

秩条件
”

才能保 证 收敛
,

故单元的构造受到很大的限制
.

本文提出把这两种方法结合一起的有限元方法
—

混合杂交罚函数

法
.

从理论上严格证明了 (在非常一般的条件下) 这种新方法总是收敛的
.

并且其精度
、

条件数以

及稀疏性等皆与协调元相同
,

也就是说都是最优的
.

最后应用这一方法具体构造了一个新的九自由度任意三角形弯板单元 (每个顶点给三个 自 由

度—
一个位移和两个转角)

.

其单元刚度矩阵计算公式与旧的九自由度三角形弯板单元 的 计算

公式相差不多
.

但它对任意几何形状的平板都收敛于真解
,

如果真解“ 〔H
3
的话

,

它的三个弯矩具

有一阶精度
,

位移及两个转角均具有二阶精度
.

一 已 1
目

纷、 衬 . 「刁

用有限元方法求解椭圆型方程问题
,

经过二十多年的发展巳逐步完善
.

然而有些问题至

今仍未很好解决
,

其中一个突出的问题是求解高阶椭圆型方程
.

例如解重调和方程
、

板的弯

曲方程和壳体方程等
.

其困难在于协调元所需的插值多项式的次数太高 (例如对任意三角形

的弯曲板单元
,

为了保证其位移函数及其法 向导数跨过单元边界时的连续性
,

即 属 于 C
,

空

间
,

至少要用五次多项式的插值函数 )
,

计算量及存储量都不合算
.

因此迫使人们采用非协

调 的方法
.

目前处理非协调元主要有两类方法
,

一类是罚函数法
‘”‘名’

,

此法总能保证有限元

解收敛于真解
,

但其精度差 (误差阶只及协调元的一半 )
,

代数方程组的条件数 (其阶比协

调元高一倍) 及稀疏性 (半带宽约为协调元的两倍) 不好口 ’. 另一类是杂交 (或混合 ) 有限

元法
,

此法一旦收敛则其精度及条件数 (就其阶而言 ) 皆与协调元相同
.

收敛的充要条件是

要满足所谓
“

秩条件
” ‘毛’,

但一般的单元很难满足这一条件
.

本文提出一种把两者结合起来的有限元方法
.

概括起来说就是
:

采用三套变量
,

单元内

两套—位移变量及应力变量
,

用混合变分原理
,
边界上一套—位移变量

,

用杂交及罚函

数法把边界变量及内部变量联系起来
。

本文在最一般的形式下 (对单元变量没有任何限制
,

不需要满足任何的协调性条件 , 对单元形状的限制与协调元一样 )
,

证明了其误差阶及条件

数阶均与协调元相同
,

也就是说是最优的
。
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具体应用这一方法
,

构造了一种新的九自由度的任意三角形板单元 (每个顶点三个自由

度
—

位移及两个转角)
.

它与旧的九自由度三角形单元 (自由度的给法相同) 的计算 量 相

差甚少
,

其位移及转角具有二阶精度
,

弯矩具有一阶精度
.

而众所周知旧的九自由度三角形

单元通常是不收敛的
.

这种单元很容易推广到三角形壳体单元
,

且具有同样的精度
.

二
、

变分公式及有限元逼近

本文研究求解椭圆型方程边值问题
.

L 朴E L 。= f 在口 上

下创= g

SE L u = 刃

在厂
。

在厂
, } (2

.

1)上上

其中
“是位移函数

,

L 是。阶 (。 > 1 的正整数 )微分算子
,

L 朴是L 的共扼算子
,

厂
。

U厂
。
= 。口

,

口口 是 口 的周界
.

E 是一对称正定矩阵
,

f 是定义在区域 口 上的外力
,

g 是给定 的 边界位移

值
,

艺 是给定的边界外力值
.

9 和 刃 都是 二维列向量 g 二 (g
。, g ; ,

⋯
, g一

:
)
尸 ,

刃= (刃
。,
刃 : ,

⋯
,

刃。一 :
)

, .

沙 = (?
。u , ? , u ,

⋯
, ? 。

一 : u
)

, ,

肠 = (S
oJ ,

S
, a ,

⋯
,
S一

1。)
, , v ‘是 i 阶边界微分

算子
,

凡 是 m 一i一 1 阶边界微分算子 “ = o ,
1

,

⋯
, “ 一 1)

·

假定对任何区域 。二。 及任何函

数
。 CH 叹司 和 。 C H 叹司 有格林公式

<L u , a >
。
= <L 朴a , u >

。 + <? “
,

夕a > 。
。

其中 <
·

,
·

>
。

表示两个 (向量) 函数在区域 。 上 的内积
,

<

界区域 口。 上的内积
,

(2
.

2 )
·

> 。
。

表示两个 (向量 )函数在边

<? “
,

S a>
。。 = 乙勿

‘“ ,

凡a>
。。

(2
.

3 )

由一般理论
‘. ’
我们知道边值问题 (2

.

1) 与求(“
,

a) 满足下述方程和边 界条件

E Lu 二a 在日 上

L . a = f 在口 上

护“~ g 在厂
。

上

S口 = 刃 在r 口上

是等价的
,

其中 a 是应力
,

又与求泛函

} (2
.

4)

‘

(u,a 卜音{合讥EL u>o +
<Lu

·

a> 一晋<a
,

a>
·

}
一<f

,

公。一钾“ ,
刃>二

。

(2
.

5)

的稳定点问题等价 (其中
u 的允许函数类要求在厂

。

上满足边值条件 哪= g , 口不必满足相应的

边界条件)
,

即所谓混合变分原理
.

为了用有限元求问题 (2
.

5) 的近似解
,

把 口 剖分为许多单元
,

假定这些剖分满足一定 的

正则性条件要求
‘. ’,

用
e
表示任意一个单元

,

用A 表示这些面元 (只考虑二维问题
,

故把单

元称作面元) 的总体集合
, “和 a 是定义在所有面元

e 〔A上的函数
.

用 二
表示单元的任意一

条边
,

用T 表示这些线元的总体集合
,

几= (几
。,
久

; ,
⋯

,

几。
一 :

)
, 是定义在所有线元

二 C T 上的。维

列向量函数
.

定义 H ilbe r t 空间 (这里用到的一些 Sob ol ev 空间的记号参看) 【7
,
6〕〕

尹、= S (A ) x 刁(T )
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其中 S (A )二理“}
。 任n H ‘ (。) }

. (月

, (: )一
{

, !久
。 。n 二一

‘(。
, ‘一。

, 1 , 2
,

⋯
, 。一 ;

}
, ( ,

其模定义如下

n(
“ ,
之)}(豁

: , 乙 { I
“
!盖

, 。
+ d (种一几

,

娜一几)
。一卜

e (盛

(2
.

6)

其中 同 :,. 二 乙
la !二协
仃

。

’刀
‘“”

J (哪一久
,

诬一几)
。。二 习 h”

+ ‘一名. 夺。一久
‘, , ‘

卜久,> 一。

‘. 0

ae 是 e 的周界
,

由若干个线元
T 〔T 组成

.

定义另一个H il ber t 空间

把
:
= R (A )

其 中

其模定义为

R (A , 一

{
· , · ‘

忍
H

’

(·,
}

{司头
:
二乙 <a, 咖 = 少

,

a>
。

e(通

(2
.

7 )

泛函 (2
.

5) 用下述泛函

‘

(u,A
,

a) 一
只{乳合<L

·

,E Lu>
·

+
<Lu

,

八
. 仁“

1
, _

一
刁

二 一
气口

艺

E 一a >
·

}
一<v“一‘

,

助
。·

+ 李、(, 一 ,
, , 。一 , )。

,

!
一 <f

,

u> 。一以
,

外
二_

乙 J .

(2
.

8 )

代替
,

其允许集合 E , = {(u
,
几

,

的 ! (u
,

幻 〔尹
: ,

口 任尹
2 ,

在 厂
.

上 几, 时
,

当 g = 。时
,

我们

记E ,
为 E

。,

显然 E ,
C 尹

: x 尹: .

不难证明下述引理 (见 〔9 ])
.

引理 1 如果
。 , 。 是 (2

.

4 )的解
,

在全部
二 任T 上取 凡= u ,

则这样得到的 (
。,

石a) 是泛函

(2
.

5) 在集合 E , 上的稳定点
.

为了求泛函(2
.

5) 的近似解我们对
。 ,

几和 a 分别取近似逼近空间夕(A )
,

述(T )及充(A )
,

其中夕(A )c= s (A )
,

式(T )c 效(T ) 及 尺(A )c R (A )
,

从而龚
:
= 泞(A ) x 式(T )c 尹

; ,

舜
:
=

左(A) c 尸 : .

取允许集户
, ~ { (‘

,

又
,

句【(‘
,

幻 c 烫
, ,

合任舜
2 ,

在厂
。

上汽= g }
.

通常的有限元

逼近空间就是在每一面元
e CA 上仓和 合采用一定阶数的插值多项式

,

(注意
:

跨过
e 的边界

不需要有任何的连续性要求)
,

叉在每一线元
r 〔T 上 (

:
鬓厂刁亦采用一定阶数的插值多项式

(在
: 〔r

,

上取几= 动
.

显然有户
, g E g ,

从而有

引理 2 若 (‘
,

合
,

幻 和 (。
, 。 ,

幻 分别为泛函 (2
.

s) J 在集户
,

和集 E ,
上的稳定点

,

则它

们皆满足在集户
,

上的变分方程
,

即

D (、
,

叉
, 合 ; ; ,

又
,
J) == <f

, ; >。 + 砚
,
万> : 。

V (;
,

几
, 厅) 〔它

。

〔2
.

。)
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D(
。 ,

几
, a : 砚 ,

人
,

的 = 灯
,

补
。十以

,
刃>。

,

V (。
,
月

,

司 〔瓦 (2
.

1 0 )

其中

刀(
“ ,
通

, 。 ; 五 ,

几
, 口) 二乙

e〔滩
{韶<Lu

,
E“>a +

<L’
‘,

· + <L ,
,
。 , 一<a,

‘,
·

’

一 <哪一久
,
S 口> 。

。
一 <v 百一几

,
S口> a 。 + d (娜一久

, , 丽一劝
。。

(2
.

1 1 )

由引理 2 及泛函(2
.

5) 我们可以得到下面的若千定理
,

这些定理将在下节证明
.

定理 , 如果 a 的插值多项式是正规的 (即满足反估计不等式成立 的 条 件
‘. 川)

,

允许集 户
,

上对泛函 (2
.

s) J 求得的稳定点 体
,

丸
,

句 〔即方程(2
.

的 的解〕与真解 (。
,
之

,

a)

在集 E , 上求得的稳定点) 有误差估计

U(‘一
。 ,

又一几)11二
,
+ l合一。 1二

,

《K 王in fll “一
“,

无一几)}!
二 ,

+ io f !于一。 }二
:

} (2

则在

(即

旦(泞(碑)
孟〔逮(T )

; (左(A )

其中 K 是不依赖于部分及真解
“ 的常数

.

下面将用相同的 K 表示不依赖剖分及 真 解
u

数
,

这些常数可能是不一样的
.

.

12 )

的常

定理 2 若在每一单元
e 任A

,

叮和 J 分别采用 k
:

阶及 ks阶插值多项式
,

而天
‘在每一

: 〔T

(:
库厂

,

)上采用 棍
一 ,

阶插值多项式
,

真解
u 任H ko (口)

,

则有能量模误差估计

11(。一
。,

又一 几)11
二 1

+ I合一a [
, :

成尤人“!l
。
}1。

。, ,

(2
.

1 3 )

及L
Z

误差估计

I踌一
。
l}
0 , 。( K (h几

+ 价 + h
Z自
)l】
。
11如

, 。

(2
.

2 4 )

其中 秃= m in (k
。
一 m ,

k
:
一 m + 1 ,

k
:
一伏 + 1声

: )
。

由泛函 J (u
,
久

, a ) 的表达式 (2
.

5) 不难看出在 甘
, 上求 J 的 稳定点等价于求

工口In 】1 1a X

(;
.

流) 行
J(奋

,

无
,

厅)

从数值代数稳定性的观点看
,

第一步求 n 】a X

J

J 不 会发生困难
,

因为每一代 数方程组的

阶数很低 (只等于每单元
e 上 厅 的自由度) 并且其条件 数 显 然是一与

J 求极大之后得到一个关于变量 (‘
,

天
,

)的 二 次函数 m a x J(‘
,

无
,
了)

.

石(户(A )

h 无 关 的常 数
.

对

第二步是此函数对

(订
,

幻 变 量 求 极 小
,

由 此得到一线性代数方程组
,

对此方程组的条件数 (简称为二次函数

m a x J位
,

又
,

厅)的条件数 ) 我们有

定理 3 吧
x J“

,

逐
,
行) 的条件数为 0 (h

一 ,

呜
.

三
、

误差估计及条件数

本节的目的是证明上节的定理 1~ 3
.

设尹
:

及尹
:

是两个 H ilbe rt 空间
,

考虑在其乘积空

间 尹 : x 尹
:

上的混合变分问题
,

即在 (。
,

叻 〔尹
; x 尹

:
(即 “ 〔尹

1 ,

甲 任尹户 空 间上求泛函

J (
。 , * )一合

。
(
。 , “

, + b (
“ ,

, )一晋
。
(, , , )一z

!

(
。
) + ,

2

(* ) (3
.

1)

的稳定点
.

其中
a ,

b 和
。
都是双线性泛函

,

f
:

和 f
:
都是线性泛函

,

并且
a
和

c 是对称的
.

这
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又等价于求变分方程组
a (u

, v ) 十 b (v
, 甲)二f

:

(t, )

c
(沪

,

沪)一 b (“
,

沪)‘ f
:

(功)
的解

。

丫口 〔r
:

丫沪〔笼
:

(3
.

2 )

(3
.

3 )

定理 4 如果 。 ,
b

, c
满足以下条件

:

l)
a 和 c

满足椭圆型条件
,

即存在正常数a .

及 a :

使得

a (“
, u
)》 a :

}[
“
11头

,

c( 中 ,

叻
一

) a Z

}叫头

V “ 〔尹
、

丫中 任尹
:

(3
.

4 )

2 )
a ,

b和 c 满足有界性条件
,

即存在正常数 B
: ,

B
: ,

B
,

使得

}
a
(
。 , “

) }( B :
}}
u
}},

,

!】
v
}1,

:

丫u , 。 〔尹
,

}b(
。 , 甲)】《B :

l}
u
}},

.

!甲 }二
:

V
。〔尹

: , 甲 任尹
,

!c( 切 ,

帅 }《B :
}叫 二 ,

!州二 :

丫甲
,

沪〔尹
: } (3

.

5 )

则泛函 J 有并且仅有一个稳定点 (即变分方程组 (3
.

2 )和 (3
.

3 )有并且仅有一组解 ) (u
,

叻
,

而且有估计

ll
u
}},

、 + }甲 ! , :

《a 一 ,

斌 }}f
,

l}晶亨斗 }f
,

}鑫梦 (3
·

6 )

其中
a 二 m in (a

, ,

几 ) (以下 的
a
含意相同 )

,

lI. 肠
,

是尸
:

空间的模
,

Il. 肤贯是 尹
;

的对偶空间

的模
,

卜 }。与 卜}袱 类似
·

证明
:

(3
.

2 ) + (3
.

3 )得

D (
“ , 甲; 。 ,

叻)~ f
;

(
v
) + f

:

(功) V 。 〔尹
: ,

沪〔尹
:

(3
.

7 )

其中 D (
。 , 中 ; ” ,

沪) =
a
(
。 , “

) +
c
伽

,

沪) + b (
“ ,

甲)一 b (u津)

由椭圆型条件有

D (
。 , 甲 : “ , 甲) = a

(
“ , u

) + c (甲
, 甲)> a (ll

u
l}头

: + 1甲l豁
: ) (3

.

8 )

我们在乘积空间笼
: x 尸 : 上定义模

11[(
。, 中)川二 斌 l!

。
l}晶

:
+ }甲I鑫

:
”

由 (3
.

8 )即得 D 满足强制性 (C o e r e iv e ) 条件

S U p
. , 护

口气“
, 甲 ; 口 ,

笋)D (
}!1(

。 ,

沪)川
> a !】】(

u , 中) 11】 丫 (。
,

沪、C尸 , x 尸
:

(3
.

9 )

由有界性条件 (3
.

5 )即可得到 D 的有界性条件
,

f
;

(v) 十 f
:

(川 显然是定义在尸
: x 尹

:

上的线

性泛函 F (
。 ,

约
,

其模

11IF ,1!
, = 澎

~

丽履开仄而
因此由 L a x 一M ilgr

a m 引理
‘. ’知道存在唯一的 (。

,

叻 〔笼
; x 尸 : 满足变分方程 (3

.

7)
,

并且其

解有估计

{}}扣
, 甲) }}}(

a 一 ’

111F I}}
,

由此即得(3
.

6 )
.

为了得到变分问题 (3
.

1) 的近似解
,

我们用有限维空间舜
:

和 舜
:

分别逼近 尹
:

和 尹
: ,

然

后在近似解空间央
: 火 兔

:

上求泛函J的稳定点 (即求

程组

In ln n la X

心(舜: 尹(舜
:

J 价
,

牵))
,

或等价地求变分方
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a
(在

, 。) + b (:
, ,

币) = f
。

(
。
)

c (孕
,

势)一 b(存
,

势) = f
:

(价)

丫 v 〔介
l

丫叻〔舜
2

(3
.

2 )

(3
,

3)

的解
,

即可得到近似解 体
,

甸
、

如果逼近空间 介
:

g 尸
1 ,

舜
:

g 尸
2 ,

我们有

定理 5 如果 a ,

b 和 c
满足

l)
a 和 c 分别在近似解空间舜

;

和 舜
:

上满足定理 4 的条件 1
,

(注意此条件比定理 4 的

弱)(即 (5
.

4 )式)
,

2 ) a ,

b 和 c 满足定理 4 的条件 2 (即 (S
.

6 )式)
.

则方程组 (3
.

2)
产

和 (3
.

3 )
‘

存在唯一的解 (丸们
,

此解与真解 (u
,

切) 有误差估计

一 ,
_ .

ZB 、

11。 一“、}二 , + I甲一 甲 l, ,

气 . 十一石一 )
in f }1

。一 订1}
二 , + in f }甲一币! , :

)
〔犯I 乒(沦,

(3
.

1 0 )

其中 B = m a x (B
, ,
B

Z ,
B

s

)
.

证明
:

由 (3
.

2 )
产 + (3

.

3 )
‘

的左端 = (3
.

2 ) + (3
.

3 )的左端得
a
(林

, v ) + b (
。 ,

孕)一b (介
,

势) + c
仲

,

功)

= a
(
u , v ) + b (。

, 甲) 一 b (
u ,

沪) + c
(卯

,

护)

从而

a( a一‘
,

v) + b (
。 ,

孕一中)一 b价一 ‘
,

功)十 。(币一苗
,

功)

二 a
(u 一 行

,

约 + b (
v , 甲一币)一石(。一 奋

,

势)十
c (甲一币

,

沪)

取。= 众一 订
,

沪= 动一葵
,

则上式

左边 = a
(
v , v ) + c

印
,

p )> a (}!
。
!}鑫

: + }势}晶
:

)

~ a

户了‘!l”
二 ,

+ {势1, )
名

右边( B
;

}}
“一 订l}

, :

}I
v
}1
二 , + B

:

}I
v
}1

, :

}尹一贡1
, :

.

十刀:
11“一司}

二 :

}势{
二 ,

+ B ,
l卿一必}, :

lp }。

《B ({}
u 一 订}}

二 , + {甲一币1
二 ,

)(1!
v
l}
二 : + l叻}二

:

)

1一
。
一、
二 : + 一, 一

二 ,

、
尊

(}l
“一 : }},

、
+ }, 一 , }

二 :

)

“

l睡一
u
}{

, : + }中一甲 }, 2

《 1}
v }}二

, + }}
u 一订l{

, ,
+ 】势 },

2 + }中一葵!, :

《(
1 +

竺)(}!
。一 ; z}

, 1
+ r, 一。一二

:

)
、 《浦 ,

有1)皆.1

由此即得(3
.

1 0)
.

存在唯一性容易仿照上述证明过程得到
.

一

由定理 5 即得定理 1
.

一

如果 H il be rt 空间尹
,

是 L
:

(即平方可积空间) 的子空间 (即尹
I

C 几)
,
则有

定理 6 如果 a ,
b 和 c

满足定理 4 的全部条件
,

则对 L
:

空间中的任何一个元素j,

估计
: 、

<f
, e>《B ( in f 11。一杨}!

, 1 + in f 】
: 一 艺},

:

) (!l
e
!1
二 :

+ {
。
}二

,

)

其中
,

B = m a x
(B

: ,
B : -

任意两个元素的内积 ‘ 。

山(舜, 乞(舜二

B s)
, e == 。一仓

, 。 ~ 甲一孕
,

和 :
满足变分方程组

是真解与近似解之差
,

<.
,

·

> 是 L
:

空间中

“
吸二

, v
)+ b (

v , z
) , (f

, ”> 丫
“ 任尸

.
(3

.

1 2 )
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c
(
: ,

功)一 b(切
,

势) = 0 丫叻任尹
:

(3
.

1 3 )

证明
:

由尹
,

g L
Z

可知 <j
,

v> 是尹
、

空间上的一线性泛函
,

根据定理 4 知道方程组 (3
.

1 2 )

和 (3
.

13 )的解存在唯一 取 v 二 e ,

势二 。
代入此方程组

,

(3
.

1 2 )减(3
.

13 )即得

<f
一

e> = a
(叨

一e
) + b (

e , z
) + b (。

, 。
)一

c
(
: 一。

) (3
.

1 4 )

另一方面对任何 汤 任龚
;

及任何 艺〔舜
:

又有
a
(汤

, e
) + b (

e , 牙) + b (肠
, 。
)一

c
(艺

, 。
)

= (
a
(
e , 汤) + b恤

s 。
))一 (c (

e , 艺)一 b (
e , 艺)) = 0 (3

.

2 5 )

(3
.

14 )式减 (3
.

1 5 )式得

<j
,

e> = a( 叨一 汤
, e
) + b(

e , z 一豹 十 b(却一肠
,

e) 一
c
(
: 一艺

,

e)

( B (}l二一汤}},
: + }

二一 牙}, :

)(}l
e
}1,

1 + }。},
:

)

由此式即得(3
.

1 1) 式
.

由定理 5 和 6 以及有限元插值理论及椭圆型方程的一般理论即可推得定理 2
。

下面讨论条件数估计
,

由(3
.

1) 式不难看出在 龚
; x 禽

2

有限维空间上求泛函 J (
。,

动 的稳

定 点等价于求 m in m a x J (
。,

叻 或 m a x
一

m 她 J (u
,

叻 (由极值理论的对偶性原理 知 道 二in
,

。(舜 , 甲(分: 甲(努
, 。(韶

i

m a x
与 m a x ,

m 执 问题等价
,

故两者具有相同的解)
.

我们用符号N u m (m a x J (
“ ,

帅 ) 及
甲(介

,

N u m (一 m in J (u
,

甲”分别表示二次函数 m a x J (
。 ,

扔及 m in J (。
,

叻的条件数
,

对于这两个条
翻(宪 1 华(舜, “(舜1

件数的估计我们有

定理 了 如果
a ,

b 和 c
满足定理 5 的全部条件

,

则有

N u m (m
a x

甲(舜2

,

, 。 B 弓 、
、 ,

J Lu
, 沪) ) 气“不

‘

叹刀
, + 石畜)州

“ m t !,川l异
:
)

V 。 〔介
;

N u m (一 m in J (
。 , 切))( 叮

u (舜l

V 甲 任禽
:

(3
.

16 )
!

(
。, +

鲁)
N一 (,切“

: ,

(3
.

1 7 )

证明
:

设J (u
,

扔 二m a x J (
。 ,

叻
,

则币满足方程
中(舜2

二 c
(中

,

沪)二b (
u ,

叻) + f
:
(功) 丫功C舜

:
(3

,

1 8 )

由(3
.

1 5) 求得的币必为
“ 的线性函数

,

由此代入 J (。
,

们得到一个关于变量
” 的二次函数

.

不

难看出其二次型部分等于齐次二次函数了(u)
,

了一冬
。
(
。 , “

) + 。(
。 , , )一粤

。(, , * )
‘ 乙

(3
.

1 9 )

其中 甲 是 。 的齐次线性函数
,

通过解齐次方程
c
(甲

,

沪) = b (u
,

叻) V 价〔禽
:

(3 2 0 )

求得
.

因此我们估计 了(刃的条件数即可得到 J(刃的条件数
.

取 沪二甲代入 (3
.

2 0) 得

e
(甲

,

甲) = b(
。 , 甲) (3

.

2 1 )

故

}* }
· :

《
令

},
·
}}:

!

(3
.

2 2 )
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一一

由 (3
.

2 1) 代入 了得

了一
合

·
(一, +

晋
“‘,

, , , >
一

令 ,,
“

,,‘ (3
.

2 3 )

另一方面
,

由 (3
.

2 1 )
,

(3
.

2 2 )及
a ,

b 的有界性条件

了一
合

a
(
。 , “) + 音

b (
。,

。

、
令

}}
·
}};

1
+

令令
!!
·
!};

:
一

晋(
B l +

誉),}·}:;
:

(3
.

2 4 )

由(3
.

2 3 )和 (3
.

2 4)即得 (3
.

1 6 )
,

同理得(3
.

1 7)
。

由定理 7 便可得到定理 3 ‘3 ’

四
、

新的三角形弯曲板单元

本节应用混合杂交罚函数有限元变分表达式 (2
.

8 )的 J (“
,
几

,

a) 具体构造一任意三角形弯

曲板单元
.

对于平板弯曲问题
,

我们有 叮

/ 日Z u

“ = 气万汀
,

口
2 “

_

口名“

下 - 布一
,
2 , 万吮, 万代卜一

o 工三
一

a 工 10 劣急

,
a 二 (a

; : , 口 : : , a : 2

)
r

1 ..
J

..
一

J
岁L

(i 一
v Z

)
一 ,

一 v (l一 , 2

)
一 , o

一 v (i 一 v Z

)
一 ‘

(i 一
, 2
)

一 ’ o

0 0 2 (1 一
v )

一一
�E

V一

,11�n‘
�”�内Ul一‘‘

}
1

E == 刀I
v

0 0

二
· , : : u>

。
一

仃
。

, !(会)
’ +

(娶)
’ + 2

会杂
+ 2 (卜

·, (斋)
’

]

<a
, E 一a> 一 J{

。

青
〔“一”

一’

‘“‘
! + a ,

: 一 2四
1 ! a : : , + 2 “一,

一 ’“’
:

’

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

夺“一久
,

Sa >
。
= 乙

‘, 了一 1
{J

。。

(会
一“ )

。‘,

一}
。。

(一‘
。

,

豁
·

) (4
.

3 )

其中几
: = 口 : : , n

为外法线方向
, n ‘是 n

在 x ‘坐标轴 上的投影
.

夕,

! 是弹性模量
, v 是泊松系数

.

已ts

22 ( z一
v

丁
, t 是 板厚

,

忿

d (下u 一久
, 下u 一几) 。

。
== 乙 h

一 ’I
。。

[会
一

小
”
一

江
。。

(一’
。

,
’

( 4
.

4 )

e
为任意三角形单元

,

在
e 上位移函数 u( 劣、,

碗) 取为九自由度的不完全三次插值多项式
u
(x

: , x :
) 二

a 。+ b ‘, :
+ b : 二 : + c , x 贾+ c : 二委+ Zc : : 戈 : x :

十 d l二炙+ d : 大且十 d o x 全劣
2
+ d o xl x 委 ( 4

.

5》

_ 、 一
, ,

~
,

_
, _ . , ,

_
, 二

.

_ l a “ 口“ 、
、 、 , 、 , . , , 、

, ‘
,

一 二 _
、 .. ,

_ _ ~ 。 二
‘ ,

~
_ _

三角形的每个顶点上给三个自由度【
。 ,

~

器
~ ,

音于 )
.

这样的位移插值函数属于 C0 类 但不属
一

产 ” ‘ 犷 ” 砂

, “乃
八、‘

今州一
’

曰 ~
‘

凡 V ” 母气
’

。乓 z
’

~ “ 卜 J

阵 护
’
附阵脚熟

‘

网 J 一 入
’

一
r ’

一

科
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于 0 类
,

即
u
跨 过三角形的每条边时是连续的

,

但法向导数不连续
.

在 e 的 每条边上我们

取 ,
。

二。 .

击去

奥
的线性插信函数

.

在两个端 点 卜取 , ‘=

奥
.

应力a 二 (a
, l ,

a1
: ,

a’刁
,
取为

小
‘ .0 一 姆’ ‘k’ / , 口为

“ “

汹汕
J闪归川从

,

协
r

,
’ 门 . “

爪山~
‘’. a为

’

一
产‘ -

常数向量
。

技照上述办法构造出来的 (。
,
久

,

的
,

(4
.

3) 式简化为

<v
。一几

,
S口> 。

。
“乙

t一J 一,

f 了 口u
,

、

J
。

八
.

万不
~

一 八 ‘

)。
‘, n , (4

.

6 )

(4
.

4) 式简化为

d (v
“一久

, , u一久)
。。二 h

一 ‘

乙
. , J一 l

T I 日“
.

、.

1 1 一二
~

一se 人‘ 口

J J e 、 口戈‘ ,
(4

.

7 )

下面的定理指出从泛函 J (。
,
几

,

的 中完全去掉罚函数项 (4
.

7)
,

不会影响近似解的阶精

定理 8 如果 (
。 ,

久
,

a) 的插值函数空间按以上办法构造
,

则弯板的泛函 J 简单地取为

J (u
,

几
, a ) 二 兄 了

一
(u

,

几
, a )+

‘

以

乙 乙 !
_

(
‘·a ‘, n ‘一 “

下
二厂

口 ‘, J一 l “

”
之(T

其中

了
.

(
。 ,

,
, 。) 二粤(让

。 ,
二乙心

.

任

一 <a
,

E
一 ,

a> e) 一李<L
。

Z

口a ‘,

口劣‘

a >
。
+

一。 ,

)
一 <,

, 。>。

(4
.

8 )

/ 日之
‘

\
气 下; 二丁一 ,

口‘J 夕
。

\ 口幻
’ 一

’ ‘

/
。

(4
。

9 )

则泛函 (4
.

8) 的稳定点 (a
,

汽
,

的 存在
,

唯一
,

并有下述误差估计

h

J 乙 l公一‘}老
, .

+ }la一 u [l
, , 。( K h ,

I[
u
11
5 , 。.

e (通
(4

.

10 )

其中K 是一只依赖于口的常数
.

之‘原来只定义在 。 的周界ae 上
,

在
e
上的 久‘应理解为简单的

‘
、

. J

_
,

_ _ _
.

一 _ 、 ~ , .

~
‘ ,

a u
. , _ 二 , 、 , .’ ,

, 一 一
、。,

一
、 , _

_
*

~
‘

.

~
.

日“

线住井协 即山 在二用浴
“ 上职为衰丽的线汪抽但幽数

,

仕 e 的“ ,I’坝点上取 彻= 万不
- .

证明
:
这里的 几

‘

不是独立变量
,

与第二节 的 几不 同
,

不能直接用第二节的结论
.

事实

上 击完全依赖于变量

斋
,

因此泛函 ‘(u, ‘
, a )实质 上可看作只有两个变量 (u, a)

,

即

J (
u ,
久

, a )= J (
“ ,
人(

u
)

, a ) = J
,

(
“ , a )

但一旦作了这样的理解后
,

近似解空间舜
1
则不再包含在真解空间尹

:
内

真解空间的 久 (如果规定为完全依赖于 “ 的话) 必须取为 几~
“ ,

即 久‘~

(4
.

1 1)

(即龚
,
龚尹

:
)

.

因为

O“

口x ‘
(当然只是在全

~ 一~
。 、

一
、一 、

.

一一
,

~
. ,

二 a “ ~
, ,

一
、 _

~ 一
_ 二

~ _ 一
,’

.

~ .
,

。
、

,
、 , , 。 , _ , ‘ _ , _

都
r 七 , 上)’ 叨近似解至间的 南午飞石万

.

囚此找们裔安盯弟二节 阴箱米作诬兰阴移以
。

甘创与f

首先需要验证真解(
“ ,
几(。)

,

a) 满足泛函J在龚
: x 兔

: 空间上的变分方程, 第二
,

定理 5 的
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条件 1 即椭圆型条件 (3
.

4) 不 变
,

仍需满足,
第三

,

定理 5 的条件 2 (即有界性条件) 应改

为
a ,

b 和 c 在空间 (舜
:¼岁 , ) x 岁 : 上满足有 界性条件 ( 3

.

5 )
,

其中舜
:¼尹 :是两个空间的直接

和
.

如果泛函 (4
. 11) 满足以上条件

,

则容易按照定理 5 的证明步骤推出估计式 (3
.

10 ) , 如果

(3
.

12 ) 式中的
‘

丫 v 〔尹 , ”

改为
‘

丫
。 〔舜

1。尹 1” ,

则估计式 (3
. 11) 仍然成立

.

容易直接验证真解 (u ,
人(好

,

a) 满足 了在近似解空间舜
, x 舜

2
上的变分方程

.

其余条件验

、~ , _ _

一 ~ 一一 ~
, ~ ,

, , , , ~ 、

一 , ~
,

~
.

a u 一
, , 。 ,

~
、 、一 , 、 .

一 _
, _ ‘ 一

, r . , ~
‘

证如下
:
取真解空间

。 〔H
Z (口)

,

在 T 任T 上取几
‘二

一

圣李
,
。 〔H

。(口)
,

近似解空间 在〔H
‘(口) ,

~ 户”
’ ‘ 一 ” 一

~ 汗
「

~
’

,
- -

一
一

、

一
, ’

~
-

一 -

一
-

一 ” a为
’ - 一一

、

一
, ’

~
’

仍
,

盯一
’
,

- -
一
一

在每个
。 〔A 上为三次插值多项式

, 犷

在每个
: 〔T 上

,

取 山为a 的线性插值函数
, a在每个

。 〔A

上取为常数向量
.

定义模

l!(u
,
几) !}二

j
一

霖{,
·

, ,
,

一
”一

会I
。。

(会
一“ )

’

} (4
. 12 )

卜 },
,

, 乙 王<a
,

吟
。 + I口 I昌}

e ( 月
可

。,

(4
.

13)

由E 的正定性及有界性推知
,

存在正常数川 及 叫使得

<乙“
, E L “> .

> 可 }ul 尝
, 。

及

衍
, E 一 ’

吟
。) 川衍

,

a> 。

由有限元的多项式插值理论
‘“’, ’有

加
,

a>
。

》K 了‘h<a
,

a>
。。 ,

(4
.

14 )

(4
.

15 )

Z

J
。,

(会
一 ,

。

)
‘

、 K
:
“
‘

!斋 !:
, 。.

、K : K 。“

}会
一

}:
, 。( K 2K 3

“,
·

, ,
, ·

其中 K , ,

K :
和 K 。

是与 e 及 h无关的常数
,

故

鑫
“一

I
。。

(斋
一‘,

)
’

《K : K ·

,
“
”

, ·

( 4
, 1日)

从而

其中

乙 <a , E 一 ’

a>
·

> azl al 头: ,

e

曰
E <L ‘
e ( A

E L岭
e

> a : 11(u , 几) l{头: ( 4
.

17 )

a 夏
l + K

:K : ’

凡 一

击
故 J 满足椭圆型条件

.

在 (户¼尹 l) x 尹
:
上

,

有

l<L
u ,

岭
。

l《 Iu }
: , 。

}a }
。 . 。

乙
‘, J 一 1 叭会

一“
密

)n,a. 介了代而哥可 了嗦不万
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再由 (4
.

12 )及 (4
.

1 3 )即得有界性条件
.

因此有估计

“(“一以
一‘腼 + }“一呱

,

《粤
* 1
)

(
(。

{及乳
, :

”(“一
“ ,

‘一‘,,一 十 奖鑫
,

’‘一 ’一 ) (4
.

18 )

其中
一

B 和 a 是只依靠于口 的常数
. ‘

为了得到 L :
估计

,

我们在空间别
一

石片
,

(口)及
二 〔H

。

价)上求广义解

9)由1上.
.

�

八“仅一一

V一na一a

l
, ,

。
, 、 .

1
, ,

,

二
勺

又乙功
,

乙乙 v夕。十 二丁久乙v ,

即
D = 凡了, v Z D

乙 艺

<L 田 ,

价
。一令

, E 一 ’

公反~ O

V
。 〔户

,
(。)

V , 〔H
“

(口 )

其中户
,

(口 ) 是H
,

(。 ) 的子空间
,

它的任何元素
。 在 厂

。

上满足齐次边值条件
。二

椭圆型微分方程的理论我们知道 (4
.

19 )存在唯一的解 (。
,

习
,

则有估计“ 。’

}1切1}
: ,。
《K

‘

11fl}
一 , , 。

其中K
。

是一个依赖于 口 的常数
.

并且如果 口 是凸多角形区域
, 、

( 4
.

2 0 )

如果伽
, :
)是 ( 4

.

1 9 )解
,

(。
, 拼,

习 满足变分方程

一 , ~
.

~ 日“
, . _ _ 、 , 、 。 ~ , 、 , _

~ ~ ~
r 二L-

侄 r 七 1 上月戈脚 =
一
东厂 妙 = l , 2 )

,

拼匆 L拼1
声

2 )
‘ 。

则 还 刁牛 于寻到俐
口 汤‘

乙
_

{合<Lw
,

EL v>
·

+

合<Lv
,

众一

{
。。

(斋
一 。。

卜川
,

}
e 〔刁

二 <j
,

心。
V (v

,

的 〔介
;¼肥 :

( 4
.

21)

艺
_

{音<
· , E 一 , >一音

<L ? ,

。
· +

{
。。

(会
一 。‘), ‘, 一)

成A - ,

= 0

其中
,

, : : == 丫: : , : : : = : : 1 .

V 夕〔岁
:

因此定理 6

仃
, u 一仓) D 《B ( in f

的估计式 (3
. 11) 仍然有效

,

即有

}}(。一汤
, 拜一厂) }}二

,

( 在
.

工)(舜 ,

+ in f
‘

}: 一牙},
2

) ( }}( u 一 ‘
,
几一又) 11二

: + {。一 J !二
:

)
石.

,

《K o B h }1功!}
: , 。 hl!。11

: , 。

《式
一K 一B h Z

I!u !!
。, 。 }}fl{

一 ; , 。

由此得

}}“一在}11
, 。二 s u p

f

, u 一仓> 。

}f }{
一 ; , 。 《K h, llu l}。

, o<j一l

其中K 二K . K ‘B
.

由此式及 (4
. 18) 式即得 (4

.

10) 式
.

五
、

单刚ma
x J

。

(u
,

人
,

a) 的计算

本节讨论如何从 (4
.

的 式了
·

(。
,

万
,

a) 计 算单 元
“‘的刚度矩阵 呼

, 了
·

(u
,

‘
, J ). 求
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】1 1 a X
口

了
。

(
。 ,
几

, e
) 得

(5.l)(5.z)(s.s)飞
动

, , 。 _ , 、 _

/ , a久
‘
\

钾
, 乃

‘

a7e == “
\内

‘,

系石
.

/
。
一钾

, ‘uj. V a

其中 J 取为任意常数向量
,

由此得

RE
1

百一一口
其中 !

e
!为

e 的面积
,

列向量 R 二 (R
: t ,
尸: : , 2尸 : :

)
, 的分互

R ‘, 一

仃
。

(
2

骼
- 一

磊备)

由(5
.

2 )得到的 口代回单元应变能表达式了
.

(
“ ,
几

,

a) 即得单刚表达式

甲
, _ ,

J l
, 1

。
二 、 .

1 。 , 。 。
J .

讲
, 八 ,

O’, = 一r
.

又儿“
,

乃乙份Z e
-t- 一万而产 几一 八

咨

乙式
怪

一

4 !‘ !
(5

.

4 )

其中

R , E R = 刀[ R 全
,
+ R 要

: + ZvR : : R : : + 2 (z一
v
)R 受

:

]

(5
.

5 )

如果坐标原点选在三角形
。 的重心上r即乙 , ”二 0

,

其中 琪 ,

, 一 图 1

“ , ’ (, 一 ‘
, 2 , 3 ) 为三角形三个顶点的坐标)

,

贝。R ·,
有简单的计算公式如下

R “== 一 2 }
e
{
c : + sig n

(D) 乙 “
. , 口。(x “

,
)

口x ‘

0 _ . _ l _ . sig n
(D )

卫 t 它,

一 —
l盯 l‘ , , , 尸

—
2

吕 , 。二 t ‘,

踌》、

r ‘占釜幻
.

竺琴三二, : 、 口劣
-

‘ . . 孟 .

(‘一 1 , 2 )

!
了 (5

·

6 )

、 , 、, , 口“(戈(. ,
) \ .

下 “ ,

不丁
- -

)J

其中行列式

! 1 1 1 1

n 一

t
·‘

” ·
‘
2 )

·‘
3 ,

}
. 5、; n (。、一

尸
,

D > 。

}
二‘1

, X‘:
,

、 ,

{
‘一 1 ,

D < 。

封
1 , 二 x 通

z ,
一 x 遗即

,

右釜” 二 x 遗sj 一 二遥卜
,

省; , 二 二奋
l) 一 二若,

以
, ,
二 二釜

吕,
一 x

;
2 , ,

右玉名, = 二 ;” 一 二贡
. , ,

占玉3
,
= 戈釜

, ,
一 二fp

对,) (i = 1
,

2 )为 二动节点的第 i 个分量坐标

二 ; ,

八 _ ff o f/ 口
Zu 、

忍 .

了0
2 u 丫

. _ 口Z u 口忿“
.

_ , ‘ 、
, 口Zu 、2 1

<乙“
,

百L “> = { l川 I
一

杀导 , + 《荟共 》+ Z v 竺理
~ ·

荟竺十 2 (1一 , 、卜 竺竺一 、 l
JJ

, r L、a二受/
’

、口x 毒/
’

一 口x 孟 口对
’
一 、 ‘ r 少

、口x t口两 / 」

“
, 。:

和 。1 : 是三次插值函数
u
(
x , ,

凡)三
a 。+ b ; x , + b : 二 :

+ c : ,

卜
c : x 孟+ 。: : 二 lx : + d : 二孟+ d : 二宝+ d : : 义受劣

: + d
: : 二 lx 弓

的二阶项系数
.
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‘‘‘函‘~ ‘ ~ . ~ ‘~ ‘ - ‘‘. 奋 ~ ~

~
一一 一

—

一
一

一一一一- - - ~ ~ ~ ~ ~

一R , E R

1e l
代

1�4用结论
.

由(5
.

4 ) 式看出
,

第一项乘 2 就是旧的九自由度三角形单刚公式
,

替 ,日单刚中的奇<L
。 ,

EL
U>

·

便得到本文的单冈lJ公式
·

由 (5
.

6 ) 式看出
,

R , E “的计算是很简

单的
,

故新单刚比旧单刚增加的计算量及程序量甚少 , 其余的计算及程序 (如等效节点力的

计算
,

代数方程组的求解等等) 新与旧是完全一样的
.

但我们知道旧的三角形单元一般是不

收敛的
,

而新的三角形单元是收敛的
,

并且如果。 区域存在角点的话 (这是最实用的情形 )

则其收敛阶是不可改进的 ( 因为这时真解
。至多只属于 H

“

(口) “
“’
)

,

即不可能有更高的收敛

阶单元 (包括五次多项式的协调元 )
.
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