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摘要 :  应用多尺度法和势能逼近法研究有线性阻尼和变长度的单摆# 通过摩擦因数与摆长慢变

参数阶的比较,详细讨论了 3 种不同的情况并得到振幅、频率和解的渐近分析表达式# 势能逼近

法的应用使结果对大幅振动也有效# 当摩擦因数不是很小时, 修正的多尺度法用于得到更精确的

首次近似解# 与数值结果的比较表明本文的方法是有效的# 
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1  引言及问题提出

本文研究如下有慢变参数的单摆

  d
dt

l
2
( S)

dH
dt

+ L
d
dt

( l ( S) H) + g l ( S) sinH= 0, (1)

其中 H是摆偏离垂直方向的角度, g是重力加速度, l ( S) 是慢变长度, S= Et是慢尺度而L是摩

擦因数# Nayfeh
[1]
, Bogoliubov和Mitropolsky

[2]
曾研究过这类问题# 在文[3]中, Yuste使用推

广的椭圆 KB法[ 4]得到振动系统的振幅,它由一阶微分方程表示且必须用数值方法求解# 由

于频率的复杂性,文[3]没有给出它的表达式# 对方程(1)进一步的分析发现:与 E相比, L的

不同阶数会导致不同的频率# 在 L= O( E) , L= o( E) 和 E= o ( L) 这 3种情况下,本文应用

多尺度法推得方程(1) 的渐近频率和解,从中我们可以清楚地看到 L和E对频率的影响# 最早

由作者李怡平在文[ 5] 中提出的势能逼近法的应用使得渐近解对大幅振动仍有效# 势能逼近

是将振动系统的势能用四次多项式表示,使得首次近似解可以用椭圆函数表示# 当摩擦因数

L不是很小时,修正的多尺度法用于得到更精确的首次近似解# 本文给出的算例证实本文的

方法是有效的# 

2  单摆的渐近解

通过 L与E阶的比较, 本节详细讨论方程(1)的3种不同情况# 不同的 L的阶数推导出振
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动系统频率和解的不同表达式# 

2. 1  情况一: L= O( E)

令 L = cE, c是常数,则方程(1)化为

  &H+ E
2lc( S) + c

l ( S)
ÛH+ E2

clc( S)
l
2
( S)

H+
g

l ( S)
sinH= 0, (2)

其中 ÛH= dH/ dt , lc = dl / dS而S = Et 是慢尺度# 按照Kuzmak的定义
[ 6]

, 快尺度 t
+
为

  dt+

dt
= X( S) ,

其中未知函数 X( S) 由方程(2)解的周期性决定# 假设方程(2)的解可以展开为多尺度形式

  H( t , E) = H0( t
+
, S) + EH1( t

+
, S) + E

2
H2( t

+
, S) + ,, (3)

其中 H0, H1, H2, ,必须是 t
+
的周期函数,否则展开式失去渐近意义# 把(3) 式代入方程(2) 并

比较 E同次幂的系数, 得到首次方程

  X2( S)
52H0
5t+ 2 +

g
l ( S)

sinH0 = 0# (4)

(4)式两边乘以5H0/5 t
+ 并对 t

+ 积分,得到能量积分

  X2( S)
2

5H0
5 t

+

2

+ V( H0) = E 0( S) , (5)

其中   V( H0) =
g

l ( S) (1- cosH0) (6)

是势能, E 0( S) 是系统的慢变能量# 我们寻找一个四次多项式逼近势能(6) ,记为

  �V( H) =
1
2
a( S) H2+

1
4
b ( S) H4# (7)

选择系数 a, b 满足

  
�V = V 在 H= 0, H= Hr和 H= Hs, 0 < Hr , Hs [ P,

�VH = 0在 H= 0,
(8)

拟合点 Hr , Hs可以根据不同的要求进行选择# 在(5) 式中用�V 代替V 并积分,可以得到用椭圆

函数表示的解 H0 (参阅[7]的 3. 6节)# 

  H0 = -
2av

b (1+ v )
sn[K( v ) U, v ] , (9)

其中 U= t
+
+ U0, 而K( v ) 是关于模 v 的第一类完全椭圆积分# v 由下面的方程决定(参阅

[8]或[9] )

  L
2
( v ) v

2

(1+ v )
3 =

D
2
b
2

4a
3 exp - 2Q

S

0

2lc( s) + c
l ( s )

ds , (10)

其中常数 D 可由系统的初始值决定# 而

  L ( v) = Q
K

0
cn2( u, v) dn2( u , v )du =

1
3v

[ ( 1+ v)E( v) - (1 - v)K( v) ] , (11)

其中 E( v) 是关于模 v 的第二类完全椭圆积分# 频率为

  X( S) = -
Db(1 + v)

2avK( v) L ( v )
exp - Q

S

0

2lc( s ) + c
l ( s)

ds # (12)

详细的推导可参阅[8]或[9]# 

2. 2  情况二: L= o ( E)
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不失一般性,假设 L = cE2, c 是常数, 则方程(1)化为

  &H+ E
2lc( S)
l ( S) ÛH+ E

2 c
l ( S)ÛH+ E

3 clc( S)
l
2
( S)

H+
g

l ( S) sinH= 0# (13)

与情况一类似, 我们可以得到形如(9)式的首次渐近解# 决定 v 的方程为

  L
2
( v ) v

2

(1+ v )
3 =

D
2
b
2

4a
3 exp - 2Q

S

0

2lc( s)
l ( s)

ds =
D

2
b
2

4a
3

1

l
4
( S)

, (14)

而频率为

  X( S) = -
Db(1 + v)

2avK( v) L ( v )
exp - Q

S

0

2lc( s )
l ( s )

ds =

     -
Db (1+ v )

2avK( v) L ( v)
1

l
2
( S)

# (15)

2. 3  情况三: E= o( L)

不失一般性,假设 E= cL2, c是常数# 定义一个新的慢变尺度为 �t = Lt ,快变尺度 t
+ 为

d t
+
/ dt = X(�t ) , 则 S = Et = cL�t# 方程(1)化为

  &H+ L
1

l ( S) ÛH+ L
2 2clc( S)

l ( S) ÛH+ L
3 clc( S)
l
2
( S)

H+
g

l ( S) sinH= 0# (16)

与情况一类似, 我们可以得到形如(9)式的首次渐近解# 决定 v 的方程变为

  L
2
( v ) v

2

(1+ v )
3 =

D
2
b
2

4a3 exp - 2Q
�t

0

1
l ( cLs )

d s , (17)

而频率为

  X(�t ) = -
Db(1 + v)

2avK( v) L ( v)
exp - Q

�t

0

1
l ( cLs) ds # (18)

如果 L不是很小时(例如 0. 1 [ L< 1) ,首次近似会有较大的误差# 为了避免高阶近似的复

杂计算,我们将 O( L2) 项 L2(2clc( S) / l ( S) )ÛH保留在O( L) 项 L[ 1/ l ( S) ]ÛH中, 即

  &H+ L
1

l ( S) + L
2clc( S)
l ( S) ÛH+ L

3 clc( S)
l
2
( S)

H+
g

l ( S) sinH= 0# (19)

则(17)式变为

  L
2
( v ) v

2

(1+ v )
3 =

D
2
b
2

4a3 exp - 2Q
�t

0

1+ 2cLlc( cLs )
l ( cLs )

ds , (20)

而(18)式变为

  X(�t ) = -
Db(1 + v)

2avK( v) L ( v)
exp - Q

�t

0

1+ 2cLlc( cLs )
l ( cLs )

d s # (21)

这样的修正可以使得首次渐近解变得很精确(参看例 3)# 

3  算   例

例1  考虑当 E= 0. 01, c = 1, L= 0. 01, l ( S) = 1+ S和g = 9. 8时( L= O( E) ) , 方程

(1)为

  &H+ E
3

1+ Et
ÛH+ E2

1

(1+ Et ) 2
H+

9. 8
1+ Et

sinH= 0, (22)

  H(0) =
2
3
P, ÛH(0) = 0, (23)

势能(6)是
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  V( H0) =
9. 8

1+ Et
(1- cosH0)# (24)

我们寻找如下形式的多项式

  �V( H) =
1
2 a( S) H

2
+

1
4 b ( S) H

4

逼近势能 V# 选择系数 a, b 满足

  �V = V 在 H= 0, H=
P
3
和 H=

2P
3
,

  �VH= 0 在 H= 0,

那么

  �V( H) =
1
2
9. 681 24
1+ S H

2
-

1
4
1. 358 19
1+ S H

4# (25)

图1给出势能(24)和它的逼近(25)的比较,图 2给出方程(22)、(23)的数值解和渐近解的

比较# 渐近解是由(9)~ (12)式得到的# 本文中, 数值解是利用Mathematica软件得到的# 

) ) ) 势能 V , , , 势能 �V         ) ) ) 数值解, , , 渐近解

图 1  势能(24)及其逼近(25)         图 2  (22)式的解及其近似

例 2  考虑当 E= 0. 01, c = 1, L= 0. 000 1, l ( S) = 1+ S和g = 9. 8时( L= o( E) ) , 方

程(1)为

  &H+ E 2
1+ Et

ÛH+ E2 1
1+ Et

ÛH+ E3 1
(1+ Et ) 2

H+ 9. 8
1 + Et

sinH= 0, (26)

  H(0) =
2
3 P, ÛH(0) = 0# (27)

方程(26)、(27)数值解和渐近解的比较在图 3给出,渐近解是由(9)、(14)、(15)式得到的# 

例 3  考虑当 E= 0. 01, c = 1, L= 0. 1, l ( S) = 1+ S和g = 9. 8时( E= o ( L) ) , 方程(1)

为

  &H+ L
1

1+ L2 t
ÛH+ L

2 2
1+ L2 t

ÛH+

    L
3 1

(1 + L
2
t )

2 H+
9. 8

1+ L
2
t
sinH= 0, (28)

  H(0) =
2
3
P, ÛH(0) = 0# (29)

图4给出数值解和由(9)、( 17)、( 18)式得到的渐近解的比较,图 5给出数值解和由( 9)、(20)、

(21)式得到的渐近解的比较, 从中可以清楚地看出修正的多尺度法得到的首次近似解比通常
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) ) ) 数值解, , , 渐近解        ) ) ) 数值解, , , 渐近解

图 3 (26)式的解及其近似        图 4 (28)式的解及式(9), (17) , (18)的逼近  

) ) ) 数值解, , , 渐近解

图 5 (28)式的解及式(9), (20) , (21)的逼近

的多尺度法得到的解更精确# 

从图 2、3、5可以看到,即使振幅达到 2P/ 3且

参数 L不是很小时,用本文得到的结果与数值结

果几乎一致# 

4  结   论

1) 通过 L与E阶的比较的分类,推导出频率

的不同的分析表达式,因此可以清楚地看到 L与E

对频率的影响且求得更准确的渐近解# 

2) 势能逼近法的应用使结果对大幅振动仍

有效# 

3) 当摩擦系数 L不是很小时,修正的多尺度法可以得到更精确的首次近似解# 
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PendulumWith Linear Damping and Variable Length
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Abstract: The methods of multiple scales and approximate potential are used to study pendulums

with linear damping and variable length. According to the order of the coefficient of friction compared

with that of the slowly varying parameter of length, three different cases were discussed in details.

Asymptotic analytical expressions of amplitude, frequency and solution were obtained. The method of

approximate potential makes the results effective for large oscillations. A modified multiple scales

method is used to get more accurate leading order approximations when the coefficient friction is not

small. Comparisons are also made with numerical results to show the efficiency of the present

method.

Key words: pendulum; multiple scale method; approximate potential; slowly varying parameter
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