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摘 要
· t

木文研究具有幂基解组的微分算子所定义的广义差商的 L e ib ni z 公式及其格林(G
r
ee n) 函数的

递推关系

一
、

引 言

定义 1 如果微分算子

L (D )== D ‘ + a . _ :

(二)D
“ 一’+ ⋯ + a :

(x )D + a 。

(二)D
n

其中
a ‘
(二)(C

‘[ a
,
bJ (i二0

, i ,

⋯
, 从一 z)

,

有一个基解组 少。 = 考矽
‘

(x ) }丁
。 ‘

满足

切。
(二)” (甲

:

(x ))
七一 ’

(k二 1 , 2 ,
⋯

, tn )

则称 L (D )为具有幂基解组的微分算子
.

例 I L (D) = D ‘ 是具有幂基解组

1 , x ,

⋯
, % , 一 :

的微分算子
.

例 Z L (D ) = D (D 一 1) ⋯ (D 一 。 + l) 是具有幂基解组

1 , e 召 , e Z 名 ,
⋯

, e “
一 皿)‘

的微分算子
.

引理 1 设 L (D ) 是具有幂基解组{甲‘(习 }穿
一 :
的微分算子

,

则

i) 甲 ,

(二)二 1

11) 甲 .
(二)甲

,
(二) = 甲

‘+ 卜
:

(二) (i + j一 i( m )

(1
,

1 )

(1
.

2 )

△

(1
.

3 )

(1
.

4 )

(1
.

5 )

(1
.

6 )

毖

111) 甲厂
. ,

(二)二乙 C孟甲潇戈 (二)甲王
‘一” (x )

夕一 O

证明

i) 由 (1
.

2 ) 显然有 甲:

(戈)二 1

(1
.

7 )

. 李颧推荐
.
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一
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~~ ~

如

11) 甲‘
(x )甲

,
伪) 二 (中

2

(x ))
‘一 ’

(甲
:
(x ))

J一 ‘二 (切
:

(二))
‘+ , 一 2

= 甲. 十, 一 :
(x )

11呈) 甲.
(二)二甲

‘一 ,

(x )甲
:
伽)

给定 [ a
,
b ] 中的一组点 {t‘}李

一 ,

a
《t :

( ⋯《标《b

或者记为

(1
.

8 )

。
《劣 :

二⋯二劣 .

< ⋯< 戈 , = ⋯ = 众( 6
,

‘一~ - 、

一
‘一- 气

尹

一

曲

乙 m ‘= m (1
.

9 )

阴l

令 X . 二 s p a n {沪, (二)
,

⋯
, 中.

(, ) }
,

f(x )(C

定义 2 如果 H (劝 (X . ,

满足

阴扮

m ax {爪
,

}一 1
[ a ,

b]
。

H
‘, ,

(x
‘

) = f。
,
(二

‘
) (j= o , i ,

⋯
, m ‘一 i , i二 r , 2 ,

⋯
,

k) (r
.

20)

则称 H (幻 为 了(幻 的 。 阶广义 H er m ite 插值
。

定义 3 如果中 . (二)= 玉甲
。

(二) }今
。 ;

是 [。
,

bl上的 E CT 系统
,

称f(, )的m 阶广义 H e r m ite

插值H (劝的中. (幻的系数为了(习 在 t , ,

⋯
,

坛点上的 , 一 1 阶广义差商
.

记为 〔t : ,

⋯
, t。〕、f

。

引理 2川 若巾。二魂甲
‘
(戈) }T

。 ,

是 仁a
,

bl上的E T 系统
,

则广义H e rm ite插值问题 (1
.

1 0 )的

解存在且唯一 若 中一 {扒 (x) 片
. , 是 [a

,

b1 上的 E C T 系统
,

则

万 (二) = 乙 劝, (x ) tt
、,

⋯
, t , ]。

,

j (1
.

1 1)

其中

功s
(x )二

二 s t夕一 , , x

二
,

, 甲 , ~ 1 , 切 ,

d e t

(
‘! ,

⋯
,

、

尹 1 ,

⋯
s

t, 一 l

中夕~ ,

,

少了‘ {甲 , (二)冬!
。 1

(1
.

12 )
,

,.
‘六切.2、

、

1了‘
ed

引理 3 设 伸
‘

(x) ”
一 : 和 {功

‘

(x )}誉
一 :
都是 [ o

,

b] 上的 E C T 系统
-

d e t A 今。
,

使得

沪“A功

其中
,

中‘ (甲
,
(习

,

⋯
, 切 . (x) )

, ,

叻二 (势
, (劝

,

⋯
,

叻. (x ))
, .

令

巾
‘

= 毛甲
*

(戈)}急
。 : ,
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。 :
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2
,

⋯
,
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则
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、

山
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.
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⋯
, t. Jr

o

f = [ *
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⋯
, t司

.
J 乙

a , . a . ,

协 ~ 1 价 ~ l

+ 乙 币[ t : ,

⋯
, t : ] 。

,

j
· a : 。+ 乙 [ t

: ,

⋯
, r, 〕。

,
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, : a : . }

卜 1 夕一互+ l

(1
.

1 4 )

其中

I ‘一,

⋯
, 勺一 、

d e t 吸 刀
a , , 一‘一 , )“ ,

一宁料半粤舞守丝
二

d e t《 “
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j
、
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勺
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证明 由于甲= A p 且 de t A 斗 0
,

所以
s p a n凌砂 :

(劣)
,

⋯
, 甲 . (二 )卜.

s p a n笼砂:
(
二 )

,

⋯
,

砂。(劣 )于一X .

设 H 。)(X
.
且满足(1 10 )

。

由引理2
,

有 (1
。

1 1 )
,

即

万 (劝 ~

夕一几

t , ]。
,

f (甲
, (x ) + 皿 a ,叩

‘

(x )) (1
.

1 6 )

由 甲“ A功
,

有

H (二)一二 [t : ,

⋯
, ‘, ]一 f(

, . , .

兄
a 一。功。(二) + 乙 a,

,

乙
a : 。功,

(二)
己一皿 b 一 l

)

一乙 [ t : ,

⋯
, t, ]。 ,

f乙
a , 。p 。(二)

乙 〔t、
,

⋯
,

t,l o
.

fa,l 乙 , 砂, (习
弓一l 了一己今 1

由插值问题 (1
.

10) 解的唯一性
,

有

H (劣) . 石
〔‘!

,

一
‘, , , ,

j(沪
,
(x ) + 乙 左, : p ,

(x )
忿一几

)

其中

所以

厅, ‘
, (一 z )

‘+ ,

[ t
: ,

⋯
, t . 1 , , .

f= 乙 [t、
,

⋯
, f, 1 ,

,

f
a , 。 + 兄 乙 [t : ,

⋯
, t , ] ,

fa , : a : .

乙一 I J一‘+ 砚

. [t
: ,
⋯

, t . ]。
.

f乙
a , . a . , + 乙{

〔‘!
,

一
‘: ,一‘⋯

+ 乙 [ t : ,
⋯ t ,

]
。

fa , : a : .

王 △
J一‘+ 1

二
、

L e ib n iz 公 式

定理 1 设L (D )的基解组小
。 , {甲‘(二) }T

一 :

是 [ a
,
b ]上的 E C T 系统且满足 (1

.

2 )
,

厂仕)

。(x )犷
m a x 毛“}一 1 [

a , b ] ,

则
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t、,

⋯
, t. l。
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(fg )二乙 〔t、
,

⋯
, t。立。

‘

f仁t
. ,

⋯
, ‘. 」。

. _ . , , g (2
.

1)

证明 考察函数

夕(x )。乙
。, (二) [t

: ,

⋯
, t , ] 。 厂乙

。,
(x ) [ t

, ,

⋯
,

to l。、
一 ,。 夕

其中

、、.了
夕

夕

X甲

u ,
(x ) ‘

d , t

(
‘1 ,

、

甲1 ,

⋯
, t, 一

,

. ’ . , 中夕~ t ,

d e t
1 t l ,

一
,

勺
_ : 、

甲r ,

p ,
(x ) ,

,
.

了 t, , : ,

⋯
a e t 火中 : s ’ ‘

”

, 甲夕一盆

, t。 ,

中一
J , 甲. + l . J

d e t

(
“

· 1 ,
⋯

、 甲l’ ⋯
, 甲 . 一 ,

我们约定
: ;) 如果 r, = ⋯ = t. ,

则夕(t
‘
)

, = P“
一 ”

(t
.
),

: i) 如果 t :

( ⋯《t‘
一 , 一 :

< t‘一 ;
, ⋯ , , ‘《t

‘, :
《⋯《 t. ,

则P(t
‘) : , P‘户 ’

(t‘)
。

H
,
(二) = 乙

“,
(x ) [ t

: ,

⋯
, t , ]。

,

f

H
,
(二)二兄

。,
(二) [t, ,

⋯
, t. 1,

一 , ; : 夕

由引理 2知 H
,
(x )是f(

二)的沉阶广义H e r o ite插值
,

万
,

(
二)是夕(二)的m 阶广义H e r m ite 插值

。

所

以

J 才

户
‘, ,

(二
‘) = 乙 C今H 护

,

(x
‘)H 护一

,

(二
‘
)二乙 C今f

‘. ,

(x
‘)g 口一

’

(二
‘
)

一 ‘f‘二, “ (X , ,
‘, 》

}
二_ 二‘

(j~ 0 , 1 ,

⋯
, m ‘一 1 , ‘= 1 , 2 ,

⋯
,
k)

但是

由于

P( x) 二 乙 乙
了一 1

。。
(二)

v ,
(x )〔r

l ,

⋯
, r‘〕。

.

f ft
, ,

⋯
, t . ]

。,
了+ : 口

。 :

(二)
。,
(劣) [t

: ,
⋯

, t‘〕。
‘
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, ,

⋯
, t. J。
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(v 二 0
,

1 ,

⋯
, m ‘一 z ; i = 1

,

2 ,
⋯

,

k 。 l二 j+ i ,
⋯

, m )

J

记 H (x ) = 乙
“‘
(
二
)
。 ,

(二) [ t
: ,

⋯
, t .

]。 f[ t
, ,
⋯

, t. 1。
, _ + , g

‘一 l

则

H
、了,
(二

‘)二 (f(x
. )g (x

, ))
‘户 (j= 0

, l ,

⋯
, 。,
一 1

,

f二 l
,

2
,

⋯
,

k)

注意到

夕一 l

u , (x )二甲, (x ) + E a , :甲: (x )
, 。, (二)二甲一

, , , (x )+ 乙 夕
, :中. (x )

其中

所以
,

因此
,

刀, : , (一 i )“
, ‘+ ‘一 ,

/ t, , 一, ⋯
,

t。 \

d e t t )
一一

—
目

址些 , ”
’

, 甲忍一 1 , 甲一 l,
‘ ’ ‘

, 职一
J 十 热二

d·t

(

. 一矛

t, + 一,

⋯
,

t。

甲l , .

” ,

甲一
J

对 f~ 1 , 2
,

一
,

j
,

由引理 1

u ‘(二)v , (x )二甲。
,
一 , (二 ) + 乙刀

, : 甲‘十 ‘一 :

(x ) + a . :切 : ,

一
, (二)

,-1Et-l

一 1 价 一 J

+ 乙 乙
a 。‘刀, , 中。 , : 一 ,

(x )(X ‘,

一
, ‘X .

由引理 2
,

H (幼是f (x) 抓x) 的。阶广义H er m ite 插值
,

由差商的定义 3
,

便得到 (2 1)
.

△

注 取L (D ) 二 D ,
,

定理l的 (2
.

1) 式就是一般重节点差商的L e ib川 z 公式
,

因此
,

定理 l 是通常的重节

点差商的L e ib 山 z公式的推广
,

定理 2 设 L (D )
:

是具有幂基解组的微分 算 子
,

中. = 笼甲‘
〔劝 肆

。 1

是L (刀) 的幂基解组
,

梦 m 二 {笋
‘

(-x )}甲
一 ,

是 L (D )的另一基解组
,

少。和笋. 均是 〔a
,

b] 上的 E C T 系统且 {甲
,

(习
,

⋯
,

叨 *

(x )十与神
:

(x )
,
⋯

,

护
,

(x ) } (k = 1 , 2 ,

⋯
, m )等价

,

即

C 一

a Z z a : 2

(a “斗 0
, , = 1 , 2 ,

⋯
, 阴)

�

!!
.、 气......百....

J

价肠Q

�0�
甲甲
。。。

一

甲,

则对于丫了(劝
, 。(劝 ( C m

a 价 l a 协2

沪
;

价
:

沪。

ax { ,
、

卜 I t。
,

b j有

〔,
: , t : ,

⋯
,

才。了*
,

(/ 夕) = a 二 .

乙
a云

’a石王
‘, , ,

。
一 , , :

[ t
: ,

⋯
, t‘] ,

‘

f [ t
‘,

⋯
,

t 。〕梦
。 + : -

( 2
,

2 )

证明 由引理3,

[ t
,
⋯

, t。〕*
.

(f g ) ‘
a 。二「t

, ,

⋯
, ‘二 ]。

。

(fg )

由定天里1 ,
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〔t
l ,
⋯

, to l, , (fg ) = a

二乙 [ t , ,
一

, t‘1。
,

f [ t
‘,
⋯

, t。」。
, 一 ‘

矽

从而得到 (2
.

2 )
.

三
、

格林 (G ree n) 函数的递推关系

定理3 设L ,
(D )是具有幂基解组中

,
= 通中‘(劝 }贫

. :

(k二 l , 2 ,

⋯
,

m)

是L , (D )的G r ee n 函数
,

则

G :
(劣

, t) = (劣一 t)票

的微分算子
,

几 (二
,

t)

。,
(二

, ,)二。
。 _ :

(
二 , , )妈奕粤黔 (; 一2 , 3 ,

⋯
, m )

气“一 I J 甲八
. 少

} (3
。

1 )

证明 显然 G :
(劣

, t)= (劣一 t”

设 F . (x
, , )一。, 一 1

(二
,

, )黔零琪井
,

、“一 1 少甲 2 、‘少
我们证明F ,

(
: , t)满足L :

(D )的G r e en 函数定义的

条件
.

对任意指定的 t( [o
,

b]
,

有
:

i) F .
(二

一考)二 0 (
a《戈< t)

11) 乙.
(D )F 。

(劣
, t)~ L ,

(D )口。一 ,

(戈
, t)

甲:

(二)一甲
:
(t)

(掩一 1 )甲在(t)

中 :

(才)

中夏(t)

中:

(t)

甲基(t)

⋯⋯
协

一 ;

(t)

叫
一 ,

(O

二 L .
(D )

切f卜
3 ’

(t)

甲:

(劣)一 切
:

(t)甲
.

(x )

甲盖七一
,

(t)

切,

(二)一 切
:

(t) 中
,

(x )

切出
, ,

(t)

甲, (, )一甲
:

(t)中
, 一 :

(x )

伪一 1)甲孟。)d
e t (W (甲

:

(才)
,

⋯
,

甲, 一 :
(才)))

中:
(t)

甲f(t)

甲, 一 :

(t)

中二
一 :
(t)

甲f
奋一 3 ,

(t)
.
(D )甲

: (x )一 切
:

(l)L
,

(D )中
,

(x )

⋯
· ·

⋯

甲二七
. ,
(t)

L
。

(D )甲
,
(二)一 沪

:

(t)L
,
(D) 中。_ :

(二)

住一 l)甲鉴(t) d
e t (不 (甲

;

(t)
,

⋯
,

甲, 一 ;

(r)))

二 0 (t《劣 < b)

“‘, D ‘F
·
‘一‘, ,
一l窄

j

掇指
D ‘G一 (·

, 才

卜 G 。一 ,

(·
, , )

群诱粉」
二 . :

皿(t)

::
.

::{

n
�l一

目卜一

甲一
D票

一 ’F ,

(二
, t) }

二 。 , =

(j= 0 , 1
,

⋯
,

壳一 2 )

甲:
( t)

甲夏(t )

甲犷
食一 3 ’

(*)

了) 一 切:
( t)甲犷

“ 一 t ’ ( , )

甲, 一 (t)

甲产, 一 :
(t)

甲矛之丁
‘’

(t)
‘一 1 ’

(t) 一 甲
: ( t)甲盆色r

盛’ (t)
护一 1)甲石( : ) d

e t (丫 (甲
,

·
, 甲。一 、(t ) ) )
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由引理 z中111)
,

p 产“ ” (t) = 叭 (t)中产色;
几’

(t) + (为一 1 )甲 ; (t) 甲矛七;
公卜

(t) + 乙 C东
。 . 甲矛通、(t)甲奋

“一 ’一 ’‘

(r)

所以

尹:

(t)
护盆(t》

甲。 一 ,

(t)
甲‘

一 ,

(t)

D 华
一 ‘

F 。
(二

,

t) l
二 一 ,
“

甲矛. ’ . ’

(t)

(k一 z )甲盆(t )甲厂
‘

一 ’

(k一 l)甲 ; (t)
(t)
d et

{{{{{{
中

(k一 ]

(平 (甲
.

(t)
,

⋯ ⋯
, 甲。一 ‘(t)))

目1

定理4 在定理 3的条件下
,

G ·
‘二

, ‘, 一

畏等!
中:

(‘)一 甲
,
(t) 1一

,

甲 ; (t)
认, t , 2 ,

⋯
,

m) (3
.

2 )

证明 由定理3
,

G ,
(火

,

O 二 (二一t) 华
,

定理对寿二 1成立
.

设定理对左二 m 一 1成立
,

即

G一‘一
‘, 一

斋珊沙
鱼玉今贵业 ]

’一

当k . m 时
,

由定理名
,

G- 帆。‘G- 一 (x, t)

黔潇哥
一

韶爵[州韶
鱼

位]’
一‘ △

推论 1 算子D 奋的G re en 函数为

G ·
‘X

, ‘, 一

鉴签
二 (k二 1 , 2 ,

⋯
,

m) (3 3 )

△

推论 2 算子L .
(D )二 D (D 一 i)⋯ (D 一k + t )的G r e e n 函数

G
.

(x
, t) ,

(劣一 t)草(e
‘苦 一 ” 一 1)一‘

(k一 1) - (3
.

4 )

推论 3 L : (D) y (t ) = 0的一基解组为

口, ~
‘ 、 .

1 口J
.

瓦砰
.

行 , 哆
,

t)I
’ · ’
‘了而二了不

一 万歹
.
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