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摘 要

木文应用tl] 中提出的摄动方法研究了在各种支承条件下的正交各向异性矩形薄板的非线性弯

曲问题
.

导出了挠度。和应力函数甲的一致有效的N 阶形式渐近解
.

一 日 ! 弓犷
、 J . 卜习

在我国
,

钱伟长对奇异摄动理论 的发展是有着开创性的贡献的
.

他在1 9 4 8年解决圆板大

挠度问题时
,

即开创了合成展开法
‘, ’.

之后
,

叶开沉和胡海昌又分别研究了在边缘载荷作用

下的环板和在复合载荷作用下圆板的大挠度问题
‘“川

.

江 福汝研究了含有小参数的高阶椭圆

型方程的混合边值问题
,

改进了 C o m stoc k 的工作
,

并研究了环板和圆形薄板在各种支承条

件下的非对称
、

非线性弯曲问题
「‘’。

本文应用
v o n K 毓m a红的经典非线性理论

,

采用江福汝提出的新的构造边界层的方法研

究了正交各向异性矩形薄板在各种支承条件下的非线性弯曲问题
,

构造了挠度 切和应力函数

切的N 阶形式渐近解 研
N 和 巾N .

对于在各种支承条件下的各向同性矩形薄板的非线性弯曲分析
,

只需在文中令 E : , E
: ,

片 = 拼: 即得
.

二
、

基 本 方 程

假设我们研究的正交各向异性矩形薄板宽为
a 、

长为b
、

厚度等于t ,

承受横向均布载荷q
.

戈和y轴沿材料的主方向
, : 轴则垂直于板的中面

,

如图 1 所示
。
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,

对于其它形式的边界条件可同样制作
.
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(功, ,

h护
’

) + 乙
‘一 0

乙乙
.

兄
+

亨一0 夕+ 诊- . 一 启一‘ l + 舌一肠 一吕一 f

M矛
2

(v ;‘
, ,

h洛
, ,

)一乙 户
‘。轰粉

‘
(刁

.

2 8)

n二
t, 石

4 ,

一 尸盖
4 ,

(尹
。, 。盖

‘,

) 二o
(4

.

2 9)

.

乙问D ; 。护
、

一 尸丢
‘ )

(中
。 , 。护

,

)二 艺 尸盖
4 ,

(中 , , 。护,
)十

j+ 寿~ ”

(j嘴 0)

乙 R 李
4 ,

(中一
, v 泥

毛 ,
)

产+ 无一” 一‘

卿
4 ,

(, , ,

h护
,

) + 乙 乙 N 产 (哈
, ,

hi’
、

)一乙 厅畜
。

思乙
.

乙
+

‘. 0 , + 奋. . 一几一‘ ‘一0 ‘4 舌- . 一 4 一 叮 ‘一 I

(
n “ 1

,

2
,

⋯
,

N ) (吐
.

3 0 )

再在(4
.

4) 式的第二至第五大括号中逐个令
。的各次幂的系数为零

,

得 到此
,认h尸

,

h护
’

和 h黔

的递推方程

D
o
h石, ,

, 一 R 石, , (功。
, 口石1 , ) (4

.

3 1 )

D. h孟‘
,

, 一乙 艺 R 沂
, ,

(, , , 。
二

, , )
‘. 0 , 今舌. . 一 够

一

含息
, .

三
: 一

衅
, (v ;

, ’ , 。鑫, ’)一乙 D
‘
h二么 (4

.

3 2 )
‘一 l

D 言h百. , 二 一 R 舌a
,

(功
。, 。盖8 , ) (毯

.

3 3 )

D 二h岔
,
二 一乙 乙 R沂

8 ,

(。, , 。
墓s) )

‘一0 夕+ 含-
一

客

一
橇立

.

乙
_

* 。护
,

嵘
)

卜宾
刀 , h黔

(或
。

3凉、

乃
. 儿石

, , 二一 刀石2 ,
(。

。 , 。石, ,
) (4

.

3 5 )

氏岭
,

二一乙 乞 必” (功 , ,

哈
,
)

召一 0 了+ 含- . 一‘

一工安
2 不

乙 M护叫
”

,

嵘
, )一乙万

‘h忠 (4
.

3 6 )
了+ 专。 . 一 毛一 落 ‘. 幕
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疹盆h舌
4 ,

二 一 尸舌
4 ,

(切
。 , 。盖4

,

) (4
.

3 7 )

O石h孟
4 ,
二 一乙 乙 习

‘,
(w , , v鑫

‘’

)一 N户
‘

(
。
;
4 ’

.

。毒4
,

)一 乙 D {h岔
‘

‘一 0 萝+ 七一璐 一 ‘

l

2
兄 云
‘一 0 夕+ 七一件 . 2一 侈 ‘. 1

(n = 1
.

2
,

⋯
,

N )

最后
,

将(4
.

2 )式代入方程 (2
.

ts)~ (2
.

25 )
,

得到关于甲
。 ,

h孟
1 , ,

h护
, ,

h鑫
8 ,

和h护,

(4
.

3 8 )

的 边 界

条件

、,产、,户O口八U勺JA
�

甲。
, 臼,

二
二 ‘h:

(。)
,

中 . ,

少, ( 4
.

切n , 苦口 , I : (y )
,

口二
甲。 , 二萝

+ ,二:
5 .

, ,

}
一。

+ [占, , 。
h二U

: , , + 占1 , , h盖L)a
, , 〕 二O

苦
二

( 4
.

甲。
一, 口 二h:

(夕) 甲。
, , , + h ( 2 )

协一 8 , 沙口 = 0
公。 1

中。
, 二, . 1 :

勿)
,

苦 . 勺 怀
, 二即

. 可 . 1

+ [ 名
: , .
人孟匆

2 , ,
+ 吕

、, :几恶

( 4
.

4 1 )

= O
叮一 I

( 4
,

4 2 )

、J.、.夕OJJ任d�月任甲。
, 二 , = h , (二) 甲. , ‘ 召 + h《吕)

幼一 4 , 苦 留 = O

11。o。一a..

⋯
苦苦,沙,

‘‘....
....
‘
‘....‘,
月t...几
..‘..
皿...
几
.lwe
.

...‘r...‘.,.

.

.

‘.,..,...,,r..才

l
�,.......‘. .....

, 一0 (4
.

沪。
, 二 r 二 I

:
(劣)

口 . 0 怀
, 二 ,

I声二

+ 〔护, , 。
h孟练

, 二
+ y川h盖全

‘, 二

〕 二0
P 一 0

(4
.

甲。
, 二二 生 , h

。

(劣)
,

中。 , 二二 + h袭
。 ,

二 二

{
, _

二一” (4
.

4 5 )

:
夕口助!

翻. ..月.....舀月

」

甲。 , 留, 上二 I
。

(劣)
,

甲。 , 二 ,
, .

夸+

[,
! , 。‘华

。, 二
+ ,

! , ! ”:
‘, ·

〕
; .

. = 0

.���
通
�矛叮、

了.、

(
n 二 1

,

2 ,

⋯
,

N ) 4 6 )

五
、

N 阶形式渐近解的导出

方程 ( 4
.

5 )和边界条件 ( 4
.

25 ) ~ ( 4
.

2 2 )
,

( 4
.

3 9 ) ~ ( 4
.

4 5 )给出

、,‘、.夕‘12

:
L (切

。 ,

甲。

) = 一 q
,

V ;甲
。
+ L (。

。 ,

功。

) / 2 二0

。。
{
二 。 。

= f
, (y )

,

功 。

}
, . 。

= f
,
( x )

.

甲。
, , ,

}
二 一 。
二h l

( g )

。。

1
二 一 : , f

:

(y )

山。

l
, ·

令‘f
‘
(‘)

甲。 , , ,

l
二 · : = h: (v )

甲。
, 二二

}卜备= h
;

(x )

(5

甲。 , 二二

!
, 。 。= h

:

(劣)

式中。
。

和肠为薄膜理论的解
.

将求得的。
。

和叭代入方程 (4
,

23 ) 和 (4
.

27 ) (这里
c = 1 )

,
、

得

(1,
。

口
“玉 一

4 口

百蓄了一 一 切。 ,

”
“呈

口Z v (
吞

,

口占
名 = O ( 5

.

3 a )

伪
o

此
a 毛Z) ‘

孟 口2 口

一

万歹一 一切
。
”

,
‘

口互
“ = O ‘5

.

3 b )砒
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选取待定函数

·
(戈

,

。 一

介ha 、仲
,

。
,

。 一

f;
、瓦石不斌百》“ (5

。

4 )

并假设h,
(夕)> 0

,

h:
(, )> 0

.

则方程 (5
.

3 a ,

b)化为

日4v
于

t ’

口占
4

a Z”
o(”

口占么
口4 v 浮

2 ) 日Z v 哥
. ,

= ”,
一露不一万犷一

” (5
。

5 )

其解为

v舀‘,
(占

, ”
,

g ) =
e (:

,

(,
,

。)
。一 ‘一 e (

:
)
(!

, 。)一 p

卜封:
“面而

.

酥丽
二

。 (

: )(:
,

,
,

。) 一 e (:) (,
,

。)一 ‘一 e (。) (!
,

, )一 p

!一晋I:
、瓦几蔽不证

“ ] (5
.

6 ·)

d 二

〕 (5
.

6 b)

式中 C( 犷(,
,

刃 和 C( 扩。
,

刃 是任意函数
,

将分别由下面导出的关于 C( 扩切
,

功和 C( 影切
,

刃

的一阶线性偏微分方程和边值条件确定
.

从方程(4
.

2 6 )
,

我们得到 C ‘恶, (刀
,

夕)的边界条件是

C (:)。
, 。)
}

, . 。

一鱼 (夕)一 切
。, 二

(0
, 夕)

斌 h l
(夕)

(5
.

7 )

同样
,

从方程 (4
.

x s)得到 C咯,
(万

,

夕)

C ‘若,
(厅

,

夕)

的边界条件是

_ 一鱼鱼)二外可丛刃
口

斌 h
:

(夕)
(5

.

8 )

将甲。和田
。

代入方程 (4
.

25 )和 (4
.

2 9 )
,

有

d
·

P备
口‘v J

”’

口a 4
一 切

。 ,

二
·

P备
日Z v 若”

口a Z

d
·

歹乡
口4口J

‘) a Zv
若
‘’

口百4
一 甲

。 , 二 二
·

歹奋 口舀名 = O

(5
.

g a
)

(5
.

g b )

式中d = D 扩D : = E 扩E : .

取待定函数

, (二
, 。)一

J
、、、、, 、

,

”(/
,

。
卜I:’知面不不而歹dg (5

.

1 0)

并假设h
:

(二)> 0
,

h
‘

(二)> 0
.

方程 (5
.

9 a 。

b)成为
.

口4 v 资
3 ’ 日Z v 浮

s ) _ ,

d 4 v 琦
‘’ 日Zv 资

‘’

a - 一; : - ; 一一
一 一一二, 花产一 = U

, a 一二不二了
一
一一, 二不了一 = U

口 a , O a
一

一

O a
一

O a -
(5

.

1 1 )

~
. 、 , 。、 「 。 1 。

, 。 、 , 、

F I T ,
,

—
一

,

1

:
·

”
“

言
’

‘“
, a ,

卢) == “芯
’

‘“
,
卢)“x p

L一万
二

了J = 七
‘

石““
,

夕J “x p L一飞万了J
, V 甲一 , ,

(“
,

梦) “ g J

(5
.

12 a
)

”‘, ’ ‘,
, “,

”, 一C ‘, ’‘二
,

”, 一p

l
-

澎了

。
, ‘、 , 、

「 I f
= 七

、

石
,

L劣谬) e x PI一 一; 万下了1

“
八了 “ J

“币石石
叫

下而歹dg 」 (5
.

12b )
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从方程 (4
.

20 )
,

可求得 C甲 (二
,

角的边界条件是

1

t U 夕
,
(x ) + [。。 , , ,

(戈
,

0) + “
l口 。, 二二

(二
,

0 ) ]
C ‘合

,

(二
,

刀) } = 一 (5
.

1 3 )
h。(二)

同样
,

从方程(4
.

2 2) 得到 晓 (气万) 的边界条件是

, ..J一、.少一

.
口一al

C ‘者,
(二

,

刀)
‘·

专= 一

1
_ , 、 . 。 ,

b
、

_ _

一

西夏, g ‘、x 少十 L沙。
” , 、劣

,

万少一 拼 ‘功 。’‘, 、x
,

(5
.

1 4 )
h
‘

(二)

再将所求得 的
v 咭, , 。‘若

, , 。 ‘合,和 v
怡

,
分别代入 (4

.

3 1 )
,

(4
.

3 5 )
,

(4
.

3 3 )和 (4
.

3 7 )式
,

得

入‘名, 馆
,

,
,

g )‘ 一
1 。

, , 、 ,

万瓦丽
~

切 , , , , 七
’

右
‘

、刀
,

g )“
’

h‘若, (百
,

厅
,

v ) == 一
1

H (厅
,

夕)
w 。, , , C ‘若, (厅

,

, )
e 一万

(5
.

1 5 )

(5
.

1 6 )

“
(

弓, ‘!
, a ,

“,
一态赤不, 功

。,

二C ‘, ’(%
, a

, 一
‘

(5
.

1 7 )

。
‘

言,
(二

,

:
,

万) = 一了石
,

冬飞不
。。 , 二二

e
‘

言
,

。
,

; )。
一 “

“
·

J 二 、汤 , “ 少
(5

.

1 8 )

式中H (,
,

夕)二甲
。 , , , ,

H
尹

(,
,

夕)二甲
。, 二二 ‘

将求得的功
。 ,

甲。 , 。 ‘告
, ,

⋯
, v啥, ,

h ‘恶,
,

⋯
,

人怡
,

代入方程

(4
.

6 a ,

b ) 和边界条件 (4
.

1 5 )~ (4
.

2 1 )
,

(4
.

3。)~ (4
.

4 5 )并取
。= 1

,

得到关于功
: 和 p : 的线

性边值问题
:

L (切
。 , 甲1

) + L (却 1 ,

q7 。)= 0
,

V 姿甲, + L (。
。 ,

田 l
)= 0 (5

.

29 )

。 1
}

, 。 。
二一 v ‘

切 1
!
二 。 , = 一 v ‘若,

”一 。
= 一C

‘

恶, (o
,

夕)

}卜
: == 一C ‘盆

,

(i
, y)

田,
}卜

。
二o

,

切l , 夕,

, ,
,

, .

令= o

切1 , , ,
{
二 . , 二 0

(5
.

2 0 )

中1 , 二 二

毖 . 0
一

梦 . 0
一
0, 叭

, 二二

}卜告== 。

于是可求得叨
1和甲1 .

求得二
:和叭后再代入 (4

.

24 )式
,

并令等式右端为零
,

有

2H
口C J

‘)

十 2中
。 , 二,

口C (告)

a梦

.

「5
, r . ,

一 飞。
‘ , 、

宁 L万月
’
宁叭

,

” V 月上
’

犷’ ” (6
.

2 1 )

从(4
.

2 8) 式
,

得到C( 毛
’
(万

,

y) 的一阶线性方程
, ,

口C
(
天》

2月 一
万污一十 2仇 ,

口C ‘志
’

口y

+

岭从
+ , 1’v耐司

c , 一。
(5

.

2 2 )

同样
,

由 (4
.

2 6 )和 (4
.

3 0 )式
,

可分别得到C ‘丢’(二
,

功和C‘急’(,
,

刀)的一阶线性方程
2二

, 一

嗯攀
十 2、2。一 , ), 。、二,

早套护二
十(军于工。二

+ , , , 二二

、
亦、

e ‘。)一。 (5
.

2 3 ,

甘 尸 甘曲 、 ‘ I
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_ 了 ; ,

日C
‘

言
,

.
_ ,

止
, J 、

口C
“
品

, .

, 6 d 一 i
二 二 , ‘ ,

一
、

。
, ‘ 、

2 1 1 一落二萦一
~

十以艺a 一 1 )甲。一二, 一飞歹万一 个吸
~ ‘下尸一 刀

二

十叭
, 公苦

V 月
‘

少七
、

舀
,

= U 气勺
。 艺 4 )

。 P u 汤 、 ‘

只要H (
, ,

夕)) o ,

H
夕

(x 刃) ) o ,

便可以根据 C a u ehy条件(5
.

7 )
,

(5
.

5 )
,

(5
.

1 3 )和 (5
.

1 4 )唯

一地解得C ‘
急

, ,

C( 名
, ,

a 台
, 和口护

,

由此
,

便完全确定了边界层型函数
。 ‘

毛
, ,

⋯
,
护志

, ,
h( 毛

, ,

⋯
,

h‘孟, 。

而方程 (4
.

2 4 )
,

(4
.

2 5 )
,

(4
.

2 6 )和 (4
.

3 0 )化为齐次方程 (取
n = 1)

些:上_ 里竺)遗二=
a占

‘ a省
若

日今口 (蒙2 日2 口‘甲
,

一二苍: ~ - 一 一- - 二: 尸- 二二 U
口g

’

口弓
‘

(5
.

25 a )

口4 v ‘
矛
Z

a
么口‘矛)

, 万 一 ~ - 二一 , 甲
呻

= U
。

O a
, O a

一

.

日‘“‘盆
’

_ 日, v ‘

宝
’

(5
.

2 5 b )

求得
, ’

仗
, 刀, g ) = C老, ’

(刀
, g )

e 一‘, 。
老
2 ,
(百

,

厅
, g )= C若

2 ,
(汀

, , )e 一犷 (5
.

2 6 a )

。 ,
, )

(二
, 。 ,

脚 一e l(
, ,

(二
,

刀)
e x p

卜书共1
, 。 ,

‘,

(二
,

。 ,

万)一e , 一 (二
,

万)
e x p
卜澳 1

L 可 a J L 八J Q J

(5
.

2 6 b )

从方程 (4
.

2 6 )
,

(4
.

1 5)
,

(4
.

2 0 )和 (4
.

2 2 )(取
n 二 i )

,

又得到C 奋
‘, ,
⋯

,
C贷

‘, 的边界条件

c ,
! 、

。
, 。)
}

, . 。
一”了‘卜

1二‘”
, 。, + 口C JI)

口刀

e ,
, 、

(,
,

。)} 二。百去{
叨 : , 二

(1
, , ) +

(5
.

2 7 )

(5
.

2 8 )
! 可一 1

C ,
, )

(二
,

灼 1
, 一

口C‘盆
,

a厅

‘。
,。,】

“
, 。, }

= 一hg ’ [切: , , ,
(
二 , o) + 拜 ,功 : , 二二

(x
, o ) ]

+

!
2护
臀

+

一护 hs,, c

叹
. 。

(5
.

2 9 )

e , 一 (·
,

,川
; .

、一
”: !

{
田 ! , , ,

(一各)
+ 。 !口1 ,

二

(一各)]
+

阿
,

等
+

合砂 场印
)

],- 、 (5
.

3 0 )

如此继续下去
,

可逐次求得功
。 , 甲。 , v 万

, , ,

⋯
, v 矛

4 , ,

h奋‘
’ ,

⋯
,

h矛
4 ,

(
。= 1 , 2 ,

⋯
,

N )
,

将求得的功
, ,

”若‘, ,

⋯
, ”杏4

, ; 甲。 ,
人矛, ’ ,

⋯
,

人J
4 ,

分别代入 (4
.

1 )和 (4
.

2 )式
,

便得到正交各向异性矩形薄板非线

性弯曲的N 阶形式渐近解牙
, ,

巾N .

求得应力函数中
N
后

,

利用 (2
.

7 )式就可求出各个中面应

力分量
,

求得挠度 牙
N
后

,

便可求得弯曲应力和剪应力
,

从而可求得板上任一点的总应力
.
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