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摘

本文引用广义简支边的概念并应用迭加法
,

的弯曲问题
.

给出数值例子
。

解有一集中力作用在角支矩形板的中 线 上 任一点

一 日l 健梦
、 J . 口二】

矩形板在四角顶被支承的弯曲问题
,

张福范教授在〔I J中研究了在板的平面内均布荷载

的情形
.

本文我们考虑有一集中力作用在板的中线 二二a/ 2 上任一点 (a/ 2 ,

劝的情形
,
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:
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,
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引用广义简支边的概念并应用迭加法来解此问题
.

二
、

迭 加 的 组
·

成 部 分

(A ) 一四边简支的矩形板
,

一

有一集中力作用在板的中线
二= a/ 2上的任一点 (a/ 2 ,

的上
,

此时板的弯曲面方程为
‘已’:

.
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(c) 设矩形板的g = o边为广义简支边
,
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三
、

用叠加法解角支矩形板的弯曲
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把阮
,

b
‘,

肠 的值代入挠度公式 (2
.

的
,

(2
.

的
,

(2
.

13 )
,

并与

(2
.

1)
尸

相加
,

得到
:

.

含兀n
一 n , 2 5 1 n ‘ _ ,

、, , 厂口
一 r , U I

_ .

,
_

耳汀笑

功一台 “一乏刀元
「
台下添洒t

’
ln 皿

下-

.

尽
‘ _ _ L

刀
: _ : _ L i毗

, . 一丁飞肠“ U万
舀 IU U 一了- -

Z 艺 0

一

孚一
h

手〕
·‘·

孚尸并石
“。

一

若石)
s‘n h

等
+

等一
h

孚}
+

、

了
~

些些色二里「f一鱼一
L sin h 刀

‘

L、sin h刀
‘

2

l一解
e o sh

玩戈
. ,

‘汀火 1
.

玩g

一万一
s‘n ll - 一

石
一

了
s‘11 , 石一 -I- 兄

。。

〔(
l一户

价一 l , s ,

⋯
2 s in h

Z a 。

e o tha 。、
, 、n h丝宝西夕

孚断

1一拼

2

望些夕
a

sin h望色些+ e o sh些里
.

+ 1一 拌

2

e o tha . 塑型
-

,

协汀刀
一

1
.

tn 兀劣

C O S ll

—
15 盆n

—a J a

1 一拜

2
兄

仍 . 1 ,s ,

⋯

口爪

sin h a 。 {(
2

1一拜

+ a 。c o th a

小
‘n h

黔

m 几刀
,

阴兀刀、
.

m 兀戈

ee

—
CO S U

—
2 5 1 11

—a “ J a

7一s
Q

3

4

a 时板的几个点的挠度值
.

从这几个表格可 以看出
,

在a
1一2

表1~ 表4列出当 刀 =
5
s U ,

中线x = a/ 2上
,

当勺=
5

。 ,
_

,

石 a 口习 , 夕~
O

0
,

0
.

12 5a
, 0

.

25 a
这三点的挠度系位于一直线上

; 当刀
3

二二二

一
一a

4

二
。时

,

。一 ”
, 0

·

‘2 5“
,

,

静
,

奈
时最大挠度分

勺召
仲日�勺一8时

, , == 0 ,
0

.

12 5 a , 0
.

2 5 a , 0
.

3 7 5 a
这四点的浇度几乎在一直线上

,

0
.

25 a ,
0

.

37 5a
,
o

.

sa 这五点的挠度几乎在一直线上
.

且当 刀二
1

万
a ,

别发生在仔
,

劲
,

(号
,

影 )
,

俘 奈 )
,

(7.
·

)处
,

其最大挠度值分别为”
·

40 2‘3‘

x , 。一

等
,

。
.

3 0 4 15 2 x , 。一子
,

。
.

3 8 3 0 4 5 x l。一

子
, 。

.

4 3 5 0 8 4 x l。一

子
.
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表 1
1

_ .

_
、 ,

~
, .

一 L
.

。 _ 一 /
、 , , 、

尸砂 、
”’万

“
时止万恢田肴点挽度霖气早仅

, 一
刀

-

)

上上立⋯

一
仁班一阵竺一⋯

- -

-
- - - -

一阵
一

二一
“

1
“

1
”

·

8 8 39 5‘x ‘0
一 ’

⋯
0

·

16 , 6 5 7 x ‘0
一’

⋯
”

·

2‘0 06 ‘X ’0
一 ’

⋯
“

·

2 2 7 0 0 8 x ‘0
一 ‘

”
·

’2 6 0

{ {
”

·

’6 0 8 06 x , 0
一 ‘

{
”

·

22 3 9 82 x , 0
一’

) “
·

2 6 7 2 3 9 x ’0
一 ’

}
“

·

2 82 68 6 x , 0 一
’

“
·

25 0

1 } {
“

·

2 8 ‘0 2 9 x ‘0
一 ’

⋯
。

·

3 2 2 0T4 x ‘0
一 ’

1
“

·

3 3 7 2 8 3 x , D-

“
·

3‘5 0

} 1 { ⋯
” 36 4 3 2 5 x , 0

一 ’

{
“.3 8‘3 7 6 ‘ , 0 一

’

0
·

sa

! 1 ! ! } D
·

4 02 13 7 x 10 一
,

珍 ~ 了a
时正方板的各点挠度表

(
单位

:

三竺
D )

0
.

1 2 5a 0
.

25 。 0
.

3 7 5a 0
.

sa

,J侣J曰二
we��n”一“6“0

0
.

12 5 。

0
.

2 50

0
.

3 76 。

0
.

6a

0
.

6 26 0

0
.

7 5 a

0
.

8 75 a

a

0

0
.

79 6 66 2 X 10 一 2

0
.

14 6 9 0 4 又 10 一 1

0
.

19 3 7 3 5 X 1 0 一1

0
.

2 13 3 8 4 X 10 一 1

0
.

20 15 7 3 X 1 0一互

0
.

16 8 0 4 7 X 1 0 一,

0
.

8 76 9 3 2 X I O一,

0

0
.

7 14 65 6 X 10
一2

0
.

13 9 6 0 7 X 10 一l

0
.

2 00 7 9 0 只 1 0 一I

0
.

2 46 4 5 0 X 1 0 一1

0
.

2 69 2 5 6 X 1 0 一1

0
.

2 64 15 2 X 1 0 一 1

0
.

2 3 0 75 3 X 10 一 1

0
.

1 74 9 9 9 X 1 0 一 1

0
.

10 8 2 3 9 X 10 一i

下丽画
1
“

·

’9‘6 3 8 x ’

{ ”
·

”4 92 34 x l

0 16 9 1 3 6 X 10
一 ]

0
.

2 2 6 65 5 X 10
一 l

0
.

2 8 3 13 2 丫 10
一 ,

0
.

3 3 165 7 只 10
一 百

0
.

3 6 45 5 9 火 10
一 1

0
.

3 7 2 2 1 1 火 10
一 l

0
,

3 4 8 8 1 4 X 10
一 I

0
.

3 0 6 26 5 X 10 一 1

0
.

2 5 9 7 19 X 10
一 1

0 1 82 6 2 0 火 10 一1

0
.

2 3 9 0 7 2 X 1 0 一1

0
.

2 9 5 3 6 9 x 1 0
一1

0
.

3 45 12 0 X 1 0
一1

0
.

3 8 13 5 5 x 10 一 1

0
.

3 9 4 15 2 又 10 一落

0
.

3 6 8 72 8 火 1 0
一i

0
.

3 2 5 9 8 7 沐 1 0 一i

0 2 8 12 5 7 火 1 0
一l

表 3

) \之

3
_ _ :

“ _ 一~ “ 、 ,
一 * 。 / ‘ 二 尸醉 、

刀 =
一

万
“
盯浏止力恨浏食只倪反衣、平担

’ 一

刀
-

)

0
.

1 2 5a 0
.

2 5 0 0
.

3 7 5 。 0
.

6 0

0

0
.

12 5 a

0
.

2 5 a

0
.

3 76 a

0
.

s a

0
.

6 25 a

0
.

75 口

0
.

8 75 a

a

0

0
.

6 3 3 3 3 3 X 10 一 2

0
.

里175 8 9 x l0 一 1

0
.

15 6 6 3 1 X 10 一 i

0
.

17 5 0 7 0 X 10
一 1

0
.

16 8 4 9 3 x 10 一 1

0
.

13 4 7 6 3 x 10 一 1

0
.

75 9 4 6Ox 10 一 :

0

0
.

5 7 0 5 6 0 X 10 一 2

0
.

1 13 4 8 7 X 10 一 1

0
.

16 5 3 3 8 X IO
一1

0
.

2 0 6 6 4 0 X 10 一 1

0
.

2 3 2 0 4 7 X 10
一 1

0
.

2 3 6 9 9 7 X 10 . 1

0
.

2 19 0 8 8 X 10
一 I

0
.

18 0 7 4 3 X 10 一 1

0
.

13 12 9 1 X 10 一1

0
.

1 04 14 0 X 10 一 1

0
.

1 56 6 19 X 10 一1

0
.

2 0 75 5 9 X 1 0
一1

0
.

2 5 19 19 X 10 一i

0
.

2 8 4 72 6 X 10 一1

0
.

3 0 1 12 6 X 生0 一 1

0
.

2 9 72 6 1 X 10 一1

0
.

2 7 45 2 1 X 10 一 i

0
,

2 4 3 3 7 2 X 10 一 1

0 1 3 5 00 1 x 10 一1

0 18 5 6 0 2 X 10 一 I

0
.

2 3 6 5 90 X 10 一 1

0
.

2 8 3 8 10 X 10
一 i

0
.

3 2 3 0 06 X 10
一 1

0
.

3 4 9 6 3 6 X 10 一 i

0
.

3 5 6 9 32 X 10 一 1

0
.

3 4 2 4 9 0 X 10
一 l

0
.

3 2 0 7 8 0 X 10
一 l

{万而添
一

蔽
0

.

19 5 8 0 6 大 1 0 一i

0
.

2 4 6 9 4 1 x 1 0
一1

0
.

2 9 5 3 6 8 丫 10 一1

0
.

3 3 了2 7 5 x 1 0 一1

0
.

3 6 8 73 5 丫 10
一1

0
.

3 83 0 4 5 沐 1 0 一1

0
.

3 6 8 5 8 6 沈 10
一1

0
.

3 4 89 2 4 认 10
一,

其次
,

计算板边各点的弯矩值
。

, = a
边和, == O边的弯矩M

二

分别为

(、
·

) 卜
。

一
D
(会

+ ;

令)
卜

。
一 (卜

。2

,
多

(、
·

)
, 一 。

一
D (会

+ ,

令)
卜

。
一 (卜

。2

)
多

乙 m , a 。 5 1

仇一 l , 3 ,
. “ ’

刀妻汀劣
n

一a
乙 m “c 。

仍 一 l , 3 ,
. ’ .

阴汀X
S ln

一a
而板边二= O或 x 二 a 的M

,
为

(M小
一 。= 一 D

z 护功
, 二

护功 、 _
, , _

二 : 、D ,
: 2 : 。 : 一 ‘却

、而「丫 尸刁味‘ ) 二北一
、l
一抖 J

了拭
‘ “ , “ ‘“

~

百一
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表 4

于义
、

= 了a

_ .

_
.

⋯ _ /
‘ , ‘

尸沪 、

时的正万欲的谷点挠度农气早位
, 一

工厂少

0
.

1 25 a 0
.

2和 0
.

3 75 a 0
.

sa

0

0
.

12 5 0

0
.

2 5 。

0
.

3布 。

0
.

sa

0
.

62 5 0

0
.

75 a

0
.

8 75 a

a

O

0
.

4 2 2 8 5 0 X 10
一 2

0
.

7 8 6 3 2 8 X 10
一 2

0
.

10 52 9 3 X 1 0
一1

0
.

1 1 8 84 7 X 1 0
一i

0
.

1 16 0 7 1X 10
一 l

0
.

94 5 6 8 0 X 10
一2

0
.

5 4 2 9 0 2 X ID
一 2

0

0
.

4 4 7 34 2 X IO
一:

0
.

8 4 7 0 4 0 X 10 ,

0
.

12 2 4 7 6 X 1 0
一 1

0
.

1 5 4 7 8 4 X 1 0
一 1

0
.

17 8了2 1 X 1 0
一1

D
.

1 9 1 60 9 X 1 0
一1

0
.

1 9 14 1 6 X 1 0
一1

0
.

1 7 82 8 9 X 1 0
一1

0
.

15 74 7 0 X 10
一卫

0
.

8 1 8 05 3 X 1 0一

0
.

12 1 0 3 5 X 10
一 1

0
.

16 0 6 6 4 又 10
一 1

0
.

19 8 3 9 0 X 10
一 1

0
.

2 3 2 0 46 X 10
一 1

0
.

2 5 9 62 3 X 1 0
一1

0
.

2 7 9 2 16 X 1 0
一i

0
.

2 8 9 8 60 X 1 0
一1

0
.

2 9 55 9 6 X 1 0
一1

0
.

1 0 6 17 1 X 1 0
一 1

0
.

1 4 5 3 8 0 X 1 0
一i

0
.

1 8 6 6 1 5 X 10
一i

0
.

2 2 8 3 ? 2 X 10
一生

0
.

2 6 9 2 5 5 X 10
一 i

0
.

3 0 8 1 2 5 X 10
一 1

0
.

3 4 3 6 55 X ID
一 1

0
.

3 7 2 7 7 5 X IO
一 1

0
.

3 9 6 0 32 X 10
一 1

0
.

11 46 5 9 x 1 0
一1

0
.

1 5 3 93 6 x 1 0
一 1

0
.

1 9 5 8 0 5 X 1 0
一1

0
.

2 3 9 0 7 1 又1 0
一 1

0
.

2 8 2 6 8 1 X 10
一 1

0
.

3 2 6 0 05 X 10
一1

0
.

3 6 8 59 5 只 1 0
一 i

0
.

4 0 7 5 04 X 10
一1

0
.

4 3 6 0 84 X 1 0
一i

表 5~ 7列出沿边夕二
a ,

y = O
,

表 5

“。或‘ , a 的几个点的弯矩值
.

沿边 x = 0 或 x = a 的几个点的弯矩M
y

(单位尸)

六二阵牛
一

卜翌
i生- ⋯一

一

典
一

二
今

。 } 0 I D
.

15 4 1 9 0 } 0
.

2 1 04 8 2 1 0
.

15 4 1 9 0
Z 、 l 、 )

0
.

12 6 18 4 0
.

19 5 0 0 8 0
.

1 6 7 3 33鸟
8

立
。

4

0
.

9 3 33 9 7 X 1 0
一 1

0
.

16 4 4 5 1 0 1 5 6 5 6 8

0
.

5 9 2 94 8 X 1 0
一1

D
.

1 00 3 6 3 0
.

1 17 1 7 9

00000

00000

00000

00000乌8

表 B 沿边 , ~ O的几个点的弯矩值M
二

(单位尸)

0
.

12 5 a 0
.

2 5 a

.

」
。

一 艺

⋯
。

’

3‘“。
,

\\\

0
.

9 4 76 6 4 X 1 0
一 1 } 0

.

15 4 1 9 0 0
,

19 5 5 3 0 0
.

2 110 0 0

; 0
.

7 84 5 3 3 X 10
一i } 0

.

12 5 8了6 0
.

15 6 6 7 4 0
.

16 76 2 5

3

—
0

4

了

了
一。

0
.

6 26 18 7 X 1 0
一1 } 0

.

10 0 8 2 9 0 12 60 1 2 0
.

1 3 3 42 3

0
.

4 8 04 3 7 x 1 0
一 1 1 0

.

7 89 9 4 6 又 10
一 J

0
.

9 86 6 9 5 又 1 0
一1

0
.

1 0 54 8 6

八Unll

表 7 沿边 , = b 的几个点的弯矩值 泪
:

(单位尸)
一一

\ 、 苏苏 000 0
.

1 2 5 aaa
---

0
.

3 7 5000
六六

,, \
一\\\\\\\ 0

.

2 5。。。 0
。

6 aaa

」」一。。 000 0
.

94 7 66 4 X 1 0
一 111 0

.

15 4 19000 0
.

1 9 5 5 3 000 0 2 11 0 0 000

22222 000 0
.

1 0 94 7 888 0
.

18 4 6 5 7
、、

0
.

24 4 35 777 0 2 6 9 1 0 999

立立
一。。 000 0

.

1 1 86布布 0
.

2 1 2 8 9 111 0
,

3 0 63 6 999 0
‘

3 5 4 8 2 111

88888 000 0
.

1 18 3 8 333 0
.

2 2 8 45 了了 0
.

3 7 56 7888 0
.

5 0 9 0 8 999

立立
- 。。。。。。。

444444444444444

777777777777777

落落一
。
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由表 5~ 表7 可以看出
,

板边的最大弯矩均发生在 夕二a
边的中点处

,

其最大弯矩值分别

为 0
.

2 10 5 0 9 P
,

0
.

2 6 9 1 0 9P
, o

.

3 5 4 sZ xP
, o

.

so g o s g P
.

表 8 列出 当 。二粤时
乙

板中心
,

板边中点的挠度值以及板边中点弯矩值对照
,

前三列为

石钟慈
‘吕’

按样条有限元法用 4 x 4
、

8 x 8
、

16 x 16 网格的计算结果
,

第四列为本文按上述级数

取 15 项解析解的计算结果
.

从表 8 中可以看出
,

我们的结果与 【3 〕的结果非常接近且更精

确
。

、、,,/a

一2
一一冲

子.J.1、、

表 8 本文解析解与样条有限元计算对照表

44444 X 444 8X 888 t6 X 1666

板板中心挠度度 0
.

0‘00。,

牟牟
0

.

0 4 0 1祀祀 0
.

6 40 20 aaa 0 0 4 02 13 777

板板边中心挠度度
止JJJ 0

.

0 2 2 7 0 111 0
.

0 22 70 鱼鱼 0
.

0 2 2 7 00 888

板板边中点弯矩矩 ”
·

。2 2‘。5

等等
0

.

2 1 35 444 0
.

2 1 15 000 0
.

0 2 1 10 0 000

00000
.

2 2 13 9 PPPPPPPPP

作为校核
,

我们计算了角顶的支承反力
,

行计算
,

再相加并乘以 2
,

即得支承反力总和
,

由表 9 误差及进一步计算 (取多于 15 项)

把 a . ,

b。
, c 。 的值代 入 公 式 (3

。

4 )
,

(3
.

5 )进

计算结果列子表 9
.

表明
, a . ,

b
. , ‘。

各取 15 个未知量巳经足够
.

表 9 角顶支承反力总和叉其误差

_
”

{
, “

}
一
一堡 差

一 0
.

9 5 4 4 6 4 6 5多

一 0 94 18 6 5 8 1书

奋影

遗
。

一 0
.

9 45 6 2 5
.

4 4多

了
_

一
U

8
一 0

.

95 3 5 0 4
.

6 5万
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