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摘 要

本文研究了复合材料的二阶型和三阶型张量多项式破坏准则的几种主要理论
.

提出了用 非 线

性优化方法来确定准则中的影响系数
,

并将优化结果与几种典型的复合材料实验数据及各种 理 论

的计算结果进行了讨论和比较
.

结果表明系数优化的方法是有效的
.

一
、

二阶张量多项式破坏准则

目前主要的二阶型破坏准则有
: T s a i一H ill 理论川

,

H of fm a n 理论
‘“’,

以及Ts
a 卜W

u
理

论‘“, ‘’
.

H ili 理论是由
‘

rsai 引用 H ill 的各向异性材料的屈服条件而得出的
.

H of fm an 理论

是在 H ill 理论的基础上加以考虑材料的拉压不同抗力的条件而得出的
.

T sa i一W
u 理论则将

所有现存的唯象理论破坏准则都归结为高阶张量多项式破坏准则的各种特殊情况
,

并以二阶

型多项式作为主要计算准则
.

虽然二阶型准则 目前已获得广泛应用
,

但是理论值与实验值之

间仍存在较大的差异
.

例如
,

玻璃环氧在单向偏轴拉压试验中
,

理论值与实验值的相差在某

些偏轴角区段达到20 肠~ 30 肠
,

偏离是比较大的
‘巧’.

近年来
,

W
u 〔“ , 瑞’和 Ten

n
ys

o n 〔7 , 吕’
等提出三阶型破坏准则

.

T e n n
ys on 的研究结果表明

,

三阶型准则的理论值要比二阶型的更符合于实验结果
.

但是用以确定三阶型准则中各系数的

双向复合应力实验比较复杂
,

投资较大
,

这就影响了三阶型准则的推广使用
.

目前三阶型张

量多项式准则仍处于研究阶段
.

高阶张量多项式破坏准则 的一般形式为
‘“ , 。’:

f (a ) = F
‘a ‘

+ F
‘, a ‘a , + F

。, 。二‘a , a , + F
‘, 。‘。 ‘二 , a o a ‘

+ ⋯ = 1 (1
.

1 )

其中下标 i
,

j
,

壳
,

l~ 1 , 2
,

⋯
,

6
.

三阶型准则为

f(二) ~ F
‘a ‘

+ F
‘, 口‘a , + 1l’

‘, 。a ‘a ju 。
二 1 (1

.

2 )

二阶张量多项式破坏准则的一般形式为

f(a )“F ‘a ‘
+ F

‘, 。 ‘。 , 一 ! (1
.

3 )

二阶型准则中的五个系数
:

F
l ,

F
: ,

F
‘, ,

F
2 2 ,

F
6 。 ,

称为基本强度系数
,

将由五个基本实验确

定
.

它们是顺着材料的两个主方向的拉压实验以及一个平面内的剪切实验
.

剩下一个影响系

数F
, 2 ,

按 Ts ai 一
W

u
理论将 由双向应力试验确定

,

但按
’

rsai 一H ill 和H of fm a n 理论
,

则F
, 2

是

价
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依赖于其他 5个基本系数的非独立系数
.

在应用三阶型准则时
,

的系数 F ‘, 和 F砂 都要由试验确定
‘“, 7 , “’.

1
·

H o ffm a n 理论‘2 ,

f (。 )= C
,

(a
Z
一a :

)
“+ C

:

(。
。
一 a ,

)
“
+ C

:

(。
;
一 a :

)
2 + C ‘a :

+ C
o a : + C

oa 。 + C
7 a 三+ C

sa ; + C
oa 着= 1

除5个基本系数外
,

所有其他

(1
.

4 )

、.产一
b

.

,上
廿

‘
、!

、

!
C

;
= [ (Y

‘
·

Y
。

)
一 ’+ (Z

‘
·

Z
。

)
一 ’
一 (万

:
·

X
c

C
Z
= [ (X

。
·

X
。

)
一 ‘+

C
:
“ [ (X

:
·

X
。

)
一 ’+

其中 X
‘ ,

X
c ,

Y
. ,

Y
c ,

(Z
‘

·

Z

(Y
‘

·

Z
。,

。

)
一 ’
一 (Y

‘
·

y
。

。

)
一 ’
一 (Z

:
·

Z
。

)
一 ‘〕/ 2

,

C
‘
= (X 节’一 X : ’)

,

C
,

= S 石里

)
一 ‘] / 2

,
C
。
= (Y丁

‘
一 Y万

’

)
,

C
。
~ S 牙县

)
一 ‘

] / 2
,

C。= (Z 下
‘一 Z丁’)

,

C
。
= S 石矛

Z
。

分别是沿着坐标轴 * , , , : 方向的抗拉和抗压强度
, S , : ,

从
二 ,

和S
二 ,
是材料的剪切强度

.

对于横观各向同性材料
,

例如取 ,
一 z 平面

,

则 有 Y
。

= Z
。 ,

Y
‘
二 Z

‘ ,

S
: 二

= S
二 , ,

即 C
:
二C

: ,

C
。
= C

。,
C
。
= C

。.

H of fm an 准则可以写成

f(。 )= (C
Z + C

。

)J } + (C
。 + C

,

)a ; + (C
, + C

Z

)口蓝一 ZC
, 。Za 。

一 ZC
Za , a

一 ZC
a a ;a : + C

‘a l + C
。。 2

+ C
e a 。 + C

, 二芝+ C oa ; + C
oa 矛二 f (2

.

6 )

1 .‘...1

1
00。0oq(C

: + I了
。

) 一 C
s

(C
; + C

3

)

一 C
、

一 C
,

0 0

F
f F

, ,

对

(C
:十 C

:

) 0

C
,

(1
.

7 )

q吼qo

称 C
s

八Un
,

2
·

T s a i一H i. I理论 ‘, , ‘。】

f (a )= F (a
:
一 a 3

)
2 + G (a

,
一 a :

)
2 + H (a

;
一。

:

)
2
+ ZL a 子+ ZM a {+ ZN a 子= z

ZH 二X 护+ Y尹一 Z 护
, ZG = X 护十Z 丁

2
一 Y护

, ZF = Y 7
“
十 Z护一 X 护

ZL 二S 石里
, ZM = S毖

, ZN = S石子

(1
.

8 )

(1
.

9 )

其中下标 i= t (拉伸)
, i= 。 (压缩 )

.

对于横观各向同性材 料 在 平 面 应 力 状 态
,

万 ~ G

~ 万了
“

/ 2
,

F = (ZY丁
“
一X 丁

“

)/ 2
.

T sal 一 H ill 准则可以写成
:

f (a )= (G + H )川 + (F + H )姚 + (G + F )川 一 ZH u , a :
一 ZG 口

, a 3
一 ZF a : a 。

+ ZL川 + ZM叫 + ZN成 = 1 (1
.

10 )

F ‘

一⋯
t

(G 十万 ) 一 H

(厂 十 H )

一F

一G

(F 十 G )

对

0

2L

称

(1
.

1 1 )

T sa i
一

W
u 理论〔3 , “’

f(a ) , F ‘。 . + F
‘, a :a , = 1 (i

,

j= 1 , 2 ,

⋯
, e) (1

.
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Ts ai
一

W
u 理论所考虑的材料具有对称性

,

即凡
, ~ F , ‘.

对于平面应力状态 (。
, ,

a : ,
。 。

)
,

有

X 护一X 护

Y 了
’
一y 护

0

0

0

S 丁1一 S 了
’

(X
:

X
。

)
一 ‘

F ; :

(Y
:
Y

。

)
一 ‘

F ‘
F

‘j

0 0 O F
, 。

0 0 0 F
, 。

0 0 0 0

0 0 0

0 0

(S
,
S

c

(1
.

13 )

对于正交 各向异性材料
,

S
:
~ S

。 ,

得 尸
。
二。

.

其他影响系数 F
: : ,

F
, 。 ,

F
Z。

由双向应力 实验

确定
, s , 洛 ’.

在应力空间中
,

复合材料的破坏曲面应该满足闭合性条件
:

a 。== o ,
F

l :
F

: :
一 F 圣

:

) o ; 。2
= o ,

F
t I
F

e。
一F {

。

) o ; a l
= o

,
F

Z :
F

。。
一F 圣

。

> o (1
.

14 )

在平面应力 (al
,

oha
,

几 ) 状态下
,

基本系数 为
: F

,
= X 丁

’
一X 护

,
F

,
一犷尸一Y 护

,

F
, ,
= (X

:

X
。

)
一 , ,

F
: :
= (玖Y

。

)
一 ’,

F
6。
= S

一 “
.

对于正交 各向异性材料更有剪应力 a . 的 奇 函

数项的系数都等于零
,

这样
,

方程 (1
.

1 3 ) 中系数 F , 。= F
Z。= o

,

只剩下 6 个系数
:

F
l ,

F
: ,

F
: ; ,

F
Z : ,

F
6。 ,

F t: .

这时二阶型破坏准则成为
:

f(a ) == F
, a ; + F

: 。:
+ F

: ;a 苦+ F
Z : a 妻+ F 。。a 聋+ ZF

, Za : 。:
= 1 (2

.

rs)

在实际应用中
,

T s al 一
W

u 理论通常取 凡
,
= 01 3 ’,

本文对 三 种 材 料
:

玻璃环氧
,

石 墨 环氧

A S,/ 35 01 和硼环氧 A V CO 5 5 0 5 的计算结果表明系数 F
, :

是不应忽略的
,

而当取 F
, 2
一。时

,

Ts ai
一

W u
理论的结果实际上与 H of fm an 理论结果十分接近

.

二
、

二阶型破坏准则的优化

设已经有一组单向偏轴拉伸 (压缩 ) 实验数据 T (的
,

用二阶型破坏准则预测的理 沦 值

为 。(0)
.

定义误差函数 E (的为目标函数
.

E (的可以是均方误差也可以是绝对误差函数
,

本

文选取后者
:

E (0) = 艺 }a (0 )一 T (0 )1 (2
.

1 )

其中N 是实验数据数目
.

优化过程只在 a( 内和 口角 (偏轴角) 之间进行
,

即可行区域如 图 I

所示
.

在优化中
,

因为 5 个基本系数已经由基

本试验确定
,

只有影响系数 尸
, :

是可变的
.

在

寻求目标函数 E (0) 的极小值的过程中应服从

以下约束条件
:

h
,

(8)= F
, :
F

: :
一 F l: > 0

h:
(8) = F

: I
F : : 一 F {

2
= 0

g :

(0)二口> 0

夕‘(8)= 。(口)> 0

(2
.

2 )

图1 约束优化的可行区域

以上方程构成一个非线性规划问题
.

计算表明

目标函数 E (0)m i。 可能在可行区域内也可能在

可行区域之外
.

对于前者可 得 系 数 F
, ,

的 可

行约束优化值
,

对于后者则为非可行约束优化
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值
.

用单向偏轴实验数据进行优化有时对结果影响不大
.

这是因为可行区域被约束 条件(2
.

2 )

限制在一个狭小的可行区域 内
.

当 F
: 2

优化值为非可行约束优化值时
,

这时应该 取 F
l :

小于

它的边界值的某一个值(例
如 取 ,凡 , 一

:
斌几武办

就可以得到比取娜: 于零的其他可行

值 (包括尸
1 : = 0) 要好的结果

,

玻璃环氧和硼环氧就是这种情况
.

本文计算结果表明
,

对于

玻璃环氧
,

取 F : : 接近并小于边界值 (}F
I:

}< 斌 F
l ;

·

F
: 2

) 所得到的结果
,

要比Ts al
一

W
u 理

论取F
, 2
= 。约得到6 呱左右的改进

.

当然
,

对于F
, 2

是可行约束优化值情况就可以获得比较显

著 的改进
.

但是某些复合材料 (例如玻璃环氧 ) 即使取 F
I :

接近边界值 (表中最后一列 示出

这种极限情况 ) 也不能与实验有较好的符合
.

因此就发展了三阶型准则
.

所有的计算全部用非线性规划的电算程序进行
.

计算结果列出在表1 , 2 , 3 中
.

从表中

可以看出 T sa i一W
u 理论取 F

: 2
= 0 时所得到的 结 果 与 H of fm an 理 论 十 分接 近

.

取 F
: 2

<

斌 F
, :

·

F
: :

时
,

可以获得普遍优于 F
, 2
= 0 的结果

.

三
、

三 阶 型 破 坏 准 则

三阶张量多项式破坏准则的一般形式为 (1
.

2 )
,

其 中三次项系数F ‘, ,
共计 27 个

.

当考虑到

材料的对称性
,

加载途径与破坏无关等因素后
,

这些系数最终可以简化到 4 个独立系数
.

设

破坏只依赖于应力状态而与加载途径无关
,

则方程 (1
.

2 )是一个势函数
,

即存在

F ‘, 。 =
口3

f
口a ‘aa , 口a ,

口3

f
口a ‘口a 。口a 夕

= F
:。 ,

。 口s

f 口3

f 。

厂 诬才为 二 二二

—
二二二

—

—
二二二

I’ 企子之

口a ‘口a 了口a 舌 d a 无d 口, d a ‘

(3
.

1)

F
‘, 。= F

‘, , = F j‘。= F , , ‘= F , ‘, = F 。, ‘ (3
.

2 )

利用(3
.

2 )
,

对于这种对称性性质的材料
,

27 个系数可被简化到功个系数
.

再设材料具 有 主

轴 1和 2 的对称性 (例如正交各向异性材料)
,

则剪应力a 。

的奇函数项的系数都等于 零
.

最后

剩下 6个系数
: F

、. : ,
F

I : : ,

F
I。。,

F
: 。a ,

F 川
,

F
: : :

.

可以证明其中F川和F
2 2 :

是赘余的非独

立系数
.

设 a 二

是沿 二 轴的单向应力
, a ,

是沿纤维方向的应力
,

O是 a l

与
二 轴的夹角

,

则有

a ,
二 a 二 e o s 2

0
, 口 2

= a 二 sin
2
6

, a 。
== 一 a 二 sin 口e o ss (3

.

3 )

代入三阶型方程 (1
.

2 )得到三次方程
:

Qu 皇+ ba 姜+ ca
二
= 1 (3

.

4)

a = 3 [ (F
、: :

+ F
、二 )e o s念8 + (F

: : 、+ F , 。。)sin
2
8〕s in

忍
8 e o s 2

0 + F川 e o s 68 + F
: : : sin 6 0

b = F
I , e o s 4

8 + F
: : sin 48 + F oesin

2
8 e o s 20 + ZF

, : sin 2
0 e o s 2

0

c = F
, e o s 2

0 + F
: s in

2
0

显然
,

当 0
。
== 0 时

,

有
a
(0

。)二F 川
,

b(8
。

)== F
, : , c (8

。

)= F
: ,

于是方程 (3
.

4 )成为

F 川‘ + F : , a 圣+ F
la 二

= J (3
.

5 )

但是单向拉 (压) 试验只能确定两个基本强度参数
,

即 X
‘

和X
。 .

所以方程 (3
.

5 ) 中只有两

个系数是独立的
.

文献〔4] 中导出下列关系式
:

F , = ZX 下
’一 (X ; )

一 ’,
F “= 2 (X

‘

X ; )
一’一 X 了

, ,
F “ ‘= 一 (X 百)

’

(X 了
2

)
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其 中 ‘= 1 , 2 ; X
l
= X

: ,

X ; = X
。 ;

X : 二Y
‘,

X ; 二Y
。

.

对于 F
Z ,

尸
2 : ,

尸
2 2 2

也可同样 考 虑
.

在文献〔5〕中
,

我们证明了三次方程 (3
.

4 )只可能有三个实数根
,

其中一对是重根
.

由此条件

确定 F川 将由 F : 和 F ; :

确定
.

按文献〔5〕
,

户 + 及一 D = 。
,

D =

将(3
.

4 )进行正则化处理
,

得到

〔3 (3刀一
a Z

)〕
”

(2 a 8
一 g a

刀+ 2 7 ? )
“ (3

.

6 )

其中 a = b加
,

刀= c
/
a , , = a 一 ‘,

P == (刀一
a
丫3 )

, 口= (2 a 3

/ 2 7 一 a刀/ s + , )
, a 二

= g 一 a / 3
,

习= 一 q :
/ P

,

并且 D = 护/扩
.

对于 (3
.

6)
,

只当D = 一 2 7 / 4时
,

方程 (3
.

6) 具有三个实根
,

其

中有一对重根
.

所以 D == 一 2 7 / 4建立了一个判别式
,

它也是优化过程中的约 束 条 件
.

从这个

条件可以解出对于系数
a 的二次方程

,

由此得出 a( 口
。

)“F 川
,

即

“
: : :

一(音
F

1 1
尸

J + 一

异
一

F :
)

士

刹(补
!

禹 十

命
F ;
)z+ 命 沁

,

行瓦可 (3
.

7 )

其中拉伸时取
“

+
”

号
。

表 1 玻璃环氧的各种理论比较

X
,
= 1 50k s i

,

X
e = 150 k si

,

犷, = 4
.

OOk si
,

Y 。 = ZOk si
,

S = 6
.

Ok s i

00000 拉伸实验验 T sa i一H 川川 H o ffm a nnn T sa i一W
u
理 论论

。。。二

(k
si))) 理 论论 理 论论论论论论论论论论论论论论论论论论 FFFFFFFFFFF r , 一 000 尸: 2《一斌厂云;下石

lll

00000 15 0
.

DDD 1 5 0
.

0 000 1 5 0 0 000 15 0
.

0 000 1 5 0
.

0 000

55555 6 8
.

888 6 2
.

4 222 5 9
.

8 888 6 9
.

8 444 6 1 1 444

3333333333333333333333333333333 0
.

7 111 30
.

6111 000 4 0 9999999999999999999999999
.

000 3 3 16666666 3 1
.

4 000

111555 2 7
.

44444 2 0
.

0 111 2 0
.

0 000 2 0
.

4444

111111111111111111111 4
.

6 3333333333333 1 4
.

9 333222 000 2 0
.

0000000 14
.

6 33333

222 55555 1 1
.

4 666 11
.

4 555 1 1
.

6 777

999
.

4DDD 9
.

3 999 9
.

5 555
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表 2

周 承 调

石墨环氧AS/ 3 501 的各种理论比较
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表3 硼环氧A V C O 5 50 5的各种理论比较
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现在
,

在三阶型多项式准则中只有 10 个独立系数
,

即 尸
; ,

凡
,

尸
, 、,

F
Z : ,

F “
,

凡 2’

凡。 ,
F ; ; , ,

F : 。。,

凡
. 。,

其中前五个是基本强度系数
,

由基本实验确定
,

后五个 是 影 响 系



复合材料破坏准则的唯象那论 1肠

数
.

按文献〔3
, 7 , 8 〕对后 5个系数要用一系列的各种比值的双轴向复合应力实验确定

,

因此

三阶型准则的应用比较麻烦
.

工作 〔51 提出的影响系数确定的优化方法可以减少实验数量和

投资
,

从获得的结果来看
,

单从单轴向偏轴拉 (压 ) 实验数据进行优化后也可获得较显著改

进
,

再配合以少量的双轴向复合应力实验
,

将可对系数 F
; : ,

F
: 2 2 ,

F
, : 2 ,

F
, 。。,

F ”。获得更

为合理的结果
.

无疑
,

三阶型破坏准则的进一步研究和应用是 目前唯象理论破坏准则的一 个

重要研究方向
.
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