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摘要:  研究了描述人类呼吸系统的具时滞的二维微分方程的平凡解的稳定性和 Hopf 分支# 利

用规范型理论和中心流形定理给出了关于分支周期解的稳定性及 Hopf分支方向等的计算公式,

且进行了数值模拟计算# 
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1  引言与模型

许多动力学的系统都可以用具时滞的微分方程对其加以数学刻划# 如专著[1]介绍了机

械动力系统中提出的具两个时滞的微分方程的研究# 本文主要对描述人类呼吸系统的二维时

滞微分方程进行定性分析# 为方便,我们首先叙述模型的建立# 

人类的呼吸系统可以由两个功能单位来描述(见图 1): /工厂0和/调节器0# 在/工厂0中,

CO2进行交换; /调节器0调节身体中 CO2的部分压力# /工厂0由两部分组成(见图 2): /组织0

(体积 VT , CO2浓度 CT ) 和/肺0(体积 VL, CO2浓度 CL )# 在/组织0中进行新陈代谢产生 CO2

(新陈代谢过程中 CO2产率为 ÛM ), 在/肺0中肺内 CO2 与外界 CO2 进行交换(外界进入肺的

CO2为 ÛVCI, 肺中输出 CO2 为 ÛVCL)# 再由血流 ÛQ 从/组织0中把 CO2 运输到/肺0中(静脉血流

运输的 CO2为 ÛQCV) 且把/肺0中 CO2 运输到/组织0中(动脉血流运输的 CO2 为 ÛQCA)# 

图 1 呼吸系统的简图      图 2 / 工厂0的图解式结构   
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由于/组织0中和/肺0中 CO2 的质量守恒可以列出方程组

  

d( VTCT ( t ) )

dt
= ÛQCA( t ) - ÛQCV ( t ) + ÛM ,

d( VLCL ( t ) )

dt
= ÛQCV( t ) - ÛQCA ( t ) + ÛV( t ) CI- ÛV( t ) CL ( t )# 

(1)

若令在组织,动脉血,静脉血中的浓度 C 与相应的部分压力P 的关系为

  CT. A. V( t ) = APT. A. V( t ) + B, (2)

其中 A, B是常数, 描述 CO2 的分离曲线# 

动脉血和/肺0之间的平衡,静脉血和/组织0之间的平衡分别为

  PA( t ) = P L( t ) , P V( t ) = PT ( t )# (3)

外界和/肺0中的 CO2浓度和相应的部分压力之间的关系为

  CI. L ( t ) =
PI . L( t )

B
, (4)

其中 B 是大气压减去水蒸汽压力# 

控制函数 F 通过动脉血中的部分压力控制着/肺0中的空气流:

  ÛV( t ) = F (P A( t - S) )# (5)

则系统(1)被转化为

  

dPT ( t )

dt
= -

ÛQ
VT

PT ( t ) +
ÛQ
VT

PL ( t ) +
ÛM
AVT

,

dPL ( t )

dt
=

AÛQB
VL

PT ( t ) -
AÛQB
VL

PL( t ) -

    1
VL

( PL( t ) - P I) F (P L( t - S) ) ,

(6)

其中 ÛQ , ÛM , VT, VL, A, B, PI > 0, S \ 0# 

由于生理上的特征, 我们有下面两条限制:

(C1) PA = PL , PA > P I# 

(C2) 控制函数 F ( x ) 是定义在 R
+ 上的连续的正函数# 当 x [ x0 时,它等于零, 当 x >

x 0时它有严格正导数# 

关于模型( 6)的更详细的解释参阅文献[2]# 

本文中,我们取线性控制:

  F( x ) = D( x - C) , 当 x \ C; F( x ) = 0,当 0 [ x [ C,

其中 D> 0为人呼吸到的空气流, C为窒息域# 

对系统(6),文[2]和[3]以时滞 S为参数分别讨论了其平凡解的稳定性和不稳定性# 从上

述模型的意义不难看出, 对不同的个体, 呼吸到的空气流是不同的# 地域不同,吸进的气体的

气压不同# 本文将以 D, P I 为参数, 讨论系统 (6)的平凡解的稳定性与 Hopf 分支存在性及

Hopf分支性质的计算# 另外我们还进行了计算机数值模拟计算# 

2  平凡解的稳定性与 Hopf分支的存在性

命题 2. 1  系统(6)有唯一平衡解 ( �PT , �PL )# 

证明  设系统(6)的平衡解为 ( PT ( t ) , PL ( t ) ) S (�P T, �P L) ,

则有
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  -
ÛQ
VT
�PT +

ÛQ
VT
�PL +

ÛM
AVT

= 0,

  AÛQB
VL
�P T -

AÛQB
VL
�PL -

1
VL

( �P L - P I) F (�PL ) = 0,

即    �P T = �PL + ÛM / ( AÛQ) ,

  F( �P L) =
BÛM

�P L- P I
# 

因为 B > 0, ÛM > 0, �PL > PI (由限制(C1)), F 满足限制( C2), 所以第二个方程有唯一解 �PL ,

所以系统(6) 有唯一平衡解( �PL + ÛM Þ ( AÛQ) , �PL )# 证毕# 

令 x ( t ) = PT ( t ) - �PT , y ( t ) = PL ( t ) - �P L, 代入(6)有

  

dx ( t )
dt

= - ax ( t ) + ay ( t ) ,

dy ( t )
dt

= bx ( t ) - ( b + c) y ( t ) - ly ( t - S) - dy ( t ) y ( t - S) ,
(7)

其中   a =
ÛQ
VT

> 0, b =
AÛQB
VL

> 0, c =
BÛM

VL (�P L- PI)
> 0,

  l =
D(�PL - P I)

VL
> 0, d =

D
VL

> 0# 

(7)的线性部分为

  

dx ( t )
dt

= - ax ( t ) + ay ( t ) ,

dy ( t )
dt

= bx ( t ) - ( b + c) y ( t ) - ly ( t - S)# 
(8)

以 l 为参数(这是合理的,我们可以使 PI, D改变, 而 �PL - P I恒定# )

系统(8)的特征方程为

  $( K, l ) =
- a - K a

b - ( b + c) - le
- KS

- K
=

    K2+ K( a + b+ c) + ac + ( Kl + al ) e- KS
= 0# (9)

引理 2. 1  当 l = 0时, $( K, l ) 的零点具严格负实部# 

证明  当 l = 0时, $( K, 0) = K
2
+ K( a + b+ c) + ac = 0,

  Re( K) = -
a + b + c

2 < 0# 

证毕# 

引理 2. 2  方程(9)当 l = lj 时有唯一一对简单的纯虚根 ? i Xj ;且当 l I [ 0, l 0) 时方程(9)

所有根都具严格负实部# 其中 l 0 = min lj ,

  lj =
Xj

sinXjS
+

abXj
( Xj + a

2
) sinXjS

,

Xj I (2( j - 1)P/ S+ P/ 2S, 2( j - 1)P/ S+ P/ S) , j = 1, 2, ,是方程

  tanXS = -
X3

+ ( a
2
+ ab) X

( b + c) X2+ a
2
c

(10)

的根; l = l 0时, (9) 的根除 ? i X0外其它根都具严格负实部# 

证明  i X( X> 0) 为( 9) 的纯虚根, 当且仅当 X满足

  $( i X, l ) = - X2 + i X( a + b + c) + ac + ( iXl + al ) e- iXS
= 0# 

1171具时滞的人类呼吸系统模型的稳定性与分支



实、虚部分开:

  X( a + b + c) + XlcosXS- alsinXS= 0,

  - X2+ ac + alcosXS+ Xlsin XS = 0# 

解得

  

lcosXS = - c -
bX2

X
2
+ a

2, lsinXS= X+
abX

X
2
+ a

2,

tanXS =

X+
abX

X2
+ a

2

- c -
bX2

X
2
+ a

2

= -
X3

+ ( a
2
+ ab ) X

( b + c) X2
+ a

2
c
# 

(11)

用 #1和 #2分别表示函数 y = tanXS和y = -
X3

+ ( a
2
+ ab) X

( b + c) X2 + a
2
c
的位于X_y 平面右半平面的曲

线,于是 #1和 #2 的交点( X, y ) 中的 X即为(11)的根# 

由(11)知 cosXS< 0, sinXS> 0, 所以 Xj I (2( j - 1)PÞ S+ PÞ 2S, 2( j - 1)PÞ S+ PÞ S) ,

j = 1, 2, ,# 

如图 3所示, #1 和 #2有可列个交点( Xj , yj )# 

图  3

此时   lj =
Xj

sinXjS
+

abXj
( X

2
j + a

2
) sinXjS

# (12)

显然 j y+ ] 时, lj y+ ] # 定义 l0 = min lj , X0 = Xj
0
,则 l 0是第一个使方程(9) 产生

纯虚根的参数值# 由引理2. 1根据指数多项式的 D_划分法(参阅专著[ 4] ) ,方程(9) 当 l I

[ 0, l 0) 时所有根都具严格负实部# 当 l = l 0时,若(9) 的根除 ? i X0外有具正实部的根,记其

为 K( l ) ,即ReK( l 0) > 0,由根关于参数连续性知当 l < l 0且充分靠近 l 0时仍有ReK( l ) > 0# 

矛盾# 所以当 l = l0 时(9) 的根除 ? i X0 外, 其它根都具严格负实部# 证毕# 

记

  K( l ) = A( l ) + i X( l )

为(9)的满足

  A( lj ) = 0, X( lj ) = Xj
的根,其中 lj 由(12)定义, 则有
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引理 2. 3  若 a > b + c成立, 则

  Re
dK( l )
dl l = l

j

> 0# 

证明  将 K( l ) 代入(9) ,两端对 l 求导,整理得

  dK
dl

=
K+ a

S( Kl + al ) - l - 2iX+ ( a + b + c) e
KS# 

将 l = lj 代入:

  dK( l )
dl l = l

j

=
i Xj + a

D1
,

式中   D1 = aljS- lj - ( a + b + c) cosXjS+ 2Xj sinXjS+

    SXjlj - 2Xj cosXjS- ( a + b + c) sinXjS i# 

所以

  Re
dK
dl l= l

j

=
1
D2

( a
2
+ X

2
j ) S- a lj -

    a( a + b + c + 2w 2
j cosXjS+ a - ( b + c) Xj sin XjS) ,

其中

  D2 = aljS- lj - ( a + b + c) cos XjS+ 2Xj sin XjS
2
+

    SXjlj - 2Xj cosXjS- ( a + b + c) sinXjS
2# 

由图 3不难发现

  ( a
2
+ X

2
1) S- a > a

2
+

P
2S

2

S- a = a
2
S- a +

P2

4S# 

由 S > 0, 1- 4P2
< 0知一元二次多项式 a

2S- a +
P2

4S
> 0,所以( a

2
+ X21) S- a > 0, 且 lim

j y+ ]
Xj

= + ] , 所以对所有 Xj 有( a
2
+ X2

j ) S- a > 0# 又 cos XjS< 0, sinXjS > 0,且已知 a > b+ c,

所以有

  Re
dK
dl l= l

j

> 0# 

证毕# 

由 lim
j ` + ]

lj = + ] , 故不妨设 lj+ 1 > lj , 于是有

引理 2. 4  当 l I ( lj , lj+ 1] , j = 0, 1, 2, ,时, (9) 有 2( j + 1) 个具严格正实部的根# 

于是由引理2. 1, 引理 2. 2,引理2. 3, 引理 2. 4和 J. Hale在[5]中的第十一章的定理 1. 1可

得

定理 2. 1

� ) l I [ 0, l 0) 时, (6) 的平衡解(�PT , �P L) 是渐近稳定的,

� ) l > l 0时, (6) 的平衡解(�PT , �PL ) 是不稳定的,

� ) lj I lj , j = 1, 2, ,是系统( 6)的 Hopf分支值# 

3  Hopf分支方向及稳定性

本节我们将用[6]中介绍的规范型方法给出系统(7)的 Hopf分支方向,分支周期解的稳定

性等的计算公式# 
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记 C
k

- S, 0 = U| U: - S, 0 y R
2
, U的每个分量有 k 阶连续导数 # 为方便, 记

C - S, 0 为 C
0

- S, 0 , 在 C - S, 0 上定义算子族 L l : 对 U( H) = ( U1( H) , U2( H) )
T I

C - S, 0 ,

  LlU=
- a a

b - ( b + c)

U1( 0)

U2( 0)
+

0 0

0 - l

U1(- S)

U2(- S)
# 

显然 L l是C - S, 0 到 R
2上的有界线性算子族# 由 Riesz表示定理,存在一个二阶的,分量为

有界变差函数的矩阵函数

  G(#, l ) = - S, 0 y R
2
2

,

使对任意 U I C - S, 0 , 有

  L lU= Q
0

- S
dG( H, l ) U( H)# (13)

事实上,取

  G( H, l ) =
- a a

b - ( b + c)
D( H) -

0 0

0 - l
D( H+ S) , (14)

即得(13)式,其中 D( H) 是 Dirac D_函数# 

对 U I C
1

- S, 0 , 定义

  A( l ) U=

dU( H) / dH,      - S [ H< 0,

Q
0

- S
dG( s , l ) U( s ) ,   H= 0# 

和

  RU=
0,      S [ H< 0,

f ( l , U) ,   H= 0,

其中 f ( l , U) = - d 0, U2(0) U2(- S) T
为(7)右端的非线性部分# 

同时,由于对 ut = u ( t+ H) I C
1

- S, 0 ,有
dut

dt
=

d ut

dH
,记 u = ( x , y )

T
,从而由 L l , A( l )

和 R的定义知系统(7)可以化为抽象的常微分方程

  u
#

t = A( l ) ut + Rut# (15)

对 W I C( 0, S , ( C
2
)
*
) 和 U I C( - S, 0 , C

2
) , 定义内积

  3W, U4 = �W(0) U(0) - Q
0

H= - SQ
H

N= 0
�WT

( N- H)dG( H) U( N)dN,

其中 G( H) = G( H, l 0) , C
2为复平面# 

对 A I C
1
( 0, S , C

2
) 定义

  ( A
*
A) ( s ) =

-
dA( s)
ds

,        0 < s [ S,

Q
0

- S
dGT ( t , l 0) A(- t ) ,   s = 0,

其中 G由(14) 定义,那么算子 A
* 与算子 A( l 0) 为共轭算子# 

引理 311  向量

  q( H) = 1,
a + i X0

a

T

eiX
0
H与 q

*
( s ) = �B 1,

a - iX0

b

T

eiX
0
s

分别是 A( l 0) 的关于 iX0和 A
* 关于- i X0的特征向量,并且3q*

, q4= 1,3q*
, �q4= 0, 其中
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  B =
ab

ab+ ( a + iX0)
2
- l 0S( a + i X0)

2e- iX
0
S# 

证明  设 q( H) , q*
1 ( s ) 分别是 A( l 0) 与 A

* 关于 i X0 和- iX0的特征向量# 

则 q(0) 满足

  
iX0 0

0 i X0

q(0) =
- a a

b - ( b+ c)
q(0) +

    
0 0

0 - l 0
q(0) e- iX

0
S# 

解得   q(0) = 1,
a + i X0

a

T

, 于是得

  q( H) = 1,
a + i X0

a

T

e
iX

0
H# 

同理, q*
1 (0) 满足

  
- i X0 0

0 - i X0
q

*
1 (0) =

- a b

a - ( b + c)
q

*
1 (0) +

0 0

0 - l 0
q

*
1 (0) e

iX
0
S# 

解得 q
*
1 (0) = 1,

a - iX0

b

T

, 所以 q
*
1 ( s) = 1,

a - i X0
b

T

e
iX

0
s# 

下面求 B # 

  3q*
1 ( s) , q( H)4=

1

a + i X0

b

T 1

a + i X0
a

-

    Q
0

H= - SQ
H

N= 0
1,

a + i X0
b

e- iX
0
( N- H)

dG( H)
1

a + i X0
a

eiX0
N
dN=

    
ab+ ( a + iX0)

2
- l 0S( a + i X0)

2
e
- iX

0
S

ab
=

1
B

,

所以   B =
ab

ab+ ( a + iX0)
2
- l 0S( a + i X0)

2
e
- iX

0
S# 

令    q
*
( s) = �Bq*

1 ( s) = �B 1,
a - i X0

b

T

eiX
0
s
,则3q*

, q4= 1# 

证毕# 

下面,我们仍采用与[6, 7]相同的记号# 

令

  z ( t ) = 3q*
, ut4,

其中 ut = ( x t , y t ) 是方程(15) 当 l = l 0时的解# 

  Ûz ( t ) = 3q*
, Ûut > = iX0z ( t ) + �q*

(0) f̂ ( z , �z ) , (16)

其中   f̂ ( z , �z ) = f ( l 0, W( z ,�z ) + 2Re zq ) ,

  W( z , �z ) = ut - 2Re zq ,

而

  W( z , �z ) = W20
z
2

2
+ W11z�z + W02

�z
2

2
+ ,# (17)

再把(16)写为
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  Ûz ( t ) = iX0z ( t ) + g ( z , �z ) ,

其中

  g( z ,�z ) = g20
z
2

2
+ g11z�z + g02

�z 2

2
+ g21

z
2�z
2

+ ,# (18)

把(15)和(16)代入

  ÛW= Ûut - Ûzq - �z
#
�q

中,有

  ÛW=
AW- 2Re �q*

(0)f̂ q( H) ,    - S [ H< 0,

AW- 2Re �q*
(0)f̂ q(0) + f̂ ,   H= 0,

(19)

  
def

AW+ H( z ,�z , H) ,

其中

  H( z , �z , H) = H20( H)
z
2

2
+ H11( H) z�z + H02( H)

�z 2

2
+ ,# (20)

且有

  ÛW= Wz Ûz + W�z�z
#

= AW+ H( z , �z , H)# 

将上述相应级数展式代入,比较系数得

  ( A - 2i X0) W20( H) = - H20( H) ,

  AW11( H) = - H11( H) , (21)

  , ,

  ut ( H) = W( z , �z , H) + zq( H) + �z�q( H) ,

  g( z ,�z ) = g20
z
2

2
+ g11z�z + g02

�z 2

2
+ g21

z
2�z
2

+ ,=

      �q*
(0) f̂ ( z , �z ) = -

B

a + i X0

b
B

T

d
0

y ( t ) y ( t - S)
=

      - B
( a + iw 0) d

b
y ( t ) y ( t - S) =

      - B
( a + i X0) d

b
W

(2)
20 (0)

z
2

2 + W
( 2)
11 (0) z�z +

      W
(2)
02 (0)

�z 2

2
+ ,+

a + i X0

a
z +

a - i X0

a
�z +

      W
( 2)
20 (- S) z

2

2
+ W

(2)
11 (- S) z�z + W

( 2)
02 (- S) �z

2

2
+

      ,+
a + iX0

a
e- 2X

0
S
z +

a - iX0

a
eiX

0
S�z # 

比较系数,有

  g20 = -
2B ( a + i X0)

3e- iX
0
S
d

a
2
b

,

  g11 = -
B ( a + i X0) ( a

2
+ X

2
0) d

a
2
b

( eiX0
S
+ e

- iX
0
S
) ,

  g02 = -
2B ( a

2
+ X2

0) ( a - iX0) d eiX
0
S

a
2
b

,

1176 沈   启   宏    魏   俊   杰



  g21 = - Bd
a + i X0

b
a - i X0

a
eiX

0
S
W

( 2)
20 (0) +

a - i X0
a

W
( 2)
20 (- S)+

     
2( a + iX0)

a
e- iX

0
S
W

(2)
11 (0) +

2( a + i X0)
a

W
( 2)
11 (- S) # 

下面求 H I [- S, 0) 时的 W20( H) , W11( H)# 

由(19),

  H( z , �z , H) = - 2Re �q*
(0) f̂ q( H) = - �q*

f̂ q( H) - q
*
(0) f̂�q( H) =

        - gq( H) - �g�q( H) ,

与(20)比较系数,得

  H20( H) = - g20q( H) - �g 02�q( H) , (22)

和

  H11( H) = - g11q( H) - �g 11�q( H)# (23)

由(21)和(22),得

  ÛW20( H) = 2iX0 W20( H) + g 20q( H) + �g 02�q ( H) ,

又 q( H) = q(0) eiX
0
H
, 所以

  W20( H) =
ig20

X0
q(0) eiX

0
H
+

i�g02

3X0
�q(0) e- iX

0
H
+ E1e

2iX
0
H# (24)

同理,由(21)和(23),得

  ÛW11( H) = g11q( H) + �g 11�q ( H) ,

且 q( H) = q(0) eiX
0
H
,

所以   W11( H) = -
ig 11

X0
q(0) eiX

0
H
+

i�g 11

X0
�q(0) e- iX

0
H
+ E2# (25)

现在只要求出( 24)中的 E1 和(25) 中的 E2# 

  H= 0时, H( z , �z , H) = - 2Re �q*
(0) f̂ q( H) + f̂ ,

其中   f̂ = f̂z2
z
2

2
+ f̂ z�zz�z + f̂�z 2

�z 2

2
+ ,# 

与(20)比较系数,得

  H20(0) = - g20q(0) - �g 02(0)�q(0) + f̂ z
2,

和

  H11(0) = - g11q(0) - �g 11(0)�q(0) + f̂ z�z# 

再由 A的定义及(21)有

  Q
0

- S
dG( H) W20( H) = 2i X0W20( H) + g20q(0) + �g02�q(0) - f̂ z

2, (26)

和

  Q
0

- S
dG( H) W11( H) = g11q(0) + �g 11�q(0) - f̂ z�z# (27)

将(24)代入(26), 且注意到

  iX0I - Q
0

- S
eiX0

HdG( H) q(0) = 0

和

  - i X0 I - Q
0

- S
e
- iX

0
H
dG( H) �q (0) = 0,
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所以有

  2i X0I - Q
0

- S
e2iX0

Hd G( H) E1 = f̂z 2

即    
2i X0- a - a

- b 2i X0+ b + c + l0e
- iX

0
S E1 =

    -

0

2d( a + iX0)
2

a
2 e- iX

0
S

# 

得

  E
(1)
1 =

- 2d ( a + i X0)
2e- iX

0
S

(2i X0 + b + c + l 0e
- iX

0
S
) (2i X0- a) a - a

2
b
,

  E
(2)
1 =

- 2d ( a + i X0)
2
(2i X0- a) e- iX

0
S

(2i X0 + b + c + l 0e
- iX

0
S
) (2i X0- a) a

2
- a

3
b
# 

将(25)代入(27), 同样方法,得

  Q
0

- S
dG( H) E2 = - f̂ z�z

即    
- a a

b - ( b + c) - l 0
E2 =

0

( a
2
+ X20) d
a

2 ( e
iX

0
S
+ e

- iX
0
S
)

# 

得

  E
(1)
2 = -

( a
2
+ X2

0) d

a
2
( c + l 0)

( eiX0
S
+ e- iX

0
S
) ,

  E
(2)
2 = -

( a
2
+ X2

0) d

a
2
( c + l 0)

( eiX0
S
+ e- iX

0
S
)# 

所以

  W
(2)
20 (0) = -

2B ( a + i X0)
4e- iX

0
S
d i

a
3
bX0

-
2�B ( a

2
+ X2

0) e
- iX

0
S
di

3a3
bX0

-

      
2d( a + iX0)

2
(2i X0- a) e- iX

0
S

(2iX0+ b + c + l 0e
- iX

0
S
) (2i X0- a) a

2
- a

2
b
,

  W
(2)
20 (- S) = -

2B( a + i X0)
4e- 3iX

0
S
d i

a
3
bX0

-
2�B ( a

2
+ X20)

2e- 3iX
0
S
d i

3a3
bX0

-

      
2d ( a + i X0)

2
(2i X0- a ) e- 3iX

0
S

(2iX0+ b + c + l 0e
- iX

0
S
) (2i X0- a) a

2
- a

3
b
,

  W
(2)
11 (0) = -

B ( a + i X0)
2
( a

2
+ X20) d i

a
3
bX0

( e
iX

0
S
+ e

- iX
0
S
) -

      
d�B ( a - i X0)

2
( a

2
+ X

2
0) i

a
3
bX0

( e
- iX

0
S
+ e

iX
0
S
) -

      
( a

2
+ X2

0) d

a
2
( c + l 0)

( eiX
0
S
+ e- iX

0
S
) ,

  W
(2)
11 (- S) = -

B ( a + i X0)
2
( a

2
+ X20) d i

a
3
bX0

( e- iX
0
S
+ e- 3iX

0
S
) -

      
�B( a - i X0)

2
( a

2
+ X20) d i

a
3
bX0

( e- iX
0
S
+ e- 3iX

0
S
) -

1178 沈   启   宏    魏   俊   杰



      
( a

2
+ X

2
0) d

a
2
( c + l 0)

( e
iX

0
S
+ e

- iX
0
S
)# 

这样可以得到 g21的公式# 代入

  c1(0) =
i

2X0
g11g20- 2 | g11 |

2
-

| g02 |
2

3
+

g 21

2
,

得    c1(0) =
B

2
d

2
( a + i X0)

4
( a

2
+ X2

0) i

a
4
b
2 X0

(3 + e- iX
0
S
+ 2e- 2iX

0
S
+ 2e- 3iX

0
S
) +

     
d

2
| B |

2
( a

2
+ X2

0)
3i

3a4
b
2 X0

4+ 3e- iX
0
S
+ 3e- 2iX

0
S
+ 4e- 3iX

0
S
+

     2(6cos2X0S- 1) +
Bd

2
( a

2
+ X2

0) ( a
2
+ i X0)

2
(2i X0 - a)

(2iX0+ b + c + l 0e
- 2iX

0
S
) (2i X0- a) a

3
b - a

4
b
2 @

     (1+ e- 3iX
0
S
) +

Bd
2
( a + i X0)

2
( a

2
+ X20)

a
3
b ( c + l0)

@

     (1+ e- iX
0
S
+ e- 2iX

0
S
+ e

2iX
0
S
)# 

定理 3. 1  l = l 0 是系统(7)的 Hopf分支值,分支方向由

  L2 = - Re c1(0) / Ac( l 0)

确定;分支周期解的稳定性由

  B2 = 2Re c1(0)

确定# 

上述结果为计算 Hopf分支的性质提供了清晰的公式# 当 a, b , c 满足引理 2. 3时,就可

以上计算机进行模拟计算# 

下面给出三个数值计算的例子# 

例1  取 B = 713 mmHg, ÛM = 4. 75 mLCO2s
- 1

, PI = 0. 3 mmHg,

  ÛQ = 100 mLs
- 1

, VL = 3 200 mL, VT = 1 500 mL,

  A= 0. 000 65 mLCO2mL
- 1

mmHg, S = 6. 1 s,

  D= 27. 4 mLs- 1mmHg- 1
, C= 36. 9 mmHg# 

由(7)有 a U 0. 067, b U 0. 014, c U 0. 027, d U 0. 008 6# 

由引理2. 2得 X0 U 0. 277 96, l 0 U 0. 283 352# 

应用[10]中介绍的软件系统,可算得

  c1(0) U- 0. 033 275 1 + 0. 049 020 5 i# 

该计算结果表明, 在上述数据下, 分支周期解是具渐近相位的轨道渐近稳定的# 又由

Ac( l0) > 0,故分支方向为 L> 0,即 l > l 0, 所以分支是上临界的# 

例2  取 B = 710 mmHg, ÛM = 4. 62 mLCO2s
- 1

, PI = 0. 5 mmHg,

  ÛQ = 120 mLs- 1
, VL = 3 400 mL, VT = 1 600 mL,

  A= 0. 000 72 mLCO2mL- 1mmHg- 1
, S = 7. 1 s ,

  D= 26. 3 mLs- 1mmHg- 1
, C= 35. 1 mmHg# 

由(7), a U 0. 075, b U 0. 081, c U 0. 025, d U 0. 007 7# 

由引理2. 2得 X0 U 0. 239 777, l 0 U 0. 247 042# 

同理可算得 c1(0) U- 0. 018 536 6+ 0. 027 206 i# 
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在上述数据下, 分支周期解是具渐近相位的轨道渐近稳定的# 又 Ac( l 0) > 0故分支方向

为 L > 0, 即 l > l 0, 所以分支是上临界的# 

例3  取 B = 708 mmHg, ÛM = 4. 68 mLCO2s
- 1

, PI = 0. 4 mmHg,

  ÛQ = 130 mLs
- 1

, VL = 3 600 mL, VT = 1 700 mL,

  A= 0. 000 68 mLCO2mL
- 1

mmHg
- 1

, S = 6. 5 s ,

  D= 26. 6 mLs- 1mmHg- 1
, C= 35. 6 mmHg# 

由(7), a U 0. 076, b U 0. 017, c U 0. 024, d U 0. 007 4# 

由引理2. 2得 X0 U 0. 242, l 0 U 0. 267 019# 

同理可算得 c1(0) U- 0. 019 697 8+ 0. 028 997 2 i# 

( a) a = 0. 067, b = 0. 014, c = 0. 027, d = 0. 086, l = 0. 3

( b) a = 0. 075, b = 0. 081, c = 0. 025, d = 0. 007 7, l = 0. 3

( c) a = 0. 076, b = 0. 017, c = 0. 024, d = 0. 074, l = 0. 3

图 4 方程(7)的实域图和相图

在上述例题中, 分支周期解是具渐近相位的轨道渐近稳定的# 又 Ac( l 0) > 0故分支方向

为 L > 0, 即 l > l 0, 所以分支是上临界的# 

基于以上三组数据, 下面用 Matlab分别绘出了图 4的( a), ( b), ( c)# 相应的初始值分别

为 x ( t ) = 10, y ( t ) = 10; x ( t ) = 12, y ( t ) = 12; x ( t ) = 10, y ( t ) = 10# 
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Stability and Bifurcation of a Human Respiratory

System Model With Time Delay

SHEN Qi_hong
1, 2
,  WEI Jun_jie2

( 1. Depa rtm ent of Mathem atics , Un iver sity of Miam i , P . O . Box 249085,

Cor al Gables , FL 331244_4250, U S A ;

2. Depa rtm ent of Mathem atics , Harbin In stitute of Techn ology , Harbin 150001, P . R . China )

Abstract: The stability and bifurcation of the trivial solution in the two_dimensional differental equa-

tion of a model describing human respiratory system with time delay were investigated. Formulas

about the stability of bifurcating periodic solution and the direction of Hopf bifurcation were exhibited

by applying the normal form theory and the center manifold theorem. Furthermore, numerical simula-

tion was carried out.

Key words: respiratory system; time delay; stability; bifurcation
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