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摘 要

本文研究无粘
、

不可压缩流体的涡旋流动的空间不稳定性
,

假定扰动波的波 数 k 二 k
,

+ ik
、

是

一复数
,

而它的频率。为一给定的实数
.

这一假定意味着扰动沿涡旋流动的轴向随距离的增长而增

长
,

但不随时间而增长
.

这种扰动的产生称之为空间不稳定性 ; 与之相对应的是时间不 稳 定性
,

扰动波的波数儿为一实数
,

而频率。二。
:

十沁
‘

是一复数
.

本文的结果表明空间不 稳定性分析是全

面认识涡旋流动不稳定性的一种有用的工具
.

一 砚l 性当
‘

、 J 抽 「习

近几年来
,

涡旋流动的不稳定性为许多作者所研究
r”

, cZ ’, r压’.

但是
,

至今
,

所 有的作者

都研究时间模式的不稳定性
.

在稳定性分析中
,

如果波数 存为一给定的实数
,

需要确定的是

频率 。 = 。
, + f叭

,

此即所谓的时间增长模式 (或时间模式 )
,

通过因子 ex p【。ff] 来决定扰动

的时间增长率
.

如果 。 ‘
为正

,

运动是不稳定的
;
反之

,

若 。 ‘

为负
,

运动是稳定的
,
若。

‘为

零
,

称之为中性稳定模式
.

与时间模式相反
,

若频 率 。 为一给定的实数
,

需要确定的是波数 k = k
,

+ 认
‘

(一般
,

它

是一个复数 )
,

那末称之为空间增长模式
。

这样
,

除非寿
‘二 O,

运动将随着距离二的增长而指数

地增长或衰减
,

即扰动增加或衰减的因子为
e x p〔一从刘

.

将空间模式应用于流体力学稳定性

分析
,

如果 寿‘对所有的实频率都为正值
,

该运动认为是稳定的
.

L a n d a u 和 L ifsh王t z (1 9 5 9 ) 首先建议使用空间模式分析方 法
.

J
.

W
a ts o n (1 9 6 2 ) 使

用空间模式研究了平面 F oi seu ill e 流动的弱非线性稳定性
,

M
.

G as ter (1 9 6 2 ) 考察了 时间

模式和空间模式之间的关系
.

此后
,

空间模式被用于研究多种平行流动的稳 定 性 问 题
,

例

如
,

射 流 (J
.

B
.

K e lle r (1 9 7 2 ))
,

二 元 尾 流 (W
.

0
.

C r im in a le (1 9 7 2 )) 以 及 平 面

P o is e u ille 流动 (N
.

Ito h(1 9 7 3 ))
.

在流体运动稳定性的实验研究中
,

人们常采用某种形式的具有给定频率的强迫振荡来激

发扰动
.

例如
,

Sc h u bau er 和 S k r a m s tad 在 1 9 4 7 年所进行的今天已经成为经 典 性 的 实验

周恒推荐
。

本文是作者 19 81年在美国康奈尔大学进修期间完成的
.

作者对 5
.

L ei b o vi ch 教授的指导与帮

助表示衷心的感谢
.
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中
,

使用振动簧片在平板边界层中激发扰动波
.

在此种实验中
,

频率 。 为一给定的实数
,

当

扰动波列离开扰动源向外传播时
,

它们沿空间将增强或衰减
.

由此看来
,

为了与实验结果进

行比较
,

稳定性的空间模式分析方法比时间模式要好一些
.

但是
,

迄今为止
,

空间模式的使

用在数学方面还没有以一种完全令人信服或完备的形式所证实
.

我们知道
,

空间模式分析方

法不能满足上游和下游的边界条件
,

因此就数学而言是可疑的
.

然而
,

我们应该记住
, ’

空间模

式 (实际上
,

时间模式也一样) 它所以有意义
,

是因为它们在描述初值问题中的作用
.

空间

模 式 本身 由于在无穷远处是无界的
,

是不能被认为是问题的解
,

但它可以描述具有给定频

率的局部扰动源激发后一段长时间的解
.

我们必须正确地选择波数 k
,

的 值
,

使 它们代表一

个波包或一个波群 (对波包或波群而言
,

存在着一个中心波数 k
。 ,

当波数寿
,

偏离 k
。

时
,

相应

的波的波幅 (或强度) 衰减得很快 )
.

因为波群 以有限的速度—群速度前进
,

这样当x o co

时扰动的无界性只可能产生于 t、 co
.

用这种方法我们可以克服扰动在无穷远处 为 无穷大所

带来的困难
,

使得空间模式的特性较之时间模式更接近于实验中观察到的稳定性性质
.

一些研究结果业已证实
,

空间模式分析方法正确地揭示了诸如渠道流
,

边界层流动
,

射

流
,

自由剪切流以及管流的稳定特性
.

为了深入地认识涡旋流动的不稳定性
,

我们用空间模式分析了无粘
、

不可压缩流体的涡

旋流动的不稳定性
.

二
、

问 题 的 数 学 描 述

我们考察无粘
、

不可压缩流体的涡旋流动的不稳定性
.

基本流动的速度分布在 圆柱坐标

系中为 (见图 l)
:

么么
“ 一 ’“p 〔一

_ 一

习’‘ 二 ‘‘

/// 丫 }试
’p 〔一 尸’““

犷
,

= U = O ,
V

二
= 砰 = ex P[ 一尸〕

犷。一 厂一
各(‘一 e x p [ 一 : ’〕) }

(2
·

‘,

0
.

2 0
.

0
.

6 0
。

V
.

不F

此处 q 为一常数
,

它是切向速度分量和轴向速

度分量相对重要性的量度
.

上述速度分布类似

于 B a te he lo r (1 9 6 4 ) 所得到的飞机尾涡的速

度分布
.

该涡旋流动的基本方程是
:

连续性方程

V
·

V == 0 (2
.

2 )

欧拉方程

图 1 基本流动速度分布 日V
t , : ,

_
、 . ,

1 _
.

一石 一 十 气y
.

V ) y = 一 一百一V P 气艺j )
O 杏 尸

假定扰动速度为
u = ‘(r )红P〔i(k二+ m o一。t) ]

v 二 i石(r )e x P仁i(k二 + m 6 一 。t) ]

。二 i汤 (: )e x p〔f(k 二+ 。0一。t)〕

这里
,

k
, 。 分别为轴向和切向波数

, 。是频率
.

(2
.

4 )

因为要研究空间模式的不稳定性
,

我们取。为一给定的实数
,

那末波数
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汽= 左
,

+ f左
‘

一般为一复数
.

将 (2
.

4 ) 式代入基木方程 (2
.

2 )
.

(2
.

3 )
,

经过一番运算以后
,

得到径向扰动速 度 试r)

的二阶常微分方程
:

嗽
: ) 华

一

}
一

且业一弓
一

(r。(; )) 1一 :cz(
: ) + G(

: ) : (: ) + R(
: )1。(: )一。

以 r L r “ r 」
(2

.

5 )

其中

‘ (r )一、砰 (r ) + 21终二仓上一。
,

s (r )一 : 2

2(二
: + 。

Zr :

)

r

, (; )一价!
: (·)

(杀
一
杀

一

(。(·)卜
一

羚
一

厂 (

r))j (2
.

G)

B (·卜
一

少
2“s (r)厂 (r)

!
“

(r 厂 (r) )一 m
d厅 (r)

d r

J

一
dr

反(r )的边界条件是
:

‘(0 )

d 反(0 )

d r

O 当 }。 }今 1 时

二 O 当 {m }= 1 时 (2
.

7 )

睬(伪 ) = O 对所有的。值 }
三

、

数 值 方 法

方程 (2
.

5) 加上边界条件 (2
.

7) 构成木征值问题
.

现已有一些解决本征值 间 题的数值

方法
,

例如
,

打靶法“ ’,

有限差分方法
〔“’,

变分法
〔“j .

变分法有不少优点
,

它是一种直接方

法
,

并且能按本征值绝对值大小排列给出整个本征值谱
.

对于涡旋流动不稳定性的时间模式

分析方法
,

频率。作为本征值线性地出现在特征方程中
,

很适于使用变分法来确定本征值
.

然

而
,

对于空间模式分析方法
,

波数 k作为本征值非线性地出现在方程 (2
.

5) 中 (波数 k出现在

项 G (r) 中以及在项 S (r) 的分母 中)
,

不可能用变分法来得到本征值
.

在本文中
,

我们选择了有限差分方法
,

它在某种程度上类似于 P
.

W
.

D uc k r“,
曾用来解

决涡旋流动时间不稳定性时所用的方法
.

将方程 (2
.

5) 改写为
:

您井上
+ , (·)旦豁工

+ 、‘·, “‘·, 一“
(3

.

1)

用常规的二阶差分格式
,

(3
.

1) 式的有限差分近似是
:

l 二 1
‘ , 、

、
_

.

, _
.

‘ 。 , 、 、 _
.

Z
J

I
‘ . , 、

、
_

吸1 + 二丛 rP八r ) l“‘
+ z + 气一 艺+ 凸 r ‘ q八r ) )“‘+ 气1 一下公 rP ‘气r ) , u 卜

里
= U

、 乙 , 、 ‘ ,

(f二 1一N )

(3
.

2飞

此处下标i代表在第i个节点上的数值
,

酝是有限差分近似的步长
,

N 为总节点数
.

有限差分方程 (3
.

2 ) 的边界条件是
:

叮。= 0

叮。= 口l

习刀 + ‘
= 0

当 1。 }钾 1时

当 1。 }= 1时

对所有二值

(3
.

3)



24 2

该有限差分方程组可以写成矩阵形式
:

(3
.

4 )

1 ............J

n

r............L

一一

、............J.土们�

�U�Ur...

l
.

es
lt1 ...........J

⋯
刀

I F :

a ,

刀
: 尹2

刀N

其中

“ :

二 : 一冬△
r p ‘(r )

,

乙

。 _
, , 、 ‘ , _ ‘ .

1
‘

P ‘= 一 z 十 q ‘
廿夕。r 一 , 八一 1 十 下

一
。 r P‘Lr)

乙

( 3
.

5 )

方程 ( 3
.

妇 为一齐次线性方程组
,

当且只当该方程组 的系数行列式的值为零时
,

即

( 3
.

6 )

、J.............

/N

nU
\2nP

、
/

、

下 ,

刀
: 丫2

脚姚。
夕.

!.l
..

es
..�

它有非平凡解
.

因为线性方程组 ( 3
.

4) 是三对角线型的
,

使用高斯消元法 (从最下面一行开始 )
,

它可以

很容易转化为下三角型
.

这样
,

行列式的值等于主对角线元素的乘积
,

在该乘积中包括本征

值k
.

这就是说
,

可以将方程 ( 3
.

6 ) 视作是以波数 k 为未知数的非线性高 次 代 数 方程
.

为

此
,

我们使用 M ul lCr 方法来寻找该方程的根
.

P
.

W
.

D uc k 〔2 ’
是选择牛顿迭代法来 确 定该

代数方程的根
.

因为 M ul ler 方法是二次插值方法
,

所以它比牛顿法更 有 效
; M ul ler 方法的

另一个重要优点是它对于根的初始猜测值要求不苛刻
.

基于上述原因
,

我们选取M ul le r
方法

来寻找本征值
.

表 1 列出本征值的数值结果以检验它们随径向距离R 的收敛性
.

表 1

}一生
一

卫一
兰一阵

.

兰一阵生
一⋯一

兰 一一
{
一

- -
- -

*
- -

- -

一}
l

一 2 刀
1

”
·

, l “
·

‘
」

“
·

D ,
一

3
·

0
⋯

‘了了3 8 2 9
」

一 0 2‘2 0 95 3
1

1 1 { } 1
4

·

5

1
‘

·

7 7 3 9 9 2
1

一 o
,

2 7 2‘0 5 7
1

l ⋯ } } !
“

·

0

⋯
’

·

7 7 3
_

8 7

1
一 0

·

2 72 ‘, 0 4
{

l } { } }
‘

·

5

}
‘

·

““”‘” } 一“之‘2 ,“。 I

卜一一一
· - - ·-

—
!-

—
‘一旦竺 }卫

刀39 胜

一
}一二些27 兰l;竺生一}

l
一 ‘, · ”“ 1 ” 3 }

“, , l ”
·

0

1
“

·

‘9 3 3 4 0, J 一0
·

3 5 8 0‘40
1

1 1 { J }
‘

·

“

1
0 .7 8 , 3‘。。

⋯
一。侣‘5‘2 1‘

l
l ⋯ ⋯ } }

”
·

0
{

“
·

7 9 D6 ‘7 3 } 一 0
·

3 7 6‘45 9
1

, 1 1 1 }
‘

·

“
.

。
·

‘”。“。。 }
一 ”

·

3了6 6“3‘
I

1 1 } } {
“

·

6
}

“
·

7 9 0 7 3 99
}

一0
·

3 7 6 6 88 ‘
l

I j } J J g
·

0 1 0
·

7 9 0 7 3 8 9 1 一 0
·

37 6 6 8 7 8 1

结果表明
,

如得到收敛到足够精确的本征值 k
,

取 R = 3 是适宜的
,

但对于 。 = 一 1
,

则

需要取 R = 9.

表 2 给出本征值随步长大小的收敛性
.

总的来说
,

当步长 △, = 0
.

01 时
,

本征值收敛得很好
.

与时间模式分析的结果
‘“’相比较

,

空间模式的本征值收敛得慢得多
.

其原因在于对空间模式
,

本征值波数 息非线性地出现在特



涡旋流动的空间不稳定性分析

表 2

}一
‘一

_

一

⋯
-

- 一‘
一

二一⋯-
- -

八r

一巡一厂一
}

一 艺
·

“
一

。
·

了 , 一 0 沼 { 3
,

0 1 ”, 3

⋯ ”
‘8 66 5

l ⋯ ⋯ ⋯ l
“刀2 5

一
’

·

。‘4 艺‘,

1 1 1 1 ⋯
。

·

。, 5 1 , 刀 3 3 4 12

1 1 } ⋯ j
。

·

。, ,
l

,
.

2 0 3 5 2 3

I ⋯ l ⋯ ⋯
。月‘,

}
1

.

2 3 3 5 64

1 J I ! J O
·

o lo l x
.

2 3 ss , 了

征方程 (2
.

5 )中
,

所 以涡旋流动稳定性的空间模式分析方法较之时间模式要困难 二
_

些
,

计算

费用也相应的高一些
.

四
、

摄 动 技 术

如前所述
,

M ul le r
方法是一种迭代方法

,

它的效率在很大程度上取决于方程之根的初始

猜测值
.

若有一个较好的初始值
,

方程的根收敛得很快
,
反之

,

它将收敛得很慢
,

甚至可能

不收敛
.

同时
,

在有限差分近似中
,

方程 (3
.

6) 有大量的根
,

事实上
,

当节点数 N 趋于无穷

时
,

根的数 目也将趋于无穷
.

没有必要将所有这些根都找出来
,

因为我们的目的是确定最大

增长率
,

也就是最不稳定的模式
,

所以能够有一个较好的
、

最终能导至最不稳定模式的本征

值的初始猜测值是十分有意义的
.

我们使用摄动技术以获得一个较好的初始猜测值
.

引进如下的涡旋流动基本速度分布的摄动形式
:

“ = 0
.

研 = e x p [一 r Z。 ]
,

犷二 (l一。 )r + q (z一 e x p [一 r Z。] )
一 r

(4
.

1 )

其中
￡
为一小参数

.

可以注意到
,

当 “二 1 时
,

它们正是原来涡旋流动的速度 分 布
.

当 “一 o

时
,

U = O
,

附 = 1
,

犷= r (4
.

2 )

它们是所谓刚体涡系的速度分布
.

对刚体涡系
,

基本方程(2
.

2 )
,

(2
.

3 )简化为修正 的贝塞尔

方程
:

少汤 (r)

d r “

l d 汤(r )
犷

d r

l
。 .

济2 、_ , 、 _

一吸a
“

十
一一万一 口功 Lr ) ~ V

、 r 一 /
(4

.

3 )

其中
, 汤 (: )是轴向扰动速度分量

,

寿
2 ,

。
。

a ‘

= 一于下‘ L廿
‘

一 4 )
行

“

方程 (4
.

5) 的解是济阶修正贝塞尔函数
.

令在
r = R 肠

穷远处的边界条件
,

汤 (R 肠 ) = 0

那末
,

K 。(a R 关 ) = 0

(4
.

4)

(R 赞
很大

,

例如 R 朴 == 3 )处 满 足无

(4
.

5 )

(4
.

6 )

此处 K 。
是 m 阶修正的贝塞尔函数

.

已知 R
。

是 。 阶修正贝塞尔函数的零点
,

则

劝当a R 关一 刀
。

方程〔4
.

7 )的根很容易得到
,

可以用来作为本征值问题的初始猜测值
,

(4

逐渐地增大
“,
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￡ = 1 时
,

即得到所欲求得的本征值左
.

五
、

数 值 结 果 分 析

现有的涡旋流动不稳定性的时间模式分析结果表明
,

负的切向波数噢式
, 水 < O,

较之正

的切向模数更不稳定
.

可以确定
,

对空间模式分析方法
,

这一结论也应成立
,

因为空间模式

和时间模式只是描述同一种流动的稳定特性的两种分析方法而已
.

基于此
,

我们仅考虑负的

切向波数的情形
,

即 m < 0
.

图 2 (a) 表示空间增长率 一 k
‘

随频率 。 的变化
.

。 ~ 一 2 ,

螺旋因 子 q ~ 0
.

7
.

曲线 1 相

应于最不稳定的模式
,

曲线 2 相应于第二个最不稳定模式
.

图 2 (b) 给出本征值 的 实部—
波数 左

, .

值得注意的是
,

沿整个频率 。 的范围
,

对应于最大增长率 一 k : 的波数 k
,

几 乎和时

间模式给出的结果一致 (见 [ 2 」)
.

一 岛

扮= · 2
.

0

口二 0
.

了

一 0
.

4 一 0
.

3 一 0
.

2 一 0
。

一 0
.

4 一 0
.

3 一 0
.

2 一 0
.

(a ) (b )

图 2 空间增长率随频率的变化 (仇 - 一2)

图 3 表示 m = 一 3 时空间增长率 一 k
‘

随频率 。 的变化
.

螺旋因子 q = 0
.

7
.

与 。 = 一 2 的

结果比较
,

最大的空间增长率要比 。 = 一 2 时大
,

也就是说
,

更不稳定些
.

这一 结 论也是和

时间模式一致的
.

在图 3(b) 中表示出本征值的实部—波数 鹿
, .

同样
,

对应 于 最不稳定模

式的波数对空间模式和时间模式是一致的
.

图 4 为 m = 一 1时的空间增长率
.

螺旋因子 q 分别为 0
.

4 和 0
.

7
。

空间增长率 一 k‘随螺旋因子 q 的变化规律示于图 5
。

对 于 m = 一 2 , 。二一 0
.

3 ,

最 不稳

定的情形发生于 q = 0
.

7 (曲线 1 表示最不稳定模式
,

曲线 2 表示第二个最不稳定模式 )
.

当q

偏离0
.

7时 (增加或减小)
,

空间增长率一 k‘将减小
,

并且有可能最终变成为负值
,

即从不稳

定情形转变为稳定的情形 (参考〔2」)
.

从涡旋流动不稳定性的空间模式分析的数值结果
,

我们发现一些十分令人感 兴 趣 的 现

象
·

图 6 表示 m , 一 2, m = 一 3’ q = 0
.

7 时的相速度和群速度
·

群速度 今 的定又为
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.
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。
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.
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空间增长率随频率的变化 (二 = 一 3)
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.
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。
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0
.

1 0
。
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图 4

卜肠

(b )

空间增长率随频率的变化 (, = 一 1)

川 二 一 2
.

0

“ 二 ~ 0
.

3

0
一

芍

0
,

2

0
.

4 0
.

5 0
.

6 0
.

7 0
.

8
一

0
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图 5 空间增长率随螺旋困子 q 的变化
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日口
‘“= 石盯

(5
.

1)

值得注意的是
,

对应于最不稳定情形的群速度的值最小
,

几乎等于零
,

即波群接近 于 驻波
.

图 7 显示群速度
c ,

随螺旋因子 q 的变化
.

在频率 。 和波数 m 的一定范围内
,

群速度可 能为

负俄
.

例如
,

当 m = 一 2
,

。 = 一 0
.

3
,

螺旋因子 q 从 1
.

0 减小到 0
.

63
,

则群速度 从正值减小

为零
.

若 。值小于 。
.

63
,

群速度可能为负值
.

所以
,

固定频率 。 和波数 m
,

改变 q ,

波群将

首先向下游前进
,

然后
,

向上游前进
.

在这种情形下
,

将会发生涡旋破裂
.

群速度随螺旋因

子 Q 的变化可以预计何时将有涡旋破裂现象发生
.

许多作者 曾经研究过时间增长率劝
‘和空间增长率 一 k‘之间的关系

.

在 中性稳定边 界的

邻域
,

’

自们是借助于扰动波的群速度而互相联系的
,

图 6 相速度和群速度

/
用 二 一 2

.

0

“二 , 0
.

3

0
.

5 0
.

6 0
.

7 0
.

8 0
.

9 ]
.

0

图 了 群速度随螺旋因子 q 的变化
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·

(一 k‘)

2 47

(5
.

2 )

但是
,

在本文中
,

我们所感兴趣的是最不稳定的情形
,

它们远远地 偏 离 中 性稳定边界
.

此

时
,

时间增长率 。‘

和空间增长率 一 k‘之间不再具有简单的关系式
.

然而
,

从我们 所得到的

数值结果
,

可以发现
,

相应于最大空间增长率的波数 k
,

(S )近似地等于对应于最大时间增长

率时的波数 k
,

(T )
,

即有

k
,

(S )、 k
,

(T ) (5
.

3 )

因此
,

当研究最不稳定的情形时
,

波数 k
,

是将空间模式和时间模式加以联系的参数
.

从上述分析结果
,

可以得到如下结论
:

利用空间模式分析方法研究涡旋 流 动 的 不稳定

性
,

我们所得到的流动的不稳定性质
,

和用时间模式得到的结果是一致的
.

因此
,

空间模式

分析方法
,

和时间模式一样
,

是一种研究流体运动稳定性的有用工具
.
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