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摘 要

本文对常微分方程的指数形式渐近解作了进一步讨论
,

首先给出了二阶方程一致 有 效指数形

式渐近解的正交条件 ; 接着讨论了匹配渐近法中的指数形式渐近解 ; 最后举例说明
.

一 已! 佳犷
、 J . F刁

文 〔l 〕讨论二阶线性齐次方程 u,’ + f( 二 , 。)u = o 的指数形式渐近解
,

并且给出了求这类

方程指数形式渐近展开中各项的一般公式
; 文 〔2 〕又进一步讨论了

。 “
十 乙 f

。

(二
, : )u

”

二 o 的

指数形式渐近解
,

并且指出
,

这种讨论也能推广到方程

。,’ + 乙 f
。

(二
, 。)u

,

+ E g 。 (二
, 。)(u

,

)仍 = 0

这些工作尚处于形式阶段
.

本文对一般二阶常微分方程的指数形式渐近解进行了讨论
,

给出了求这类方程的一致有

效的指数形式渐近解的正交条件
,

并且讨论了匹配渐近法中的指数形式渐近解
,

给出了具有

边界层问题的匹配条件
,

并且就二阶线性方程进行了具体讨论
; 最后举例说明

.

二
、

一类微分方程的指数形式渐近解

我们以一类二阶方程为例说明求指数形式渐近解的过程
,

并得到类似于〔3 〕
、

〔4 1
、

【5] 中

提出的求一致有效指数形式渐近解的正交条件
.

讨论方程

u l, + 乙 f
.

(二
, 。)u ” + 乙 夕. (二

, 。)(“
‘

)‘ , o (2
.

1 )
招 一o m 一 1

若 f
,

(, , e )
, 夕。 (二

, e )为
! 的解析函数

,

就有
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!
,

!N)M)f
。

(二
, e )二艺 f

一。(二 )。
念

(
”= 1 , 2 ,

⋯
,

(2
.

2 )

夕. (二
, e )二兄 夕, , (x )。毋 (m , 1

, 2 ,
⋯

,

七一 D

把 (2
.

2 )代入 (2
.

1 )得到

二 +

鑫(卖
,

, ·(·)一)
二 +

鑫(氢
。, 。(· ,一)(

一 )二一 。

设

一
(
·
)二p

〔氮
, 。(·)一

}为‘
2

·

3 )的一个解
,

把其‘七入 (2
,

3 ,得 ,‘

。· + 。

(氢
, : 一 )

+ 2。 ,

(氢
, 、:

)
+ 。

(卖
, ‘一
)
“

+

鑫(卖
,

:

一)一 [‘一
, ,

氢
,

,
二

l

(2
.

3 )

+ 乙 鬓
。, 。一

)(
。/

+ 。

索
, :一
)
“

一[
(m 一 ‘,

黑
。⋯]

-

二p

〔
(一

1 )

蒸
, ⋯〕

一

黑
p , 一

(2
.

4 )

(2
.

5 )

其中 尸
。
一 1 ,

尸
1
一 (n一 1 ),

, ,

尸
:
一 (卜 1 ),

:
十 匹牛l兰 , :

乙 !

尸, 一 (一 , )。 十匹号止 (2 ,
1
,

2

) +
~

兴兴
, ‘

。一 (一 1 ),
4
十立护

(, : + 2 , 1 ,
3

) +

写
兰 (3 , : , 昌

卜 (n 一 1 )
弓

4 l

又记
二 p

[
(m 一 , )

氢
, ⋯]

一

霖
”

,一
(2

.

6 )

(2
.

6) 中的 P , 只要把 尸 ,
中的

,
换成 二 即可

.

再记

。 ,
+ 。 乙 夕丁。

‘
G . 。己q

(2
.

7 )
co乙q-0

一一

仍

其中 G 。 :,

= (。
,

)
幻 ,

G o l
= C孟(。

,

)
仍 一 ’。P孟

G 。 : = C孟(。
‘

)
仇 一 ‘。P签+ C盖(。

‘

)
仍 一“。2

(P玉)
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G 。 :
= C益(。

,

)”
一 ’。p 二+ C孟(。

,

) , 一 2 0 2

(Zp fp 二)

+ C孟(。
,

)“
一 “。3

(p f)
“

Zfg

把(2
.

5 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

7 )代入(2
.

4)得到

。·
+ 。

(雾
, : :

)
+ 2。 ,

(雾
, : 一

)
+ 。

(氢
, ;一
)
’

+

惑(柔
,

一)(霖
p , 一

)

·

卖
:

(氢一)(象
‘。 叮召。

)(氮
;

,一

)一 (2
.

8 )

比较(2
.

8 )。的同次幂
,

得到
:

。 ,/ + 乙 f
。。。”

+ 乙夕。。(。
‘

)’ 二 o (2
.

9 )

一: 。, 卜 2。 ,
, : + 口

(愈
, ;, 、一

)
+

象
。

·

象
,

, ·尸。一

万 今 念~ ‘

+ 乙 乙 口‘,

乙户
, G . 《, 一

卜 , )
= o (“= z , 2 ,

⋯ ) (2
,

了0 )
饥 一 l ‘. o j 一 n

只要 f
。。

(二)(
。== o , 1 ,

⋯
,

N )
, g 。。 (戈)(。 = 1

, 2 ,

⋯
,

M )是
“ 的解析 函数

,

则 (2
.

9 )就存在满足

始值条件的唯一解
.

把 (2
.

10) 改写为

。夕笼+ 2。 ,
户鑫+ 乙 。

”

f
。。

(。一 1)户
。+ 乙 g 。。 (水一 1 )(。

’

)“夕,

+ 乙 9 0。。(。
‘

)
, 一 ‘。p 昌= 汀 (。

, 。‘ ,

p ‘
,

p ; ) (i= z
, 2 ,

⋯
,

k一 r) (2
.

1 1)

对应 (2
.

1 1) 建立方程

,I
.

2。产

犷 十 一

面

万 万
, , 、 ,
心 护、 尹 . ‘ 毋甲

。’ + 乙 f
。·

(n 一 ’)。
” 一 ‘y + 乙

,

。。。 (, , , 一 ‘)
,

兴护
-

n 一 0 价 - -

卫 皿

一
, , 、 . _ , ,

了一
, , 、 . _ 、

_ _

八
f

夕 _
。

一又 g 。。m (。
,

)
价 一 ‘夕,

一《乙 g 。。。(。
,

)仇
一 ‘。芯

)长f = o

豁
一 护一

、 ’ 一 \
篇

t一

”
一

/ 。
-

当 f0
。

(, )= 。时
,

为 Fuc hs 方程
,

故在。 的零点邻域存在解 扒
, g : ‘. , ·

把 (2
.

1 1) 进一 步改写为

(2
,

1 2 )

(。
2
夕。)

‘ + 乙 。” + ’

f
。。

(。一 1 )夕, + 乙 9 0 . (m 一 1)(。
‘

)
饥。户。
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+ 乙 g 。。 m (。
,

)仍
一 ‘。么P石== 。万 (。

, 。, ,
P‘,

P ;) (2
.

13 )

对 (2
.

1 3) 进行极限
一

积分运算
:

_ 一 N
、 .

1 【
人
「

, 2
. , 、 , .

r ,

l lln 一7 1 1 气。
一

P 台 ) 十 乙~

孟 , . 了、 J O L
一

。

。移 + ‘

f
。。

(。一 1 )户
。+ 乙 g 。。(m 一 1)(。

‘

)‘。户,

。。。。(。
,

)。

一
, :
〕
。‘d ! (‘一 , , 2 )

(2
.

14 )乙�+

如果 P
。,

风 是有界函数
,

且 ( 2
.

的求得的。满足以下条件
:

、
l
..es夕eseslJ

、.少
�9

,

({
。 2。。

)
一。

,

梦瑰 (踌一
2。;
)
一”

十(卖
、

一
(。

,

, ’
一 ’。2“‘

)
一O

( 2
.

15 )

m冲m知
.

订冲
.

叮冲

那么由分部积分
,

由 ( 2
.

1 2 )可得

, .

1 (x 「
, ,

.

i lm 一劝一 、 1 、。
一P

X ~月卜 . J飞 J O ‘

, + 乙 。ft + ’
j
。。

(卜 1 )户
, + E g 。。( 扭一 1 ) (。

,

)份帅
,

+

鑫一
(。

,

, 。

一
, “
〕
。成“一 。

( i = 1 , 2 ) ( 2
.

16 )

因而正交条件为

坚皿十I:
。‘。11 (。

, 。, ,
, J ,

。; )d 二一 。 (‘一 ‘
, 2 、 , 一 ‘

, 2 ,

一 “一 ‘, ( 2
·

‘, ,

这样
,

一旦我们借助 ( 2
.

17 )求出有界函数解P, (介= 1 , 2 ,
⋯ )

,

就能得到 (2
.

1) 的一致有

.

, ...J
今
君

、.少
戈

r性、

考P
8乙k-lr...L

PXe
‘
少、

X
r.、

田效的指数形式渐 近 解
“=

三
、

一般二阶方程的指数形式渐近解

与上节讨论相仿
,

对于一般的二阶方程
“,,

+ f (“
,

丫
, % , 。) = 0

为求指数形式渐近解
,

可以这样做

( 1 ) 把 j(
。 ,

u,
, 二 ,

的 展成 “ ,

u,
, e 的兰重幂级数

,

得到方程的一个新形式
,

( 2 ) 把假设 的指数形式解代入新的方程
,

( 3 ) 在新方程中
,

把所有含
。 的函数展成

占 的 幂级数
,

比 较
e 的 同 次 幂

,

得 到奶

p , (掩== 1
, 2 ,

⋯ )的一系列方程
,

( 4 ) 对关于 。 的方程的系数提出一定假设
,

使之关于 。 有 满 足 初始条件的唯一解析

解
,



微分方程指数形式渐迸解 23 1

( 5 ) 关于如的方程可归结为形式
:

(。ZP二)
’
+ 夕:

(劣)P 。+ 夕
:

(劣 )P二二。万 (。
, 。‘ ,

八
,
P ; )

相应 地建立方程

(。
2 , ,

)
产
+ 夕: (二)夕一 口: (, )夕

,
一g 益(二)夕= 0

如果判定 (3
.

2 )为 F u e h s 方程
,

有解 夕 ,

和 扮, ,

且

(i二 1
, 2 ,

⋯
,
k 一 1 ) (3

.

1)

(3
.

2 )

恕 夕
一

(。
Zy ,

, 一 ”

织
一

资
一

(。
2
“, , 一。

J噢
一

奋
(。! (% , 。

。, 一”

就能建立存在有界 P , (k = 1 , 2 ,

⋯ ) 的正交条件
:

恕十J:
。。‘H ‘。

, 。, ,

p , ,

p , , “/ 一 。

(‘

一

}
(i二 1

, 2 ; j= 1
, 2 ,

⋯
,

儿一 1 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

( 6 ) 如果借助 (3
.

4) 求得方程 (3
.

1) 的有 界的解P , ,

则就得到了方程u,’ 十 j(“
, “z ,

气习‘ O

的一致有效的指数形式渐近解
.

四
、

匹配渐近法中指数形式渐近解

用通常的匹配渐近法
,

采用指数形式渐近解
,

可分别求得外解
“和内解叮

:

一 (
p 一

髻
, ,

(·, 一) (4
.

1 )

。二俞
,

(户= 乙声
‘(舅)8 ‘,

, 戈 、
X = — I

己 /
(4

.

2 )

按 V a n D yk e
提出的匹配原则

L” ,

可得首项及一阶项的匹配条件
:

“(0 )一恕
苗(戈) }

。(o)P
:
(o )= 1im [击(舅)多

;

(舅)一艾。
二

(o)]
牙咔 .

对于二阶线性方程的初值问题

(4
.

3 )

、祖
、...J八U>戈Q会

+ ·(二)

斋
+ “(

· , ”一 O

g (0 ) = 月
, 夕,

(0 )二B
(4

.

4 )

可先求得内解
:

苗= A

p
l
= 一

再求外解
,

B

A a
(0 )

、e x 。。一 。(。); 〕一 , 。一

黑
、e 二。。一 。(。); 〕一 , )一

黑
;

{
(4

.

5 )

“ 气V 少 u 、V 少 J

利用匹配条件 (4
.

3 )
,

得到
r 尸留 人了 。、 ,

月 乞 皿 口、心 , r .

口=
了生 e X P l ee 龟 一丫下一下厂~ G 占 l

一
L J O 。气S ) J

,
一b

Z

(; )一 a ,

(s )b(s ) + a (s )b
,

(s )
a s

(
。
)

:
.

。(。)

{
“ 占

.

寸
甲
一一百一了又凡

~ 一 门

, . 一, 万下二哥又一 .

过a 气U ) a 一

气U J J

(4
.

6 )
�‘

l
的

一一Pl
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对于二阶线性方程的边值问题 ‘. ‘

·

会
+ ·(·)
弓签

一

+ “(
戈 ,。一 ”

,
0簇戈簇‘

, ·(/ , > 0

夕(0 ) = A
, 夕(1) = B

先求外解
。 「 r

r

6 (: )
,

1 、
口一 D e X P I 一 l 一 -

万 不一 Q S l l
L

一

J ‘ a 气s ) J I

(J
.

7 )

(4
.

8 )
。

;

一{:
b

Z

(; )+ b (s )a /

a 3

二习型互互1互丝红一。s

(s
、

再由匹配
,

可得内解

: 一 。、 「:
e x p (一 {

。 -

其卒
~

、;

、一 , 1(
1一 e x p [一 。(。); : )

L 、
J l u 火占)

, 1

(4
.

9 )

P z =

e x p [一 a (0 )g 」

—
又厂盆一 一 l!

(一 “(。)苗
忍

一
(。)‘““

·

, 二 p 〔·(”, ‘〕d ‘+ 一
l
d ‘

其中常数
c :

可由匹配条件 (4
.

3 )确定
.

五
、

例

例 1
.

小振幅阻尼运动

0 + 5 in 口= 0

0(0 )“ : ,

夕(0 )= 0
,

0 < : 《 l
(5

.

1)

为求指数形式渐近解
,

令

l
已组‘夕J门

‘.
!J

口 = ￡。、“ , e X p t台
p ‘气S , “

-

(5
.

2 )

云二 : (1 + 。。, + 。艺; : + ⋯ )

把 (5
.

2 )代入 (5
.

1) 得到

{二:蕊鹭)
。 ,

(。, _ 。

{黯二默算
一 0

r : 。 ,
, ; + 。 , 飞一三

一 。2 + : 5 2。 = 。

_ 2 j Q ,
己 一 : 、

P
:

(0 )二P毛(0 )= 0

对应 (2
.

1 2 )的方程为

y l/
一 2 tg s 夕,

= 0

它有两个无关特解
夕 ,
“K

。 ,

夕:
一 瓦

, t g : 十尤
:

利用正交条件(2
.

17 )得到

zsm

华
一

{
X 一 : : 。 2

兀
。

。: 二 o

x 、 . 人 J
_

o
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1 「X , 1
, _ 、 ,

。
.

夕
、 ,

毖现
~

了一J
。

气飞丁。一
““。j。、几“g ‘十八

, 少““= ”

求得 凡 一

命
,

解得九一

命
S‘n认

一致有效渐近解
:

、.,IL

!
, lesJ

、

,
产口甘

e
。- ··。5

一
p

〔会
S :一 + o (

‘
一[(

, +

责
一
)
+ o (。

a

)
」

(5
.

3 )

若把 (5
.

3) 展成 e 的幂级数

6== ￡ e o s ‘+
es

1 9 2
(c o s s一 。0 5 3 : ) + O (e

4

)

; 一(1一牛、, + o (。
,

)
、 1 0 1

} (5
.

4 )

这与用幂级数展开的 Li g h thi n 方法所得结果一致
‘. ’。

例 2
.

具有外界激励的弹性板的非线性振动
““ + 明

’

(u + ! u 3

)一 p (‘) 不
u (0 )== “,

(0 )= O J
(5

.

5 )

其中尸(幻为阶梯函数尸
。 .

作变换
“
(
% ) == g (

% ) + g (戈)
,

使g (% )满足g I’ + 。
忍g == P

。,

即。(二) =

和定解条件

尸
。

一
, 、 、

~ ~ 一一

不于
,
佃 q 卿 )俩足力 性

g ,’ + 。2 9 + 。阴2

〔a (二) + q ]
”
= 0

尸
。 , , _ 、

q 气U) = 一 g 气U) == 一 一二全
一

, q
,

气U) = 一 g
,

LU ) = U
了I ‘

} (5
.

6 )

(5
.

7 )

, ..,J
专

君
、、.2

习
叮了‘、

七P
8乙k-1r.es

.L

PXe
、.声

召
了.、、

口一一q令

% = : (1 + 。。;
+ 。2 0 2

+ ⋯ {
把(5

.

7) 代入 (5
.

6 )
,

建立关于 。 和 P。 的方程
,

利用正交条件(2
.

17 )
,

最后有

。二一

斗
e。 : m :

阴
~

sl = 一
15 尸孟
8阴‘

P; = 一
2尸若
明咯

3P告
十 一一气r

~

一

仍
1

S e c 拼S

一补
- CO s阴s一 丽

不”‘n
’

m s

二
典 (一 : + 3 se 。。 : 一 c 。: m : 一冬

s ; n “。;

)
刀遥1 、 石 I

一致有效指数形式渐近解为
;
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c 。, m 。。x p
[斗

一

。

f一
: + 3 、e 。。: 一 c o s 。; 一李

sin
: 。:

、+ o (:
2

)飞
一 L l刀 1 、 匕 , J

(5
.

8 )
15 尸名
8阴 4

+ O (。
2

)

若把指数形式渐近解展成
! 的幂级数与〔1明中用 L 至g hth ill

例 3
.

二阶线性方程的边值问题
。, I, + (2 二 + 1)g

,
+ 29 = 0 0《劣《 1

夕(0)= a , 夕(1)二刀

利用第四节的结果
,

得到外解为
:

3刀 「 1 2 2

夕 = 了
~

石二气
一万 、 一 e X p l e 吸一 7 万下下

~ es

子几 一
一 只

又2 % + l) 一
厂

L
一

、 咬2 % + 1 )
乙

9

方法所得结男
、

一致
.

(5
.

9 )
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