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摘 要

本文对 Cay le卜H a m ilt on 定理提出两种简单证法并应用该定理和罗必塔法则 给出两 个有关

二阶张量 函数的表现定理
.

_ 己1 挂兰,

、 J . 杯刁

设 A为任意二阶张量
,

则 。 次 C a yley
一H a二n ton 定理表迷为

A一 了
;
A
”一 ‘

+ 了
Z
A
招 一 ,

一
+ (一 z )叮

。

一 。 (1
.

1 )

其中 11
,

人
,
二

,
I
。

分别为 A 的第一
,

第二
,
二

,

第
。 主不变量

.

众所 周 知
,

C ay ley
一H a -

m ilt
。。 定理在张量函数理论和连续统力学中占有十分重要的 地 位

.

关于 Cay le y 一H a m ilt on

定理可有几种证法
,

例如
:

证法 1 郭仲衡
〔”从第一

,

第二和第三主不变量出发证明了 C a
yl ey

一H a m ilt on 定理
,

证法 2 C
.

T r u e s d ell和 W
.

N o ll‘
2 ’
从主不变量梯度出发 给 出 C a y ley 一H a m ilton 定

理 ,

证法 3 A
. .

M
.

S p e n e e r 和 R
.

5
.

R iv lin ‘8 ,
从

d i , i,

⋯ d ‘
: 了

二 + ,

J‘
·
+ , 了: ⋯ 占l’

·+ : j
. + ,

(1
。

2 )

儿

·

儿+1子
。:参

出发
,

通过直接展开得到 C a y le y 一H a m ilt o n
定理

,

其中 d ‘, 和 A ‘,
分别为 K r o n e e ke r

符号和

A 的分量
,

证法 4 A
.

C
.

E r in g e n ‘4 ,
从

A , ‘, 。i:A ‘: i,

⋯ A i
·

‘
。

己i
· + , , : 〕二 o (1

.

3)

出发
,

通过展开上下指标证得 Cay ley
一H a m n ton 定理

·

证法 1 和证法 2 过程简洁
,

但需较多的数学准备
;
而证法 3 和证法 4 形式直观

,

但要采

取直接展开或展开上下指标的办法
,

·

过程太繁
,

特别是 当 n > 3 时 更 繁
.

正 是 由 于这些原
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因
,

所以在一些著作中对 Cay le y 一H a m ilt oll 定理常常只是引用而避不证明
.

针对上述情况
,

本文提 出两种 C ay lo y 一H a m ilt on 定 理 的 简单证法
,

它们既具有形式直

观
,

而又无需多少数学准备的优点
.

本文还利用 Cay ley
一
H a m ilt on 定 理 和 罗必塔法则证明

了 及的 。 次幂 A
“

和 A 的各向同性解析张量函数 F (A) 的表现定理一

下面简述一下本文所用到的符号和记法
.

设空间由基矢为怕
‘于的坐标系所复盖

.

我们引用新的简洁的张量并矢记法
,

例如
:

: 些犷
. , ‘: . 。

g ‘, , ‘二

其中

g ‘j。子祝
ft

= g ‘g , g
;
g 忍g “g

”

这里
“
d f

”

表示定义
,

尹”
: 。 。

为三阶逆变三阶协变的 (绝对) 张量 (分量)
,

并矢基张量
.

两个任意张量 G 和 F 的并积定义为

。G些(尸
‘, 。g

‘, 。

) (‘
, “,

g , 。·) 一尸 . , 。‘, , 护g ‘, 。, 。·

丝犷
‘, 。, “,

g 。, , , 。

一T

G和 F的点积定义为

,
.

。些丁
. , , , “,

g ‘, 9 0
.

9
,
g 。一 , ‘, , , , ,

g ‘, 。·

设 A和 B 均为二阶张量
,

由定义

A
.

B 一刃
‘。刀。 , g ‘,

丝e

C也是二阶张量
.

特别地
,

下面定义的记法有意义
:

n
个

A一不不
J、

不诚
一 刁‘, 月 , 。⋯月‘。g ‘

·

本文采用惯用的反称化记号
,

例如
:

(1
.

4 a)

(1
.

4b )

我们称 9 . , . ‘场”

为

(1
.

5)

(1
.

6 )

(1
.

7 )

(1
.

8)

T 【‘,

一命
‘T 。, ·+ T , 一 + T , 。, 一T , ‘

一 T 。, 。一T一)
(1

.

9)

结果是反对称张量
.

显然
,

反对称张量的反称化不变
。

例如
,

设又脚为反对称张量
,
则

S : ‘J“ !
~ S

‘, 。‘ (1
。

1时

利用反称化记法可把行列式写成简洁形式
.

「

观定义任意二阶张量 A 的第 p 主不变量 肠 如下
:

-

l , ~ A “ 1 : : :
A

, 2 , 2
⋯月

, , j : , 一~ A i1 L , ,
A ‘, i:⋯ A ‘, i, l

A f, , ,
⋯ A

‘: , ,

止红 { ;

P ! 1
(1

.

1主)

A
, , : ,

A
, , ‘,

当 P” n 时
,

则

!
..

!
.

..

.

门.

.‘

⋯
n

A
‘, , .

A
‘
·

, .

刁
” ;

‘

勺权
·

11
,

⋯
气AA

1

一
川

一一.

了二

= d e t A 仍 。

(1
.

12)



亡ay le y
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a m ilt o n
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二
、

c a ylcy
一

H a m ilt o n 定理的两种简单证法

下面给出 C ay le y 一H a m ilt
o n
定理的两种简单证法

.

证法 I 实际上
, n 次 C ay le y 一H a m il to n 定理与下列行列式等价

:

(2
.

1)

这是因为对于
。+ 1 个指标取

n
个数码时上列行列式至少有两行元素相同之故

。

例如
,

当 n = 3 时
,

由 (2
.

1) 按最后一列展开
,

则有

, ..J3 : , 。g“一 3

[
2 : ,

:
, : . 9。一 2

}置::
A

‘. A 拼
。
9

. :

A
‘。A 价。 g

” :

= 3 ! (1
5 9‘: 一I : A ‘。9“ : + I

,
A ‘。A “ 。

g
” : 一A ‘. A

‘. A二g
, :
)

二O

且p

AS一 I一A
Z
+ I: A一 I

:
l= 0

此即三次 C a y le y 一H a m ilt o n 定理
.

一般地
,

由 (2
.

1) 按最后一列展开
,

则有

(2
.

2 )

(2
.

3)

A 八 i ,

⋯ A l’t

n : I
。
g ‘: 一。

【
(n 一 1 ): I一 ; A : 。 g 。 : 一 ‘。一

川
‘

行一2

A i ‘t ⋯ A 弓

A 1’t 0 9 协 ,

A ‘。g协 :

, n ! [1
0

9 ‘: 一I
。

一

,
A ‘。 g 仍 : + I

”一 :
月 ‘二A 价。 g

” : 一⋯ + (一 1)
”
A ‘, A . .

⋯A
‘.
9

. : ]

二 0 (2
.

4 )

即
A一 ,

;
。卜

‘
+ ,

Z
A一

,

一
+ (一 1 )

”
I
一

。 (2
.

6)

此即
n 次 C a y ley 一H a m ilt o n

定理
.

证毕
。

证法 l 。 次 C a y ley
一H a m ilt o n 定理与下式等价

:

A i, : ‘,

⋯ A ‘
·

‘
。

d‘
· + , : , = o (2

.

e)

事实上
,

这是对前述 E ri ng en “’证法 4 的简化
,

即本文只对上式的下标展开
。

当
n = 3 时

,

对式 (2
.

6) 展开下标
,

则有

但是

“““一“一专
(A一A , JA一“一

3A一A , , A : : ‘
·

。一。

A ‘【‘A , , A

一合
(A

‘! ‘A , , 】A 。: 一 2‘一A ‘: 】

Ab)

(2
.

7)

(2
.

8)

J . J J

I
, J ‘ J ‘

J性
.

‘一点“ 一= 二
曰气汽

一

‘人“ 一点
一

‘点
‘

口
‘

(2
.

9 )

所以
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1
, J ‘

月
’

「‘月
‘ ,汽

”今O ’‘’= 万 气月
’

〔‘月
‘ ,五、

’。 “ ‘一月
’

“月
‘, ,月

’ ‘

+ A“A , ‘A
S , 一A

‘:月 J‘月
8 ,
) = o

或者

A
3
一J

,
A

Z
+ I

Z
A一 1

0
1= 0

一般地
,

考虑到

(2
.

1 0)

(2
.

1 1)

1
人

不1 t . ,
. ’ .

五
下户

i
户 O 诬 户+1 忍,

=
一一万下一丁一 气汽

了1 仁i*

⋯月
I 户

f
, 1口 , p + t 忿

P -t- i

一 PA ‘i : f:⋯ A ‘, 一 : , , _ :
A

, , : 一d
, , +l ‘- (2

.

1 2)

则可得到
n 次 C a y lev

一

H a m ilt o n
定理

.

三
、

关于A
”

和「(A) 的表现定理

关于任意二阶张量 A 的 , 次幂 A
“

和各向同性解析张量函数 F (A) 的表现问题
,

有的文献

提到过
,

例如 【1 〕和 〔2 ]
,

但我们 尚未见到能够给出具体表现形式的表现定理
.

本文利用

C ay le y一H a m ilt on 定 理 和 罗必塔法则给出三维空间的护和 F (A) 的表现定理并对各种可能情

况进行了讨论
,

从而解决了具体计算问题
.

这里给出的证明过程可直接推广到N 维空间的情

形
.

下面一并给出 A
,

和 F (A) 的表现定理并一并加以证明
。

关于A
,

的表现定理 设 A为N 维空间的任意二阶张量
,

它的特征值为汪
: ,

⋯
,
兄, ,

它的主

不变量为 I : ,
I : ,

⋯
,

了, ,
I, 钾。

,

则 A
”

可用最高次数为 N 一 1 的张量多项式表现
.

例如
,

当

N = 3 时
,

有

A
”
二‘

一 :
A

Z
一月

。
一
Z
A + 人

一 : l (3
.

1)

其中
:

(
卜

i ) 当 几
,

钾几
:

斧元
:

时
,

口 + 2

1
、

一
侧

. . . .

一

一
-

. ,

~
,

-

一
. 叫

一
(元

;
一 几

:

)(凡
,
一兄s) ( l一2 一8 )

元号
斗 ’

(之
: + 几)

(人
、
一元

2

) (元
,
一几

s

) (1一2 一8 ,

几;
十 ’

人礼

以
;
一几

:

) (还
,
一还

:

) (, 一名一s )

(3
.

2a ,
b

, c)

这里 ( )院、而表杀对 (
’

)中指标 1 , 2 , 3 循环置换相加 ,

(ii ) 当几; 斗几
:
= 之

。
= 凡时

,

‘ = 灭又

刀
”

1
。
一丸

大
。

[几宝
十 ’

、

一 (n + 2 )久
1
义:

+ 主+ (
n + 1)久:

午 2

[ 2几艾
+ ’
一 (n + 2 )几;几石+ n几:

七 2

] (3
.

3 a ,
b

, c
)

= 一遨或一
(几

。
一元

:

)
器 [几呈

+ ‘
一 (n + 1)几:几言+ n人孟” ]

(111) 当 几
: 二泥: == 几。= 诬。时

,
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.

几
、..产a

一 (
n + 2

刀
。
== n

(
n + 2)久:

+ ’

(3
.

4 a ,
b

, e)

I n 十 1 、

7 。
= 灭 2 ) 久:

+ ’

关于F (A) 的表现定理 设 F (A) 为各向同性解析张量函数
,

次数为N 一 1的张量多项式表现
,

例如
,

当N = 3时
,

有

F (A ) ~ 省: A
Z
一省

;
A + 舀

0
1

其中
:

( i ) 当儿今几
:
今儿时

,

则在N 维空间中它可用最高

(3
。

5 )

省:
F (久

,

)

(几
:
一久

2

) (久
,
一久

3

)

.

F (久
1

)( 久
:
+ 瓜)

(几
,
一久

:

)(几
1
一几

3

)

F (久
,

)义
:
汽

,

(又
1
一瓜) (几

1
一瓜)

(1 一2 一s ,

、.产、.声

CC,.
户

.

匕卜甘君:
‘l , , , s 、

占
。
=

(11 ) 当之
1
斗究

2
= 兄

:

~ 兄
。

时
,

(1 , 么 , 旬

(3
.

6 a ,

‘: 一

丽戈厂
〔F ‘“

1

, 一F ‘“
。

, 一 ‘,
1
一“

。

, F “ ’

(‘
。

, ,

‘
!
一丽若砰

一

〔, ‘
。
‘F “

1

, 一 F ‘“
。

, , 一 ‘“‘一“ , F “ )

“
。

, ,

‘
。

勺消严〔““F ‘“
1

, 一“
!

‘“
1
一 2“

。

, F ‘“
。

, 一“
。
“

1‘“
‘
一“

。, F “’‘“
。

, ,

(111) 当几
:
= 几: = 几

:
= 久

。

时
,

.

(3
.

7 a

这 里 F (幻 = 乙‘护

‘: 一

合
F ‘2 )

(,
。

)

占: = 久
。
F ‘2 ,

(几
。

) 一F
‘, ’(久

。

)

:
。
一

合
, :F ‘2 ,

以
。

, 一 ,
。

F
‘! 》(;

。

) + : (,
。

)

而F ‘幻表示标量函数 F 的 鹿次导数
。

{ (3
.

sa ,
b

, e

证明 由(2
.

3)
,

即 护 == I
、
A

Z
一人A + 几l可知

,

却 总可用 A
Z ,

A 和 . 及 三 个主不变量表

示
,

故可设

A
”

, a 卜沪
2

一刀卜
: A + , 卜sI

一

(s
.

9)

这里假设 I
。
牛 0

.

对上式两边各点乘以A
,

则

A
“ + ’

= a 卜
:

(I ; A
Z
一I : A + I , I)一刀一

:
A

Z
一夕一

:
A = a 卜

t
A

Z

一刀卜
;
A + , 卜 : I (3

.

1 0 )

比较两边系数
,

则得下列递推公式
:

a 。
= I

, a 。一 ,
一口

。 一 ;
= I

, a 。 一 ,
一 I

,a 。一 2
+ I3a , 一 。

刀
。
= 几a , 一 ,

一下
。一 、

= I
, a 。
一 a 。 , 1

= I
, a 。 一

,
一了声

, 一 2

v 。
= 1

o a卜
、 } (3

.

1 la
,

b
, e )
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则由上式可得下列低次系数表 (表1)
:

目目目 222 111 000 一 111 一 222 一 333

aaa ...

I卜几几 I 111 111 000 000 1 / I
:::

口口
...

1 1 1 : 一 I ::: I,, 000 一 111 000 I: / I
,,

VVV
...

1 1 1 ,, I333 000 000 111 I , / I,,

现引进生成函数

G (“) =
下习而干耳不刁不万 (3

·

1 2)

这里 1 一1
1二+ 1

2

妙 一 1
8

妒 = o 的根 r :
= l/ 丸

, r :
= 1 /瓜

, r 3 = l/ 几
3 均不为零

.

把 G (x) 在零的

邻域展为台劳级数
:

。
, 、

1
。 气X ) = 布有一一了钾二万一r 下「一一了下

气1
一

J I汤 ,
.

J Z汤 一
J 3人 I

== 乙 6
o x 。 (3

.

1 3 )

比较系数
,

则有

b
。
二 1

,
b

:
= I

; ,
b : = I受一1

2

再设 b
一 : 二b

一 : = O
,

b
一 。二 1 / I

: ,

则得递推公式如下
:

b
。
= 1

l
b

, -

一 I
Z
b

, 一 :
+ I

s
b
” 一 。

与 (3
.

lla) 比较可知
,

b
。
= a 。 .

于是
,

下面分三种情形加以讨论
.

(3
.

1 4)

) 设 几: 午棍斗瓜
,

则

。
, 、

(r 一
劣)

一 ‘

LT 叹劣) =
-

万- 丁一- 一甲下写
~ 一一甲于下厂一

1 3 Lr -
一 r 么) 气r -

一 r s ) ‘l一2 一吕)

= 拼
_ _

_
一
兰兰一-

.

}

属 (几
、
一几

:

)(几
、
一几。) l

戈 .

(i , 么一8 )

(3
.

1 5)

故得

“
一

=
一

书
不 ’

一 ”

(几
‘
一几

2

) (几
:
一几3)

(3
.

2a )
(l , 名, 8,

由(3
.

llb
, e )可得

兄罕
+ 2

P .
= J I口”

一口” + 一
= 气J I

一几 1)
一
7 不一一不又 了了

~

一不一又
~

、几 l
一几Z j 、几 I

一几 3户 (1 , 2 一s ,

= ‘立匕竺丛土鱼立一
一

(几
:
一几: ) (人: 一几s) ‘盆, 2 , s)

v 。
二I

s a ” 一 :
二

I
:

赶
十 ’

刃叮 (兄: 一兄
2

)(几
1

、 {
‘; , : , 3 ,

久全
+ 2
还

2
几

s

(又
,
一 几

:

)(几, 一之
s

) }(
: , : , s ,

(3
.

2b )

(3
.

2 e
)

(li ) 设 几
: 今久: = 几3二丸

,

则对 (3
.

2a )应用罗必塔法则
,

可得

a 。
, lim
还, 、孟3二彻

从
+ ’

(几
:
一瓜) + 之里

+ ’

(几
:
一瓜) + 解

+ 2

以: 一几: )

(人
;
一久

2

)(人: 一久。) (久
3
一人

1

)

一
不尚了

〔“
‘ ’
一 (· + 2 , “

1
““

‘ ’
+ ‘· + ‘’‘:

‘

”
(3

.

3 a
)

类似地
,

得
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。 元
。

P 。
二

’

下不不一一下爪币广 LZ 几I
’ “

一 气n 十 Z ) 人 i几6十 n凡犷
‘

J
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最后给一个最简单的例子
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