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摘 要

在泛系方法论的框架下
,

本工作发展一种识别理论与大系统运筹的新研究
.

我们给出一 组 关

于泛系关系的定理
,

从事物机理中广义的系统
、

转化与对称的角度探讨交缘学科的一些基本问 题
.

它们与数理系统科学
、

思维科学
、

生物生态医学以及力学基础的方法论研究有着密切的 关系
,

本

文给出 1叨个泛系定理
,

一
、

引言
,

泛系方法论及其发展

泛系方法论是事物机理中广义的系统
一
转化

一
对称的一种横断性研究

,

它和数理科学
、

系

统科学
、

生物医学
、

生态学以及思维科学有着密切的联系
,

着重于泛系关系—
一些广义的

关系—
的数学研究以及这些关系间内

、

外转化的探讨
:
宏微

、

动静
、

局整
、

形影
、

因果
、

观控
、

串并
、

模拟
、

‘

集散
、

异同
、

生克
、

主次
.

泛系方法论是 1 9 7 6年提出来的
,

现在已经得到了许多专业性发展
,

形成了诸 如 泛 系 逻

辑
、

泛系网络分析
、

泛系生态学和泛系医学等具体的研究方向
.

所得到的具体结果涉及控制

论
、

动态规划
、

动态博奕
、

模拟理论
、

聚类分析
、

图论
、

自动机
、

逼近转化论
、

模糊集论
、

泛代数
、

超复变函数
、

数理逻辑
、

网络分析
、

科学方法论
、

经济学
、

生物生态医学等学科
。

泛系方法论的发展为模式识别和大系统的研究提供了新的框架
.

本文的 目的在于发展这

一研究及其应用
.

在此基础上
,

我们不仅能讨论识别和大系统的运筹机制
,

而且可以导出许

多重要的有助于我们分析和构造某些力学模型和数学物理模型的数学定理
.

泛系识别理论和

大系统的泛系运筹研究的主要任务是建立有关的对象问题和泛系关系的内
、

外转化的数学联

系
,

所以
,

它不同于现有的一些有关的研究
.

二
、

典型的二元关系
,

6 一

算子
,

泛系模拟

设G 是一个给定的集合
,

尸(G )表示G 的幂集
,

定义I = I (G ) , {(二
,

劝 }二 〔G }为尸(夕 )的一

个元素
.

如果 f
, 夕 〔P (G

Z

)
,

则定义 fV g 二 fU g ,

f八 g = f门g
,

f
一 ’
= { (,

, 戈) ! (二
, 夕) 〔f卜

,

了二 G
Z
一f

,

f
o

夕= 谧(x
, , ) }日t 〔G

,

(二
, t) 〔f

,

(t
, , ) 任夕于

,

f( g 表示 fc= g
.

定 义 f
‘o ,

= I
,
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f
“ , 二f

,

f‘
2 , = f

o

f
,

f‘
” 十 ” 二f‘

“ , O

f
,

f
‘
= V f‘

“ ‘

(n “ 1 , 2 ,

⋯)
·

G 上的典型二元关系定义如下
:

R [G ) ~ 福f }f 〔P (G
Z

)
,

I簇 f卜
,

S 〔G ) = 丈f }f 〔P (G
么

)
,

f == f
一 ‘

}
,

S
。

[G ) = {fIf 〔P (G
, )

,

广
‘八f( I务

,

T [G ) = {f }f 〔P (G
Z

)
,

f
‘2 ,

《f}
,

E
。

[G ) = R [G )门S [口)
,
L

。

[G ) = R [G )门

T [G )
,
E [G ) = E

,

〔G )门T [ G )
,
L 〔G )二S

。

[G ) 门L
。

[G )
.

E
二

〔‘)
,
E 〔G )

,

L 〔G )分别被称为G 上的半等价关系
、

等价关系和半序关系
·

只要f
l O

f
, 。

⋯有意义
,

我们将把它简写为 (
。

)一 n f
‘,

并且定义 V f . = (V f’)
‘。

d
一

算子是一组定义如下的
。一算子和d

‘一

算子
.

: : (g ) == 夕V 夕
一 ‘

V l
, 。,

(夕)二。 ,

(夕八犷
‘)

, 。: (夕) = : ,

(g
‘

八g 一 ‘

)
, e‘(g )二 e ,

(夕
。

夕一 ’

)
, 。。(g ) ,

。; (g
一 ‘。 a )

, e‘十 。(g )二 e‘(夕) (‘= 1 , 2 ,
一

, 5 )
,

d ,
(g ) ~ (

。, (g ))
‘

(j~ 1
,

2 ,

⋯
,

10 )
,

占
。

(夕) =

m a x 咬占}d 〔E 〔G )
,

乙( 口于 (只要上式有意义)
,

d
; :

(g ) = d
。

(。
:

(g ))
,
J
: :

(夕)二 d
: 、

(夕)
。

这些算子与其论域G 是有关的
,

显然
,

我们有
:

定理 1
. 。‘

(夕) eE
。

[ G )
,

J‘(g ) 〔E [G )
.

定理 2 若。 ,
〔E

。

[G )
,

那么八。。 ,

V 。 , , 。; 1 , 。 ‘
各’ 〔E

,

〔G )
,

若
。。

对复合是可交换的话
-

则 (
·

)一11 。 ,
〔E

。

[‘)
.

定理3
.

若 d
。
〔E 〔G )

,

那么八占
。 ,

V 占
, ,

戈
‘,

d尸 〔E 〔G )
,

当 几相对于复合可交换时
,

还有 (
。

)一ll d
。
〔E [G )

.

定理 4
.

如果。 任E
,

〔G )
,

则 : ‘ 〔E [G )
, 万V l 〔E

。

[G )
.

定理 5
.

如果夕〔R [G )
,

那么对任意的整数m , 。》o ,

都成立 g ‘, ,

《g ‘” + , , , 夕‘= V g “ + 今,

“= 1 , 2 ,

⋯ )
,
寿是任意的非负整数

·

证明 因为I《 g ,

所以 g ‘” ,
( 梦

”十 ‘, 。

不断地应用这个不等式
,

即可得到定理的证明
.

注1 直观地讲
,

这个定理说明
,

如果g 〔R 〔G )
,

那么 了可以用 了n) 来逼近
,

g(
” ,

, 梦 (n , , )
.

特别

地
,

若 g 〔E
,

〔G )
,

则 g( n) 将趋近于 G 的一个等价关系
.

当G 的基数 !G }为有限时
,

若。取值 !G 卜 则梦n+
, , 二

g (n + 仍 )= g t

注 2 对于其它的一些典型二元关系
,

也存在类似于定理2
、

3的一些结果
.

定理6
.

如果g 〔A [G )
,

QC G
,

则 g 八Q
Z
〔A [Q)

,

这里A 〔苦R
,

S
,
S

。 ,

T
,

E
, ,
L

, ,
E

,
L卜

。

证明 因为I (G )( g 蕴含着 I (O) = I (G )八Q
Z

( g 八。 所以
,

上面的命 题 对 战 G) 成

立
.

另外
,

(g 八Q
Z

)
一 ‘
二 g 一’

八Q
Z ,

(g 八Q
Z

)
一 ’

八勺八Q
Z

) = 夕
一 ‘

八夕八Q
么,

(夕八Q
么

)
‘么‘

《 夕‘么,

八Q
Z

八

90 0
2

八Q
Z O

g ,

这些式子说明上面的定理对 S【G )
,

S
。

〔G )
,

T 【G )都是成立的
.

定理证毕
.

如果fc= G x G
‘

是集合G 和G
/

间的一个二元关系
,

并且f可以表示为f = g , 。

厉
‘ ,

这里 g : :

口 , 夕 ;

(G )
, g : :

G’ , g 。(G ,)
, g ,

(G ) = g :

(G
/

)
,

那么f称为‘和 G
产

间的硬模拟(有时也称之为

E
一

模拟 )
.

如果知 f
,

f
。

夕尹必
,

(“ 〔G
,

g 〔G
产

)
,

则称f为G 和G
‘

间的半硬模拟 (E 一模拟或隐模拟)
,

这里
二 O

f二 {, {(
二 , g ) 〔f卜

,

f
o

夕= 谧x }(x
, v ) 任f}

.

定理7
.

E
一

模拟是一种特殊的E 一模拟
.

证明 事实上
,

此时我们有二
O

f = 夕了‘(夕
,

(二))
,

/
。

夕二夕了
’

(夕
:

(, ) )
,

均不是空集
.

定理 8
.

若fc G x G
产

是一个E
。一

模拟
,

则存在一个集合G 气使得f可表示为f二厉
‘ 。

g : ,

这里 g , : G 翁 , g ,

(G
关) = G

,

珑 : G 关 , g :

(G 勺 = G
尹 .

并且其逆命题也是正确的
.

证明 令 f 就是所要求的集合 G 苦 ,

定 义 g : , g :

如 下
:
若 (

二 ,

功 〔f
,

则 g 、

(, ,

g) = x ,

g :

(二
,

功 二刀
.

显然
,

它们满足定理的要 求
.

反 过 来
,

若 f = 奈
‘ 。

巩
,

则知f = g : (沂
‘

(劝 )
,
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fo ”二 gl (g 护叻 )
,

卜

均不是空集
.

证毕
.

定理 9
.

若fc G x G
尸 ,

则f是f
o

G
产

和G
o

f间的一个E
, 一

模拟
,

这里f
O

G
尹
= 你 ! (二

,

功 〔f
,

夕任G
/

}
,

G
O

f = {y }(二
,

功 〔f, 二 〔‘}
.

、

证明是显然的
.

定理 1 0
.

若fc ‘ x G
‘

是一个E
。 一

模拟
,

则fo f
一 ‘
〔E

:

〔G )
,

f
一 ‘。

f 〔E
:

〔G
产

)
.

证明 由 (二
,

功 〔f可推出 (g
,

劝 〔广
‘,

所以
,

(%
,

x) 任fo f
一 ‘,

丫二 〔G
,

于是有I( G )(

了
。

f
一 : .

另外
,

如果 (二
, 二 产

) Cf
o

f
一 ‘,

则存在 g 〔G
产 ,

使得 (二
, g ) 〔f

,

(g
, % 尹

) 〔f
一 ‘ ,

于是 勿
, 二)

C f
一 ’,

(劣
声 , 召) 〔f

,

这意味着 (二
尹 ,

劝 〔fo f
一 ‘.

即f
o

f
一 ’
任S 【G )

.

综上所述
,

我们得到fo f
一 ‘
〔E

,

【G )
,

利用相同的方法可以证 明 f
一 ‘。

f 〔E
,

【G
声

)
.

证毕
.

定理 1 1
.

若f
: G 、f (G )

,

则fo f
一 ’
〔E 【G )

,

f
一 , 。

f ~ I (G
尹

)
。

证明 因为映射是一种特殊的E
, 一

模拟
,

所以
,

fo f
一 ‘
〔E

:

【G )
.

于是
,

我们只需要证明

了
。

f
一 ‘

满足传递性
.

事实上
,

若 (二
, 二 尸

)
,

(了
,

尹 ) 〔介 f
一 ‘,

则存在 , , , 产
〔了(G )

,

使得 (二
,

功
,

(“
’ , 夕’

) 〔f (这里f被看作是G x f (G )的一个子集 ) 且勿
,

了 )
,

(夕
‘ ,

尹) 任f
一 ‘,

所 以
,

我们

有 (二
, 夕)

,

(二
, , , )

,

(二
尹 ,

夕产

)
,

(二
,, , 夕尸

) 任f
,

由映射的定义
, g = f(二) = f (二

,

)
, 夕尹

= f (x
,

) ~

f (尹)
,

所以f (砂) = f (劝 ~ 夕= 夕
尹,

即 (二
,

功 〔f
,

(夕
,

x,, ) 〔f
一 ‘,

于是有 (二
,

尸 ) 〔fo 广
‘。 至

此就证明了f
o

f
一 ‘
〔E 【G )

。

反过来
,

如果 (g
, 夕尸

) 〔f
一 ‘o

f
,

则存在二 〔G
,

使得 (v
, 二) Cf

一 ‘ ,

(二
, , 声

) 〔f
,

即夕~ f (二)
,

犷 = f(劝
,

于是有f
一 ‘。

f簇I (G
尸

)
,

我们 已经证明过广
‘。

f》 I(G
尹

)
,

所以f
一 , 。

f ~ I (G
产

)
.

证

毕
。

定理 1 2
.

若fc G x G
产

是 G 和 G
尸

间的E
a 一
模拟

, 。
是任意给定的正的奇数

,

那么
,

存在

G 和G
尹

间的一个 E
, 一
模拟切c G x G

尹 ,

使得必厂
‘

~ (f
o

f
一 ‘

)
‘” ’,

甲
一 ‘。切一 (f

一 ’。

j)
‘“ , ·

证明 设。~ 2r 十 1
,

则甲 = (fo f
一’

) ‘.) of 满足定理的要求
.

定理 13
.

若fc G X G
‘

是G 和G
尹

间的一个E
。 一

模拟
,

则卯= (f
o

f
一 ‘

)
‘。

fC G x G
‘

是 G 和G
’

间的一个E
一

模拟
。

证明是显然的
。

定理 1 4
.

若fc G x G
‘

是一个E
a 一

模拟
,

口~ fo f
一 ‘ , 沪 = f

一 ’。

f
,

则0 = V (f
。

功
2

(, 〔G
尸

)
,

甲= V (知 f)
“

(劣 〔G )
.

证明 因为 (二
, 工 ,

) 〔口等价 于 存在 夕 〔G
, ,

使 得 (二
, 夕)

,

(二
, ,

夕) 〔f
,

所 以 (x
, 二 ,

) 〔

(f
o

g )
2 .

于是
,

6( V (f
o

g )
2 .

反 过 来
,

若 (二
一二 ,

) 任 V (f
o

g )
“,

则 对 某 个 夕 ,

有 (二
, 二 产

) 任

(j
。

功
2 ,

即 (二
,

功
,

(二
夕 ,

功 〔f
,

也就是 (, , 二 夕

) 〔旦
.

所以
,

V (f
。

功
“

( 0. 综合上面两个不等

式
,

即得到e~ V (介y)
“.

同类似的方法
,

我们也可证明第二个关系式
.

定理 1 5
.

在上面定理的条件下
,

我 们 可 以 得 到 f
一 ‘。

0 ‘川
。

f = 甲
‘” + ‘’ ,

f
一 ‘。

少
。

f一材
,

j
。

切 ‘“ ’。

f
一 ’
=

,

8
‘“十 ‘’ ,

f
。

甲‘。

f
一 ‘

一 0
‘ .

证明 事实上
,

j
一 ‘ 。

口
。

f = f
一 ‘。

fo f
一 ‘。

f = 甲
‘幻 ,

f ,
“

f
一 ‘
= f of

一 ‘。

fo f
一 ‘
= 夕

‘2 ’,

利用数学

归纳法即可证明f
一 ’。

e
‘” ·

f一卿
‘” + ‘’,

f
。

沪‘” , 。

f
一 ‘

~ 口‘
“ + ‘, .

另外
,

f
‘ o

口
‘ o

f = f
一 ‘o

(V O‘
” , )

o

f = V f
一 ‘0

0 ‘
. , o

f~ V 切
‘” + ‘’二甲

‘ ,

f
o

切
‘ o

f
一 ‘
二f

o

(V 甲
‘. ’

)
o

/
一
’
“丫f

。

甲‘” , O

f
一 ‘
二 V 夕‘

. + ” = 6
‘ 。

证毕
.

定理飞6
.

若fc G x G
产

是一个E
, 一

模拟
,
0 〔E

,

〔G )
,

则f
一 ’。

o
o

f 任E
:

〔G )
.

证明 因为 I (G )簇口
,

所以 广
‘。

f《f
一 ’。

o
o

f
。

利用定理 1 0 ,

我们 有 I (G
‘

)( f
一 ’。

f
.

所
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以
,

f
一 ‘。oo f 任尸〔G

‘

)
.

另补
,

我们 育 (f
一

“ 。

O
O

f)
一‘
= f-

‘。

0
一‘。 f二厂

一 ‘。 o
o

f
,

所以
,

广
‘。

O
O

f 〔

S 【口
产

)
.

综上所述
,

我们就得到了定理的证明
.

定理1 7
.

E 一模拟fc= G x G
‘

是赋形当
.

且仅当下面几个条件之一成 立
:

f
一‘·

才〔咨)
。

了亡

才[G
‘

) (A = Ea 或R
,

才〔G ) = {d }占〔A 〔G )})
,

f
一 ‘

J 衣刃
·

f幼了
7 )

,

介 f
一 ’
二 I (G )

,

(, j) 门

(v
o

f) = 必 (V 二笋 g )
.

对于投影也成立与之类似的结果
.

更进一步
,

我们容易证明
:

定理 18
.

设f〔G x G
产

是一个赋形
,
0 〔P (G

Z

)
,

则f
一 ‘·

口‘
” , O

f = (f
一‘·

0
.

f)
‘“ , ,

f
一 ’· 0‘

。

f

= (f
一 ‘o

s
o

f)
‘。

若f是一个投影
,

则f
一 ‘o 。; (口)

。

f ~
。;

(f
一 ‘。s

o

f)
。

定理 1 9
.

若fc G x G
‘

是一个赋形
,
口〔P (G

名

)
,

则 当 d = d ‘
, 。‘, i = 1

, 2 ,

⋯
, 5 ,
口任R [G )

时
,

f
一 ‘。

d (0)
o

f = 占(f
一‘o

o
o

f )
.

定理20
.

若 fc G x G
声

是一个一般 二 元 关 系
,
0 〔尸(G 勺

,

则 f
一 ‘。 e ;

(e)
O

f V I (G
尸

) =

“,
(f

一 ‘0

0
0

f) V f
一 ‘O

f
,

f
一 ‘O 。 :

(0)
。

f《
e Z

(f
一 ‘O s

o

f)V f
一 ‘。

f
.

证明 事 实 上
,

f
一 ‘o

(8 V 0
一 ’

V l (G ))
O

fV I (G
尹

) = f
一 ‘O

s
o

f V f
一 ‘O

口
一‘O

fV f
一 , O

fV I (口
, )

= 。, (f
一 ‘。

0
O

f) V f
一‘O

f
.

f
一‘O

[ (0八0
一’

) V l (口)〕
O

f = f
一 ‘O

(8八犷 ‘)
O

f V f
一 ‘o

f《 (f
一 ‘。0

,

f )八

(广
王 。

0
一 ’。

f) V I( G
尸

) V 了
一 ‘。

f = 。2 (f
一 ‘。

o
o

j) V f
一 ‘。

f
。

.

定理2 1
.

若 fC G x G
’

是一个E 一模拟
,

那么 f
一
产
。 。;

(0)
。

f>
。,

(f
一, o

o
o

f)
,

f
一 ‘。 0 ‘

”, O

f《

(f
一 ‘。O

O

f)
‘” , ,

f
一 , 。

口
‘O

f( (f
一 ‘。

O
O

f)
‘

对 0 〔P (G
Z

)成立
,

且 当 口任R [ G )
,
d == 。‘,

d‘
, i“ 1

, 2 ,

⋯
, 5时

,

f
” : 。d (0)

o

f( J(f
一‘。 0

o

f)
.

证明 事实上
,

f
一‘。 。,

(0)
O

f = f
一 ‘。

e
o

f V f
一‘。 e

一 ‘。

f V 广
‘。

f>
: :

(f
一 ‘。

a
,

j)
.

f
一 ‘。

口‘
” ’ O

f《f
一 ‘o

o
o

f
o

f
一 ‘O

⋯
o

f (
n 次)《 (f

一 ‘o

o
o

f)
‘” , .

f
一 ‘。 6

‘o

f = f
一 ‘o

(V O‘
”, )

。

f = V f
一 ‘o

口伽
, O

f《 V (f
一 ‘。

6
o

f)
‘“ , = (f

一 ’。

6
o

f)
‘。

有了这些关系式
,

就可很容易地证明上面关于占的几个不等式
.

证毕
.

定理2 2
.

对 0 〔P (G
Z

)
,

我们有d
:

(e ‘(0)) = j
‘

(0)
, i = 1 , 2 ,

⋯
, 1 0 ,

占
, ,

(8)(
。2

(0)
,

占
1 2

(0)

(
。,

(0)
.

_

证明 事实上
,
d

:

(。
‘

(口)) = (。
‘

(口))
‘ ,
占
; :

(o) = 占
。

(。
2

(e))( : 2

(o)
,
占
: :

(口) = 占
; ;

(J)(
。:

(J)

二 : ,

(口)
.

定理 2 3
.

对任意给定的0 〔尸(G
“

), 我们有
己: (0) 二占

:

(0)
.

证明 因 为 口
‘

八0
一 ‘

( 0
‘,

8
一 ‘ ,

所 以
,

(0
‘

八0
一 ‘

)
‘2 ,
( 8

‘ ,

0
一 ‘,

于 是
,

(8
‘

八0
一 ‘

) ‘
, ,
( 0

‘

八少
’ .

根据(。
3

(0 ))
‘2 ,
《

。3

(0)
,

我们有
。。(0) 〔E [G )

.

所以
,

d
3

(8) = (。: (0))
‘
= : 3

(8)
.

定理2 4
.

若g 。

〔P (G
Z

)
,

则
。‘
(A g

。

) = A 。‘(g
。

)
, ‘= 1 , 2 ,

A = 八
,

V
.

证明 事 实 上
, 。、

(八a 。

) = (八 g 。

)V (八a 。

)
一 ‘

V l= (八 g 。

) V (八 g 石
‘

) V l = 八 (g
。

V g ;
’

V l)
.

同样可以证明其它的关系式
.

定理2 5
.

任给 g 〔P (G
Z

)
,

我们有 占, (g ) = 占
:

(g )
‘

== V {V (
o

)一 n g 。 (f= 1
, 2 ,

⋯
, n ; g ‘〔

{夕
, g

一 ’ ,

I }) } (n = 0 , 1 , 2 ,

一)
.

证明 根据 d : (夕) 的 定义
,

我 们 有 占
:

(夕) = (。
;

(g ))
‘
= V

: :

(夕)‘
” , ,

而 。 ,

(g ) ‘
“ ,
二 V (

O

)
-

n g 。 (i = 1 , 2 ,

⋯
, 二 ; m 《司

.

于是定理得证
.

定理2 6
.

任给 g 〔P (G
Z

)
,

我们有
e 。

(
e :

(g )) = e , (g )
, 。。(。

:

(g ))二 e 。
(g )

.

证明 。。(:
:

(g )) = : ,

(丙= 序V 百
一 ’

\./ I = 百V l = (夕八犷
‘

八i) V I ~ (夕八犷
‘

)V l 二 。:
(功

== 。,
(g )

,

这里口=
“‘

(g )
.

类似地可以证明
“。(。: (g )) =

。。(g )
.
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定理2 7
.

任给8 任E
s

仁G )
,

若8
尸
= “。

(0)
,

则“。(8
尹

) = 8
-

证明 事实上
,

气(9
’

) = 。:

(加 ) = 石
‘

V l = (0 八i) V I二0
.

证毕
.

下面我们讨论相应于半等价关系的商集
,

它和模糊聚类以及泛系关系的内外转化有着密

切的关系
,

对于识别问题和大系统问题的研究将提供新的理论工具
.

如果
。 CE

,

【G )
,

设G ‘= m a
x{ Q }OC G

,

Q
Z

《
。}

,

记作 易仁 G (ds )
.

上式的所有解的全体

{G ‘} 记作 G /
。 ,

称之为相应于
。的 G 的商系统

,

简记为 ‘二 U G
‘

(d 约
,

并且记 }}
。
}{= !G /

。
l

,

a( 习~ 福‘}
.

更进一步
,

我们定义
己 的自然 诱 导 为 G 和 G /

: 间的 E 一 模 拟
: f. c G x G /

。 ,

(二
,

负) 〔f
。

当且仅当二 〔二仁G (山)
.

定理28
.

若G = U G
‘(d习

,

则G ~ U G
‘.

证明 首先
,

因为负c G
,

所 以 U吼c G
,

若戈 〔G
,

则 (二
,

劝 C I( G )( 。 ,

记凡 = {Ql 0 2 任

尸(G 协
,

Q
Z

《
: ,

(二
, 二) 〔Q

Z

}
,

显然
,

凡斗曰
,

且形成尸 (G )的子集
,

令五 是 尸
二

中的某一极大

元
,

,

则二 〔E
.

所以
,
‘C U G

‘.

综合这两个式子
,

即得到定理 的证明
.

定理2 9
.

若G = U G
‘(d e )

,

且对某个‘〔a (
。)

, 二 , 夕〔G ‘,

则 (二
, 刀) 〔。

.

如果 , 日‘(二
,

专〔G ‘
)

,

则 恤
, g ) 任万

·

即日i(“
, g 〔G

‘

)等价于 恤
, 夕) 〔“

.

证明 事实上
,

从G
‘

为满足G 毛( 。的极大集可以容易地得出证明
。

定理 3 0
.

若G = U G
,
(d 的

,

则 V G 专= 。 .

证明 由定义
,

我们有 G 寺《
。 ,

所以 V G 专《
。 。

另一方面
,

根据定理 28
,

‘= U G
, ,

所以
,

V G 矛〔E
。

〔G )
.

如果 (x
, , ) 〔“一 U G 釜

,

则对任意的 i ,

(二
, 刀)〔G 圣

,

即一
:

日i(二
, g 〔G ‘)

.

由

定理 29
,

可得 (%
,

功〔
。 ,

与 (二
,

功 ‘。的前提矛盾
.

证毕
.

定理 3 1.
·

若
。 〔E

,

〔口)
,

则 f.
。

六
’
二 : ,

f石
‘ 。

了
。

二 福(G ‘,
G 刃 IG

‘,
6

J

c 6 沙习
,
G ‘门G , 今

曰 }
。

证明 由诱导和复合
.

的定义
,

根据定理 29
,

即可得证
·

定理32
.

若G = U G
‘

(山)
, 。 〔E 〔G )

,

则G. 两两不相交
。

证明 假若
二 〔G ‘

n G
, ,

则对任意% ‘
〔G ‘, 二 , 〔G , ,

我们有恤
,
为)

,

(戈
,

为) 〔。
,

由 左 的对称

性
,

可以得出 (二
. ,

劝
,

(二
,

为) 〔‘
。

根据
。的传递性

,

我们有 (x
. ,

为) 〔
。 .

所以 (G
‘

U G
, )

‘

二 : ,

和G ‘,
G , 的极大性矛盾

.

证毕
.

定理 33
.

若G 一 口G
‘
(d 妙

, e 〔E 【口), 二 〔G ‘,

则 xo
。= : 。

二二G ‘
是包含 x 的等 介类

.

证明 事实上
,

若g 任二
。。 ,

则 (二
, , ) 〔

。 ,

所以 (g
, 二) 〔

。 , 二 〔夕
。。 , 夕任。

。
x

.

根据G
‘

的极

大性
,

我们有g 〔G ‘,

即 知 。= 。。
二C= G ‘.

另 外
,

G 备C
。 (即G、( 司蕴含 G

‘
= 知 G 飞C 分 “·

红上

所述
,

定理得证
。

定理 3 4
.

若G = U G ‘(d 。)
, 。 任E [G )

,

则劣 , 夕〔G 。蕴含(x
, 夕) 〔。

, x 〔G 。, 夕 任G , , , 今 z蕴

含(“
,

功 〔
。 ,

反之亦然
.

证明 由定理 29
,

32
,

即得证此定理
.

定理3 5
.

设 f = 护 0
一 ‘

c G x G
尹

是一 个 硬 模 拟
,

则 fo f
一 ‘
〔E 〔G )

,

f
一 ‘。

f 〔E 〔G
’

)
,

!}f
o

f
一 ,

!1~ }l不
一 ‘。

fl}
,

G = U G ‘
(d f

o

f
一 ‘
)

,

G
尹

二 U G
‘。

f(d f
一 ’o

f)
,
G ‘。

f = 0
一 ‘

(甲(G
‘))

,

甲(G
‘

)二

6 (G
‘O

f) 〔甲(G ) = 0 (G
/

)
,

f
。

(G ‘O

f) = G
‘.

证明 因为fo f
一 ‘
= 尹 0

一‘。

0o 甲
一 ‘

~ 尹厂
‘,

所以
,

fo 广
〔
〔E 【G )

,

类似地
,

f
一 ‘。

f二小 0
一 ’
〔

E [G ‘
)

.

设 G == U G
‘
(d f

o

f
一 ‘

)
, x , g 〔G ‘,

则 (二
, , ) 〔f

o

f
一 ‘, 二

o

f二夕
O

f
,

(二
O

f )
。

f
一 ‘
= (g

o

f)
O

f
一 ’ .

所 以
,

了沼
尹
〔G ‘。

f蕴 含扩
。

f
一 ‘= 刀

尹

oj
一 ‘,

自然 就 有 G ‘oj C G
尹

(d f
一 ‘。

f)
,

即 G
‘
二 U G

‘。



昊 学 谋

f (d广
‘。

j)
.

所以
,

!lf
o

f
一

川二 1}广
‘ 。

fll
.

由 f 的可逆性
,

我们有 fo (G
‘。

f) = G
‘,

从定义可直

接推出关系式G
。。

f = 0
一 ‘

(切(G 。))
,

于是切(G ‘) = 0 (G ‘。f) c 切(G )二 0 (G
尹

)
.

根据 G I( f
.

f
一 ‘

=

尹抓
‘ ,

且切是映射
,

可得中(吼)退化为叫G )中的一个点
.

证毕
.

定理 36
.

设d 〔E 〔G )
,

夕 任E 〔G
尹

)
,

!1训 = }{d
尸

}}
,

那么
,

可以找出G
,

口
尸

间的一个硬模拟

了〔‘ x G
尹 ,

使得f
o

f
一 ‘
= d

,

f
一 ‘。

f = 占
尸 .

证明 因为 }!剑 = }{占
产

U
,

我们可以找 出 一 个 一 一 映 射 甲: G / d、‘
产

/ d
了 ,

令f = f
。 。

必

方}
,

则显然有f满足定理的要求
.

定理 37
.

若
￡ 〔E

,

〔G )
,

d 〔E
,

〔G
户

)
, 甲泣 (G /

: ) x (G
声

/句 是一个 E
。 一

模拟
,

则f = f
。 。

甲
。

几
‘

c G x G
‘

是G 和G
‘

间的 E
: 一

模拟
,

且fo f
一 ‘
= U (f一尹 G 力 x (f

。 。

甲
。

G 专) (G ;
,

G 斗c

G
产

(d 句
,
G 二门G ;今曰)》。 .

证明 根据复合的定义及定理 3 1 ,

即可证明此定理
.

定理 3 8
.

设。 任E
:

[G )
,

j 〔E
,

〔G
产

)
,

令G = U G
‘

(d : )
,

G
尹
= U G 夕(d d )

,

f
‘, = G ‘义 G 夕

,

g c 。 (e) x 。(句是子‘卜
,

{;’}间的一个 E
。 一

模拟
,

则f (动 = V 人式(‘
,

j) 任动是 G
,

G
尸

间E
, 一

模拟
,

且f(g )
O

f(g )
一 ‘

》
。二 V f

t , 。

f 扮 ((‘
,

j) 〔g ) = V G专
,

f (g )
一 ’o

f (g )) d = V f扮
O

f
, , ((i

,

j) C g )

二 V ( G j)
2 .

更进一步
,

对Q住G
,

我们有 Q
O

f (g ) = U G 乡((玄
,

j) 任g
,

Q自G
‘今必)

,

f (g )
一 ‘。

Q
Z o

f (夕) = U G J火 G 矛((i
,

j)
,

(寿
,

l) 〔g
;

Q门G ‘; Q门G 。斗必)
.

证明 设二 〔G
,

则存在某个 i。 〔a (。)使得义 〔吼
。

c 口(d 的
,

所 以
,

对某个 j
,

知f (动 二 V

戈
。

f
‘, 。二

。

f
‘。, , 二 O

f
‘0 , = 二 O

(G ‘。 x G 奋)二G 牛今必
,

类似地
,

对任意夕 〔G
产 ,

f (g )
。

夕今必
.

所以
,

f (动是G
,

G
广

间的E
, 一模拟

.

令G
产

(j产) = G : 门G 众
.

显然
,

f 佃)
。

f (g )
一 ’
= 丫G . x G : (G

产

(j
, m )今必

,

(i
,

j)
,

(l
, 。:)

〔动》
。 .

类似地
,

可 以证明f (功
一‘。

f (g) > d
.

定理的第三部份可由直接计算得出
.

证毕
.

定理 39
.

在上面定理的假设下
,

若J (。)二 a (d )
, g 二I (a (。))且

: 任E [G )
,

d 任E 〔G
产

)
,

则f (动退化为硬模拟

证明 本定理是上面定理 的直接推论
。

定理4 0
.

设fc G x G
尸

是 E
a 一

模拟
,
j 〔E

,

[‘)
,

G 二 U G
,

(d 句
,

则 (G ‘。

f)
Z

c f
一 ’。

击f
,

G
产
= U G

, 。

f
,

V (G
‘O

f)
“
一f

一’o

d
o

f
.

证明 事实上
,

若 g 刀
产
〔负

。

f
,

则存在二 ,

厂 〔“
,

使得 (二
,

功
,

(丫
,

g ‘

) 任f
.

所以 (二
,

x ,

) 〔d
,

(夕
, 夕‘

) 任f
一 ‘o

d
o

f
,

即 (G
‘O

f)
“

c= f
一 ‘o

d
o

f
.

对任意给定的 y 〔G
’ ,

选取曰使得G ‘n (fo 功尧曰
,

则 夕 〔口‘
。

f
.

所 以 G
‘

c= U G ‘。f
.

而
·

其反包含关系是显然成立的
.

若 (夕
, 夕‘

) 〔f
一 ‘O

d
o

f
,

则存在 (二
, x ,

) 〔d
,

使得 (x
, y )

,

(二
, ,

y ,

) 〔f
.

所以
,

存在某个i ,

, ,

了〔G
‘。

了
.

于是f
一 ‘。

d
o

f( V (G
‘。

f)
“ .

其反不等式可由G
‘
= U G ‘。

f直接导出
.

证毕
.

定理4 1
‘

设fc G x G 是E
, 一

模拟
,

令
。 = f

o

f
一 ’ ,

d = f
一 ‘。

f
,

口= U G ‘(山
‘

)
,

则我们有G
‘
=

U G ‘。

f(d 沙 )
,

且存在1一 1映射甲:
G /

: ‘, G’ / d
‘

使得州吼)二G
‘。

f
,

且当 口c G 时
,

(Qo a)
o

f =

(Qo f)
O

b一 (Qo 乙
、

(j) )n G,
,

人 (f )二f
。 。

俨几
‘

c G x G, 是硬模拟
,

其观控水 平 为 G /a 或

G
,

/ b
,

这里
a = 。‘ ,

b二占
‘ ,

d
,

(f) = (f V f
一 ’

V l (G U G
,

))
‘
〔E [G U G

,

)
.

证明 该定理可 由定理 13
,

14
,

15
,

35 推出
.

定理 ; 2
.

在定理、, 的条件下
,

我们 有
。二。

、

(j. ) n ‘
“ ,

。= 。
,

(了) n (“)
, ,

3
飞

(f)二
a

令。
,

G U G
,

~ U Q
‘

(d 占
‘

(f))
,

Q
‘
= G

‘

U G
‘。f

,

G ‘= (二
O

d
,

(f))门G (二 〔G ‘
U G

‘。f)
,

G 二
‘

f二 (二
o

d
L

(f)
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门G, (% 〔G
‘

U ‘
, 。

了
,

这里占
,

(f) = (f V f
一 ‘

V l(G UG, )、
‘
〔E 〔G UG, )

.

证明 容易看出
,

O , 是由那些通过f或者 广
’

的道路连接起来的点 所组成的连通 块
.

根

据
。和d的定义

, a ,

b 分别是J
,

(f) 在G
,

G
尹

中的那一部分
.

由此即得出定理
.

证毕
.

定理4 3
.

若 G = U G
‘

(d 句
,

占任E 〔G )
,

则 占= V G 尝
,

丫 G 毛二八仄 , ,

功, = G
‘ x G , ,

i笋 j
.

证明 事实上
,

V G 备= 占~ 夕 二 V 必
.

另 外
,

若 (丸功 乙d
,

则 日i]’ (i 笋 j
, 二 〔二

,

夕〔G , )
,

即 三ij (i笋 j
,

(二
, 夕) 〔夕

‘, )
,

反之亦然
.

所以
,
6 = V 夕‘, (i笋j)

,
占= 八夕‘, (‘若j)

.

证毕
。

由定理29
,

我们可推出一组容易证明但很重要的定理
。

定理4 4
.

设G = U G
‘(d e

l

(g
a

))
, g 〔P (G

Z

)
, a 〔{ (n )

, t}则日i(%
, , 任G ‘)等价于

二= g ,

或

者 (x
, 夕) 〔夕

a ,

或者 (%
, , ) 〔夕

一 “ .

所以一
1日i(二

, , 〔G
‘

)等价于 x 护 , ,

(二
,

夕)〔g
a

并且 (x
, g )乙

g
一 。 .

定理4 5
.

设G ~ U G
.

(d o Z (g
a

))
,

则日i恤
, y 〔G ‘)等价于

戈一 g 或者 ((二
, , ) 任g

a

且 (二
, 夕)

f

任g
一 “

)
.

所 以
,

二 日 f恤
, g 任G

‘

)等价于义笋 , 并且 ((二
,

功 〔ga 或者 (二
,

功 乙g
一 “

)
.

定理4 5
.

若G = U G
‘(d 。

,

(g
a

))
,

则 日i(二
, 夕〔G

‘

)等价于 二= 夕或者 ((二
, 夕)〔g a

并且 扭
, g )

〔夕
一 “

)
.

所以
,

, 日i恤
, , 〔G ‘

)等价于 x 笋 v ,

且 ((二
,

g ) 〔g
a

或者 (二
, , ) 任g

一 “

)
.

定理4 7
.

设G = U G
‘

(d d)
,
占〔E [ G )

, 。〔P (G
Z

)
.

若占镇
e ,

则 日i (x
,

夕 〔G
‘
)蕴含 (x

,

, )

石。 .

若 e
《d

,

则三l’]’(i今 j
, 二 〔G

。, 夕〔G 力蕴含(二
,

功 〔。 .

定理4 8
.

设G = U G
‘

(d d )
,
d 〔E [G )

, g 〔P (G
Z

)
, a 〔{ (n )

,
t圣

,

若占(
。,

(g
a

)
,

则曰f(二
,

g 〔G ‘)蕴含x = 夕
,

或者 (%
, g ) 〔g

a ,

或者 恤
, g ) 〔g

一 “ .

若
。,

(g
a

)成占
,

则 三 ‘j (f今 j , 二 〔G
‘,

v 〔G , )蕴含
二铸 , ,

(二
, 夕)石g a ,

且(二
, 夕)在夕

一 “ .

定理 4 9
.

设 G = U G
‘

(d 占)
,
d 〔E [G )

, g 〔P (G
Z

)
, a 〔{ (n)

, t}
.

若 乙( 。 :

(g
a

)
,

则日‘

(二
, 夕 〔G

‘

) 蕴含二二夕或者 ((劣刀) 〔夕
a

且 。
, g ) 〔g

一“

)
.

若
。: (g

a

)( d
,

则 日 ij (i今 , , x 〔G
, ,

夕〔G , )蕴含x 特 , 且 ((%
, 夕)霍g

a

或 。
, 夕)〔g 一 “

)
。

定理5 0
.

设G = U G ‘(d d )
,
占〔E [G )

, g 〔P (G
Z

)
, a 〔{ (n )

, t卜
.

若 d( 。 ,

(g
a

)
,

则 日i

你
, 夕 〔G

.

)蕴含x = g 或者 ((二
, g )〔夕

a

且 恤
, g )〔夕

一 “

)
.

若
。 ,

(g
a

)( d
,

则 日 ij(‘钾了
,
二 任G

。,

夕〔G , )蕴 含, 笋夕并且 ((二
, 夕) 〔夕

a

或 (二
, y) 〔夕

一 “

)
.

定理 5 1
.

若G ~ U G
‘

(d 的
, ￡ 〔E

,

【G )
,

则。~ V G :
, 万~ 八G 子

.

定理 5 2
.

若
。 〔E

,

[G )且G = U G
,
(d d

。

(。))
,

则日i。
,

夕任G
‘

)蕴含 (*
, 夕) 〔。

.

若G ~ U G :

(d占
,

(e))
,

则日ij(i今 j
, x 〔G ‘, g 〔G , )蕴含(二

,

, )乙。 .

若G = U G
‘

(d 占)
,

占〔E [G )
, 夕 任P (G

Z

)且
% , 夕 〔G

‘

蕴含 二 = 刀或者 (二
, 夕)咨如丫犷

’
)
“ ,

a 〔考(n)
,

朴
,

那么G 称为可
a 一着色

.

这一概念是著名的着色问题的推广
.

对 于这一问题
,

我

们有如下的泛系原则
.

定理5 3
.

设图S 二 (G
, 夕)

,

则分划G = U G
‘(d占

。

(。
,

((夕V 夕
一 ‘

)
“

)) )是一种
a 一着色

.

由此定理可得推论如下
:

定理 54
.

设S = (G
, 夕)是平面图

,

则m in ll占
1 :

(夕) !!《 5
.

若 四色猜想成立
,

则m in }}占
: :
(g ) }1

《 4
.

定理5 5
.

设图 S = (G 刃)
,

若 d 〔E [G )
,

己《I V S
,
8 = (夕V 夕

一 ‘

)
“ , 。 任褚(。)

,
t 全,

则 分

划G ~ U G ‘(d 句实现一个
a 一
着色

.

定理5 6
.

设图S 二 (G 刃)
,

若占任E [G )
,
占《I V O

,
口= e : (夕)

‘” , ,

则 分 划 G 二 U G
‘

(d d)

实现任意的 (m )
一
着色

, m 《
n .
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三
、

泛 系 集 散 分 析

在半等价关系的泛系研究中
,

我们探讨了集散关系
.

下面 的讨论是上面工作的继续和推

广
.

事实上
,

许多其它的泛系关系常常可以转化成一定的集散关系
.

特别是
,

连通与解藕关

系
、

邻域关系
、

渐变和突变关系
、

辨异和求同关系
,

以及某些矛盾关系都可通过泛系集散关

系来分析
.

与大系统运筹紧密相关的是匹配问题
、

分解问题和单向显化问题的应用
.

定理 5 7
.

若 占任E
,

[G )
,

G = U G
‘

(d占)
,
G = U G 落(d

e ,

(占))
,

则日j(二
, , 〔G 下) 等 价 于

劣二夕或 , 三东(二
, , 〔吼)

,

对占〔E 〔G )
,

它等价于 % = 夕或 日i抓葱今 九
,
% 任G

‘, 梦 任G幻
.

类似地
,

日i恤
, 夕〔G ‘)等价于

戈 = 夕或 , 曰j帆
, 夕〔G 下) (或 日了m (j今 m , 、 〔G 备

, 召 〔G 益) 对
e。(d) 〔

E 【G ))
·

这个定理的另一个重要形式是下面的原理
.

定理5 5
.

设g 〔P (G
Z

)
, 。 〔{(n )

, t}
,
G ‘ U G

。

(d
。 :

(g
a

))二 U G }(d
。: (g

a

))
.

若 日j伙
,

夕 〔G ; )
,

则x 一夕或
一

二 日‘(%
, 夕〔G ‘)

, ,

即% = , 或 (( 二
,

功 t 扩且 (二
,

功 百g
一 “

)
.

相似地
,

若日i

(,
,

v 〔G
‘

)
,

则、= 夕或二 日j(二
, g 〔G 蛋)

,

即二= g或 (x
, , ) 〔g

a

或 (,
, , ) 〔g

一 “ .

对于不同的连通解藕关系
,

我们引入下面的几个定义
.

连通
:

(%
, g ) 〔夕

‘

V g ‘

V l ; 强解藕
: (戈

, , ) 〔(g
‘

八 g ‘) V l ; N 步连通
:

(x
, , ) 〔。

,

(夕‘
” , )怡

N 步解棍
:

(x
,

功 〔。
7

(了川 )
; 直接连通

: 1 步连通
; 直接解藕 (独立 )

: 1 步解藕
; 强连通

:

(二
, 夕) 〔。

3

(g ) , 弱解藕
:

(劣
, , ) 〔 g ‘

V 夕
一 ‘

V l ; N 步强连通
:

(*
, 夕) 〔。

:

(g ‘“ ,
) , N 步弱解藕

:

(二
,

夕) 〔。
。

(g ‘” ,

) ; 链连通 ; g 〔L [G )
,

(x
,

夕) 〔。
:

(g ) ;
反链解藕

: g 〔L 〔G )
,

(二
, 夕) 〔。

,

(g ) ,

E 型弱连通
: (二

, 夕) 〔3 : (g ) ; E 型直接解藕 (E 型独立)
:

(二
, v ) 〔d

; :

(g ) ; E 型直接连通
: (劣

s

扮) 〔占
。

(
。 ;

(夕) ) , E 型弱解藕
:
(二

, 夕) 〔占
6

(g )
.

由这些定义我们可以得到下面的结果
.

定理5 9
.

若G = U G
‘(d e : (g )) = U G 奋(d

。。(e
3

(g )))
,

则G ,
是强连通

,

G 下是弱解藕
.

定理6 0
.

若G = U G
‘
(d

。; (夕‘
“ ,

)) = U G 下(d
o 7

份
‘” , )

,

则G
。

是
n步连通

,

G 专是
n步解藕

.

定理 61
.

若G = U G
‘

(d 。,

(才) ) = U G 导(ds
,

(了))
,

则 G 。
是 连 通 的 并 且 G 丁是 强 解

藕
。

定理6 2
.

若G = U G ‘
(d
。: (g ‘

” ,

)) = U G 抓d
。。(g 伽

,

))
.

,

则G ‘是 n步强连通并且G :是
n步弱解

藕
。

定理6 3
.

若G = U G
‘

(d 占
,

(动 ) = U G 下(d 氏
:

(动)
,

则二是 E 型弱连通并且G :是E 型直接解

祸
。

定理“
.

若G = U G ‘
(d 成(

。 ,

(g) ) = U G 冬(d (占
。

(动 )
,

则 G ‘
是 E 型直接连通并 且 G :是 刃

型弱解耪
。

定理5 5
.

若g 〔L [G )
,

G = UG
。

(d 。
,

(g )) = U G 奋(d : ,

(g ))
,

则 G
。

是一个链
,

G 下是 一

个反链
.

由这些定理我们可以得到下面称为泛系连通解藕原理的重要结论
.

定理6 6
.

若Q (〔G /s贰动 )有某种连通解祸性
,

则 Q, ( 〔G /舀
。

(阮 (动 ))有相同的 E 型连

通解藕性
,

Q
I’

(〔G / J
。 (夕))有某种E 型 (。。 (g )) ‘

” ,

连通解藕性
, Q

, , ,
(〔G /

。。(。。 (‘))) 有相应

对立的连通解藕性
.

而且G 可以对d (动作连通解祸分解的充要条件是d (功铸孑
,

这里。(功 任

魂e 。 (g )
,
d。(

。。 (g ))
,
。。〔g )

, : 。(。。 (夕))}
.
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定理 6 7
.

若fc= G x G
,

是G 和‘
,

之间的E
: 一

模拟
,

并且吼c G 〔山
,

(f
o

f
一 ‘

))
,

f
‘
= f 门(G

‘x

G
,

)
,

则对于戈 , 二 ,
〔G 。,

叉年 劣 , ,

我们有 (x
o

f
‘)门(x

, 。

f
‘

) = 必
.

证明 因为伽
, 劣 ,

) 〔G 子且 (x 声
,

)乙f
o

f
一 ‘,

若 t 〔(二
。

f
‘

)门(x
, 。

f
‘

)
,

则 (x
,

t)
,

(二
, ,

t) 〔f
,

这导至了矛盾
.

定理68
.

在上面定理 的条件下
,

f
。

是赋形
,

方
’ :

G , 。 / 、G
。

并且 f
‘。

f
。 ,

几
‘ 。

方
‘

是两个

1一 1 对应
,

f
. o

f
。 : G

。

、(G ‘O

f) / 占
; f万

‘ 。

f子
‘: (G

‘O

f)/ 占, G
‘,

这里占= f矛
‘ 。

f
. ,

f 。是 自然诱

导
,

f
。 :

G , 。f , (G
‘。

f) /占
.

类似地
,

若 G 下c “(d 。 ,

(f
一 ‘。

f) )
,

则g , ~ f n (G x G 协是一映射
,

功: fo G 乍、G 飞
.

*

记。: (f
o

f
一 ‘

) = m a刘 G
:

}
,

则我们有
定理 6。

.

若f二G 又 G
/

是G 和G, 之间的 E
, 一

模拟
,

则我们可以用f不混淆地从 G 发射丸(f
。

f
一 ‘

)种信息到G
产 .

设 G (a)
,

G
‘

(a) (a 〔B ) 是一些给 定 的 集 合
,

介c G (a) x G, (a)
,

‘= n G (司
,

G
尸
二

n G’ (a)
,

通过改变坐标分量的秩序
,

得到 1一1映射切
, 甲 : n (G (a) 又 C, (a) ) , G x G,

,

记 fo

的合取积n f
。
= 甲(n f刁

。

定理7 0
.

设f
,

c G (a ) 只 G
,

(a )是E
* 一
模拟

,

f = n f
, ,

Q (a )c G (a )
,

Q (a )
“

《。,

(f
。 o

f : ’)
,

* *

则 (n Q (a ))
“

(
: 7 (f

o

f
一 ‘

)
。

而且
, 。, (f

o

f
一 ‘

) 》n
。,

(f
, o

f :
‘

)
.

证明 若二 ,

丫 ‘n o (a)
,

并且 (二
,

丫 )〔。: (f
o

f
一 ‘

)
,

则 (二
,

丫)亡了了二
, V l

.

即是说 (二
,

丫)

石fo f
一 ‘

八I或二尧丫且 (二
,

丫 ) 任f
。

广
‘ .

因此
,

存在y 〔G
,

使得 (二
,

功
,

(丫
,

功 〔f
.

所以对所有

的a 我们有 恤
, , g ,

)
,

(工二
, 夕,

) 任f
。

或者 恤
, , x 二) 〔 f

。 o

f二
‘ .

这就同 Q (a )
“

簇。 ,

(f
。 o

f二‘)矛盾
。

证毕
.

基于赋形守恒性
,

定理 67
,

68 可导出下面的结果
。

定理了1
.

在定理68 的条件下
,

若占〔A 〔G. )
,
A C凌R

,

S
,

S
。 ,

T
,

E
。 ,

E
,
L

。 ,

L }
,

则 f
一 ‘。占

。

f 〔A [G ‘。

f)
.

定理7 2
.

在定理 6 5 的条件下
,

若 0 任P (G : )
,

则 f
一 ‘O

口‘
” , 。

f = (f
一
‘o

0
O

f) ‘
” , ,

f
一 ‘。

0
‘。

f =

(f
一 ‘O

口
O

f)
‘ .

定理了3
.

在定理68 的条件下
,

若 0 任R 〔负)
,

占
,

夕 是分别定义在 G
.

和 G ‘。f 上的 占‘或
。. (i = 1

,

⋯
, 5 )

,

则f
一 ‘o

占(8)
o

f = d
,

(j
一 ‘o

s
o

f)
。

定理74
.

在定理 68 的条件下
,

定义在 G ‘上的自返性
,

对称性
,

反对称性
,

传递性
,

半

等价性
,

等价性
,

半序性
,

拟半序关系
,

反半等价关系
,

辨异关系
,

不同的泛系连通解藕关

系
,

串并关系
,

求逆和补关系在转化f下具有守恒性
.

同样地
,

由投影守恒性和定理 18
,

我们有

定理75
.

在定理 68 的条件下
,

如果0 〔尸((f
O

G D
“

)
.

d 和 夕分别是定义在 fo G 导和 G 华上

的。 、

算子
,

则f
一 ‘o

占(B)
o

f == d
,

(f
一 ‘o

o
o

j)
,

对于泛系因果分析
,

容易证明
’

定理76
.

在定理 68 的条件下
,

若 f 代表因果关系
,

则 G
‘

使我们能从结果求得唯一的原

因
,

而 G 下使我们能由原因求得唯一的结果
.

对于整个 G 上的一般守恒性
,

可以得到

定理77
.

串并关系
、

E
。 一

关系
、

求同关系
、

各种泛系连通性
、

反关系
、

具有自返 性 的

匀 ,

舀, “= 1 , 2 , ⋯
, 5 )关系在E

, 一

模拟下都是守恒的
,

反 E
。 一

辨异关系
、

等价关系
、

补关系
、
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各种泛系解祸关系都是赋形守恒的
。

四
、

同态定理和泛系观控性

同态定理是群论和泛代数中的基本定理
。

在文献【1 〕的定理 6 ,

10
,
11

,

17
,
31

, 3 5~

39 中
,

我们给出了同态定理的若干推广形式
.

这里
,

我们给出另外的几个新结果
.

设。 ,

d 〔E
,

[G )
, 。
( d

,
G = U G

‘(d 。) = U G 丁(d d)
,

定义f
。/ ,

如下 : (G
, ,

G 下) 〔f o
z a

表 示

二〔自
.

定义 d /
。一f

。 , 。 。

几户
, .

容易证明下面诸命题
.

定理 7 8
.

九
, ,

是G /
。和 G 川 间的E

, 一

模拟
,

j/
: 任E

.

〔G /e )
,

(G
‘,
G 习 〔占/

。的充要条件是

日j(G
‘ ,

G
,

c G 丁)
.

进 一 步
,
G /

。= U 口
, (d d /约

,

这 里 Q , = {G 汁(“c G 丁)
,

d / : = V O I二 V

「褚G ‘少(G ‘〔G 蛋)〕
2 ,

若
。 ,

占〔E 【G )
,

则九
, ,

退化为映射 介
/ 。 :

G /
。 * G / d

.

由该定理可得 出如下同态定理
.

定理了9. 设。
,
‘E

·

〔G )
,

己二 V d
。 , “二八氏

,

那么的二元关系都是E 一模拟
:

九
,

C ‘ x

(G / “
。

)
,

f
‘

仁G x (G护)
,

f
·

C G X (G / “)
,

f‘
·‘,

C (G / 占
。

) X (G / d)
,

f
‘。/

·

C (G / “) ‘ (G / “小
如果d

。
〔E 〔‘)

,

肖二 V d
, ,

则上面的E
, 一

模拟都退化为相应的满同态
.

定理8 0
.

设 夕,
= G x G

。

是一些E
, 一

模拟
,

且 占
。
= g ,

og 妥
‘ ,

d ~ V j
, , : 一八渗

。 ,

则 我们有下

列的E 一模拟
:

f3户
·

夕。

C (G / d
,

) x G
。 ,

f :
‘ ·

g O

C (G / d ) x G
, ,

f ;
‘ ·

g C (G / “) x G
, ,

f
。, 。; ·

f万
‘

。

夕。 c (G / 乃
*

) x G
。 ,

等
.

定理 3 1
.

设j
‘ ,

j
,’ ,

J 〔E
,

〔G )
,

并且 d
尹

《J
,,

( 占
,

G = U G
‘(d j) 二 U G ; (d J

产

) == U G 工(d J
护)

,

则 (d / d
‘

)/ (占
,’

/ J
尸

) 等 价 于 占/ J
产

和 d胭
,, ,

以 及 [ (G 川
产

)/ (占
,,

/ ‘亏
尹

)〕/ [ (J邓
产

)/ (d
,,

/ 占
,

) ]
,

(G / 占
’

) / (占/ 乙
产

)
,

(G / d
扩

)/ (d / 6,, )实际上是 1一1 对应的
,

这些等价性和对应关系表示在下列

对应中
:

G / 乃
‘
二 U A ‘(d 占/ 占

产

)
,
滋

‘
= 裙G 下} (G 下c G ,) ,

G / d
’
~ 日B

。 (d d
l,

/ d
‘

)
,

B
。
二考G 丁} (G : c G 公)

,

G / 占
/,
~ U C

‘
(d j/ d

l/

)
,

C ‘二 {G 叉于 (G 笠c G
‘

) ;

(G / d
尸

)/ (
。, ,/
/ 占

尹

)二 U D ‘(d (占/ d
尸

)/ (占
,,

/ d
产

)) ; D
‘
二 {B , } (B ,

c= A .)
。

在【1 〕中
,

我们已经把布尔差分原理发展成为泛系差分原理
,

它描述了从一个影系统到

另一个影系统的一定的可观性
.

泛系差分原理被认为是泛系观控性研究的一个组成部分
.

现

在我们给出另外几个新的形式
.

定理 82
.

若fc ‘ x G
尸 , g c G x ‘“

是两个给定的E
。 一

模拟
,

那么切二f
一 ‘。 g c G

尹 x G
扩

也

是一个E a-- 模拟
,

并且 (广
’。

90 9 一 ‘。

f)
‘。

f
一 ’。 g c 吞

产 x G 扩
是G

/

与G
“

之间的一个硬模拟
,

而且它

导致一个从G
产

到G
“

/ (g
一 ‘。

了
。

f
一’。

动
‘

上的映射甲气 因而切
一 ‘。

f
o

f
一 ‘。

动
‘
= (G

“

)
2 ,

I (G
“

) 分别

表示类黑箱和类白箱的可观性
.

定理8 3
.

设
。 ,
占〔E

.

[G )
,

则 fJ
‘ o

f
e

c= (G 胭) x (G/
: )是E

, 一

模拟
,

(fJ
‘ 。 。O

f。)
‘ o

f万
’ o

几

c (G /句 x (G /习是一个硬模拟
,

后者导致一个从G / d到 (G /
。)/ (六

‘ 。

小 f
,

)
‘

上的映射
.

最后
,

(j 二
‘。占

·

fe )
‘
二 (G /的

“,
I (G 加)分别对应于类黑箱与类白箱的可观性

.

定理s礴
.

若 占〔E
,

[G )
,
d , = 。。

(d )
,

那么 f万
‘o

d
, O

f
。= (f万

‘ 0

6
, O

f
。
)
’
= (G / d)

“.

因而
,

从
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口胭
尹
到G ”的可观性是类黑箱的

.

反之亦然
.

这个定理的证明基于
:

定理8 5
.

如 果 占〔E
,

[G )
,

那么f万
’O

舀
。

f
。= U (二

。

f
e
) x 勿

O

f
。) ((二

, , ) 〔占) = {(G
‘ ,

G , )}

(G
‘
门G

, 笋必
,
G ‘,

G , 〔G /占) = f万
‘。

f
。 .

定理8 4的证明 因为 (G / d )
2
= { (G ‘,

G 了) !G
:
门G

, 笋必 } U {G
‘,

G ,
) }G

‘
门G

, = 必}二f万
’o

d
o

介 V 了百瓦不了二
,

因此 由了开落不 ( f尹硒
。

f。
,

我们 有 (G / 句
’

( f尹
。

f
。

V f尹括
。

f
。= 几

‘。

夕
。

f
。。

相反的不等式是显然的
.

定理证毕
.

在【1 〕中
,

我们引进了硬模拟的观控水平的概念
,

下面给出一个推广的定义
.

模拟的E
。一

观控水平
:
若f二G x G

‘

是E
。一

模拟
,

则 l(j) ~ (了厄了万
~

,

了下万或者它在偏序

集尸(G 勺x 尸((‘
尹

)
“
)中的位置称之为f的E

, 一

观控水平
。

在【1 〕中
,

我们提出了在观控度
,

简单性和方便性各种因素之间进行合理运筹的泛系观

控律的概念
.

在 E
, 一

观控水平这一概念的基础上
,

我们把上述泛系观控律改写为下面的新的

具体的形式
.

E
,

泛系观控律
:
设F 是G 与G

产

之间的一类E
, 一

模拟
。

如果F表示观控条件
,

那么
,
I(f) 充

分小的时候
,

f (〔尸)将满足相关的运筹要求
.

如果F表示简单性
、

方便性条件
,

那 么
,

l(f)

充分大的时候
,

f( 〔F )将满足相应的运筹要求
.

显然
,

在定理 5 2 中
,
l仲) = (f

一 ‘。夕
。

g 一 ‘。

f
, g 一 ‘。

f
o

f
一 ’。 g )

,

并且对于0= (甲,
一 ’

)
‘户甲 ,

我们有 l(8) = ((f
一 ’D

夕
0

9 一 ’O

f)
‘ ,

(夕
一 ’ O

f
o

f
一 ‘0

夕)
‘

)
.

在定理 5 3 中
,

令 切一 fJ
‘ O

f
, ,

0二 (甲
O

甲一 1

以
,

O

甲,

我们有 l师) = (f万
’ O o o

f
。 ,

f ;
‘ O

d
o

f
:

)
,

l(0) = ( (f万
‘ 。。。

f
a

)
‘ ,

)
‘

)(f了二
o

d
o

f
。

)
‘

所

当E
, 一

模拟显化为硬模拟时
,

其E
。一

观控水平下降
。

为了进一步讨论观控性
,

我们讨论可达性问题
.

口

设g c= G x G
尹,

Oc G
,

那么称Q对尸〔Q
O

g 中的任意元都具有 (0
,

动可达性
,

这里
,

Q
。

夕== Q
O

g ,

幼
。

夕= 门x
o

g (二 〔Q)
.

有时
,

称 (V
, g )

一

可达性为弱可达性
,

达性为强可达性
.

类似地
,

对于 R二G
‘ ,

我们定义 g
。

户= 。
。

R
, 。

。

左= n g
。

。 (。

0 〔{八八
厂}

,

称 (八
,

动
一

可

〔R )
。

可以证

定理。5
.

6
。

。= 。
一 : 。

6
,

。
。

二口
。

。c ‘
,

(。
。

。)
,

《。
一 , 。

。
.

定理 5 7
.

若尸= 心
。

g 笋必
,

则 Qc 尸= g拔
,

Q x 尸( g ,

Q
‘

( g
。

g 一 ‘ ,
尸c P呵

,

且 尸对 Q

是 (八
,
夕
一 ’
)
一

可达的
,

Q对Q是 (八
,

90 9 一 ‘

)
一

可达的
.

定理 5 8
.

若夕c G x G
’ ,

Qc G
,

Q
O

g 笋曰
,

则 (Q x 福夕})门g 笋必 (丫夕〔Q啥)
.

我们把泛系运筹推广为下面基本运算的各种复合
:

V (析取
,

和
,

扩展)
,

八 (合取
,

交
,

限定 )
,

, (非
,

补)
,
尸 (投影)

,
E (赋形 )

, 。

(复合及其推广)
,

T (直积的序转换 )
。

如果关系或泛结构g 能够由f通过某些泛系运算而得到
,

则记作 f户生
夕9

.

设G
, :

是具有参量a 和义的一族集
,
G == {G

。 ; }
,

氏c n G
, : ,

e二 {0 ; }
.

那么S = (G
,

0) 可以

看作一种多能的和普适的系统
。

设 s
吸

二
今f

‘, 夕, ,

这里 f‘c u ‘x 犷‘x ‘圣〔“
, g , c “ , x 犷, x ‘, x 万

, 〔“
,

令 f == {f
‘}

,

夕= 币功} 为一种有用的
、

普适的转换
。

自动机
,

控制系统
,

滤波模型
,

平滑模型
,

预 测和对

策模型都能转化为这种形式
。

有时
,

U ‘,

U ,
可以解释为协同的输入空间

,

价
,
犷,
为对立的

输入空间
,
召 ‘,

G J
为状态空间

,

H
,
为输出或者观测空间

.

、

设Q
‘c= u ‘,

Q, c= u , ,

凡c= 犷
‘,

凡c= 犷
, ,

(口
‘ x 虎

‘)
。

f
‘= u (门(

。 , 。)
。

f
‘
(
。 〔凡)) (

。 c q )
.
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定理89
.

(二
, 。) ‘(口

‘义
免)

。

f
‘

表示对任意的矛盾输入
。 任凡

,

我们都可找到协同 输 入

u 〔Q‘使得二通过f到达y
。

定理9 0
.

若 (二
,

功 〔甲 = (Q
, x R刀og

, c G , x H
, , 甲是 E

: 一

模拟
,

则不论R ,
多么复杂

,

我

们都可以通过 g 在Q, 的所有元的协同作用确定 x 〔卿 夕或则二 〔(尹‘
’

)
‘。

卿 ,
.

定理 91
.

设 I = {I
, }是一集簇

,

记 刀‘二 U D 个I
、 .

若f
l

二冲沪‘
, 切‘c= E x F

Z

是E
, 一

模拟
,

E
,
F 〔{D 个I。

,
D 赞 }

,
D 〔G

,

则当 (二
, g ) 任甲万

‘·沪‘
或 伽

, , ) 〔B o C F
么

(d 甲万
’ O

尹: )时
,

f可以

使劣转化成夕
.

在各种各样的I的协同作用下
,

对一般状态偶 (二
,

功 〔A
”

c F
Z

(d V 甲矛
’ 。

切 : ) 或

(劣
,

功 〔V 祈
’ 。

甲:
而言

,

我们可以获得部分强化可控性
.

特别地
,

若 V 沂
’ 。

甲: = F、 我们

可以获得完全可控性
.

这里一般的控制输入可从E 中选择
。

定理9 2
.

若f
, g 之砷e

, ,

氏二尸 x E 是E
。一模拟

,
E

,
F 〔{D 个I , ,

D ‘ }
,
D ‘G

,

则由一般的

观测E
,

我们可以确定出乏晰辖域 c
,

c F (d o
, 。

火
‘

)中的一般状态
,

或则确定出 F / e
, 。

火
‘

的

可观测性
.

在各种各样的
r的协同作用下

,

我们可以获得部分强化可 观 测 性 F q
c F (d 八氏

。

火
‘ )

,

或 F /八0
, 。

七
‘ .

特别地
,

若有 八0
, 。

失
‘
= I (F )

,

则我们可以获得完全可观测性
.

定理9 3
.

设g , , g : 〔P (G
Z

)
,

d 〔E [G )
,

G = U G
。
(d d)

,

若 (x
, 夕) 〔g

,

导致日i恤
, , 〔G ,)

,

。
, g ) 〔互

: ((x
, v ) 〔g

:

) 导致 日ij(‘斗 j
, x 〔G ‘, 夕任G ,

)
,

则 d
,

(夕
;

) ( d( d
。

(珑) (对 应 地
,

占
,

(g
,

)《d《占
, : (g

:

))
。

定理9 4
.

设 g : , 夕:
任P (G

Z

)
,

占〔E [G )
,

G = U G
‘
(d d)

.

若 日‘(x
, , 〔G ‘

)蕴含(二
, y) 〔g

; ,

日ij(i今j声 〔G ‘, , 〔G , )蕴含(二
, 夕) 〔夕

:

((二
, 夕) 〔g

:

)
,

则 占
:

(g :
)( d《占

。

(9
1

) (对应地
,
占
。

(g
:
)

《占《占
。

(夕
;
) )

.

若 m ax {引占〔E
。

〔‘)
,
d( 毋 有意义

,

记之为
。。

(动
.

我们可以容易地推广上面的两 个定

理成为下面的形式
.

定理 9 5
.

设g , , 口: 〔P (G
Z

)
,
d 〔E

。

〔G )
,
G = U G

‘
(d占)

.

若 (二
, 夕) 〔夕

:

可导出日i伙
, v 〔G ‘

)
,

(戈
, , ) 〔夕

2

((, , , ) 〔夕
:

)可导出 , 日i(%
, , 〔G ‘)

,

则 。; (夕
,

)( d (
。。

一

(g
:

)(对应地
, 。:

(夕
,

)《d (
。。(夕

:

) )
·

若日 i你
, 。 ‘G ‘)可导出 (“

, 夕) ‘夕
; ,

, 日i(“
, 。 ‘G

‘

)可导出 (,
, g ) 〔夕

:

((劣
, 夕) 〔头)

,

则。: (夕
:

)《占《
。。

(g
;

) (对应地
, 。。

(9
2

)( d( e 。(夕
l

) )
。

若其辨别力依赖于相关的模型
,

则容易证明下列定理
.

定理 9 6
.

设肠c F X E
,

是一组E
。 一

模拟
,

0 〔尸(F勺
,
0
。
〔尸 (E 愁)

,

寿 〔知汤
, y ,

〔梦 g , ,

若 夕, 。

0
, 。

夕二
’

( 8 (或者 V 夕
。 。

口
。 0

9 二
‘

《 8)
,

则 (二
。 , , 。

) 任0
。

蕴含(二
, 万) e o

。

若 夕,

均为投影
,

其条件可改写 为 0
。

( 夕于
‘ 0

0
0

夕。
.

若巧
‘ 0

0
0

夕。《 8
。 ,

则 (二
, 夕) 〔8可推出 (

二 , , 夕,

) 任0
。 .

若 夕,

均

为赋形
,

则上面的条件又可改写为 e( g 。 。

0
, 。

巧
‘

(或者 e ( 八 g ,

o0
。

石
‘

)一
定理9 7

.

设 f仁G x G
,

是 E
a 一

模 拟
,

8 〔E
,

[G
,

)
, 二 任f

o
二 , , , 〔f嗜

,
占〔E

.

[G )
,

G = U G
‘(d占)

,

则
。,

(f
0

0
0

f
一 ‘

)( 占
,

, 日‘(二
,

, 〔G .)蕴含 (二
, , 夕,

) 〔0
.

d《
。。(口)

, g = f
o

0
O

f
一 ’,

(x, 刀
,

) 〔8蕴含 , 日 i(二
, v 〔G ‘

)
。

定理 9 8
.

设 fC G X G
,

是 E
。 一

模 拟
,
0 〔E

。

[G )
, 劣,

〔戈
o

f
, v,

〔夕
。

f
,
占〔E

.

[G )
,

G = UG
‘
(d占)

,

则 f
一 ‘。 J

O

f( 乡
,

, 日‘(二
, 夕〔G ‘

)蕴含 (二
‘ , g ‘) 〔e

.

d(
。。
(夕)

, 夕= f
o

e
o

f
一 ‘,

伙
, , 夕,

) 〔0蕴含, 日i。
, 夕〔G ‘

)
。

证明 因为 , 日i拙
, 夕〔G ‘)等价于 。

, , ) 〔J
,

所以
,

(二
‘ , , ‘

) Cf
一‘。子

。

f
,

于是 (x
, , , ,

) 任0
.

反之
,

若 (x
, , 夕

,

) 〔口
,

则(x
,
夕) 任f

o

0
O

f
一 ‘,

或者 (二
, 夕)〔夕

,

所以 (二
, 夕)〔占

,

门 日‘(二
, , 〔G’)

。
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定理9 9
.

设 fc= G X G
,

是 E
s 一

模 拟
,
0 〔S [G

,

)
, , 〔f

o
二 , , 夕〔f

o

梦, ,

(二
, , g 产

) 〔0
,

d 〔E
.

[G)
,

d《
。7

(f
。

oo f
一 ’
)

.

若二护 , ,

则 (二
,

功 任J或 , 日‘(二
, y 〔负c G (d 句 )

.

证明 事实上
,

(x
, , 夕尹) 任0蕴含(二

, g ) 〔f
0

0
O

f
一‘ ,

或者 (二
, 夕)〔

。,

(f
0

0
0

f
一‘
)八了又两二所

以 (x
,

功 〔占八I (G )
.

即戈特 g蕴含 (‘功 任6
.

定理9 9气 设fc G x G
,

是E
, 一

模拟
,
0 〔S [ G

,
)

, 二 〔f
。
二 , , 夕 〔f叫

, ,
d CE

,

[G )
,
占

,

〔E
,

[G
,
)

,

占《
。,

(f
0

0
0

f
一 ‘
)

,
夕《

e ,
(0)

.

若 二铸夕
, x 沪笋夕

‘,

则 日j(二
, , g ‘

〔G 下c G
‘

(d d
‘

)) 蕴含 , 日i(二
,

夕〔G ‘c G (d 6))
.

日 i(二
, , 〔G ‘c G (d占) )蕴含一

1 日j (%
‘ ,
夕
‘
〔G ; C= G

,

(d d
,

))
。

定理”料
.

在上面定理的条件下
,

我们有
:

一

1) 若
‘斗 , , “ , y 〔认

,

则(”j) n (梦 f) 门G 奋= 必
,

2 ) f在G ‘X G 专上退化为部分赋形
;

3 ) 若 f表示某种因果关系
,

则对任意的结果 丫 〔G 二
,

在 G
‘

中仅 存 在 唯 一 的 原 因
:

G ‘门f
。二 ,

〔口‘.

类似地
,

我们可以得到下面的命题
。

‘

定理 1 0 0
.

设fc= G x G
,

是E
: 一

模拟
,
0 〔S [G )

, 戈, 〔x
o

f
, , ‘

〔夕
O

f
,

(戈
,

功 任0
,
占

,

〔E
。

[G
‘

)
,

若少《
e ,

(f
一 ’。

oo j)
,

则 (丫
,

丫)〔少八I( G ,)
.

就 是 说
,

若 x, 特犷
,

则 二 日j (丫
,

丫 〔G 百c

G
,

(d占
‘

))
.

定理 10 。气 在 上 面 定理 的 条件 下
,

若 d 〔E
,

【G)
,
占( 。 ,

(0)
, 二笋 , ,

丫 护 , ,

则

日‘(二
, 刀〔 G , c G (d d) )蕴含一

1日j(二
, , 夕,

〔G 丁c G
‘

(d占
‘

))
,

日j。
‘ , y‘ 〔G 益〔G

‘

(d 6
,

))蕴含

, 日 l’(劣
, g 〔G ‘c G (d占))

.

定理 10D 料
.

在上面定理的条件下
,

我们有
:

1) 若 x ,

笋夕
, , 劣, , y ‘

〔G ;
,

则 (f
。
劣,

)门(f
0

9 ‘)门G
. = 必

,

2) f在G ‘x G ;上的限制退化为部分投影
;

3 ) 若f表示某种因果关系
,

则对任意的原因% 〔G ‘,

在 G 下中仅存在一个结 果
: G 下门xo f 任

G 补

定理67 ~ 7 7
, 9 3~ 1 00 书 芳发展了传统的识别原理

,

树搜索原理与隐函数定理
.
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