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摘 要

根据〔1、2」中提出的离散型固体力学及其变分原理的基础上
,

木文形成四种类型的元素的边

界积分变分定理
.

当进行断裂分析时
,

可用它们计算沿裂纹边界法线方向的能量释解率 ; 在有孔

洞时
,

当在孔洞边界存在或不存在外力作用的情况下
,

可用它们计算沿孔洞边界法线方向的能景

改变量 ; 当进行离散分析时
,

也可以用来建立离散方程
.

以便求解待解函数值
.

并且由本文分析

可知
,

在〔3」中提出的 J 积分形式是不确切的
.

_ 己 ! 兰叁
.

、 J . 娜习

在【1~ 幻中所讨论的离散型固体力学及其变分原理是考虑到介质具有间断性
,

即在固体

内产生裂纹
,

或存在孔洞的情况
,

所以待解函数就具有各种不同的间断性
;
是考虑到由于变

形的原因
,

定义域是变动的
,

即定义域具有边界可动性
。

由此得到的泛函的一阶变分可由二

部分组成
,

一部分是由于区域固定而待解函数的改变而产生的
,

另一部分是由于区域的变动

而产生的
.

所以
,

自然可以用来解决固体内部裂纹开展时能量释放率的问题
,

以及存在孔洞

情况时
,

沿孔洞边界的能量改变量的问题
。

基于势能函数的情况

由 [1 ~ 2 1可知
,

变形固体体系其总势能
,

为
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.
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,
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由此式可知
,

泛函的变分是由二部分组成
,

一部分是 由于区域固定而待解函数的改变而

产生的
,
另一部分是由于区域的变动而产生的

.

对于从固体内剖割的任意元素S
。

而言
,

当待解函数在元素 S
。

上
,

满足几何方程
、

平衡

方程和整体几何边 界条件时
,

则方程 (1
.

2 )成为
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:
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:

为整个固体的几何边界
.

1) 当在元素的边界r
。
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,
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。
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其中

才
。= 男

。
+ (口。

川 + F
‘

)。‘

P
。= 笼

。
d n 一 ( (a , , l, 一 P ‘) u ‘占义 , )

, , 、‘

对于从固体内分割的任意元素 S
a

而言
,

当待解函数在元素 S
。

上
,

满足几何方程
、

平衡

方程
,

则方程 (1
.

2 0) 变为

一 u ‘( a 。, l, )
, 。

]d n d r +且
一“a 一‘, d r

厂
。

才
汀日月r
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。
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。
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‘
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.
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厂

。

门a g ,

叮刀朋
一几

l) 当在元素的边界 厂
。

上
,
乙a川

, ,

兔
。

与 如 (6 为 )相互无关时
,

则方程 ( 1
.

21 ) 的各积分

项有下面几种情况
:

A
.

在元素边界 厂
。 。
上

,

有
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,
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。
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‘二{一井
‘
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一‘一‘
, ,

, ·

’‘ndr ( 1
.

2 2 e )

(a
‘, l, = P ‘二 0 )

若在边界 厂
。。 上有外力 尸‘

作用时
,

则
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6 u , = d R ‘= R , , 。
d n = R ‘, , 占戈。
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则方程 (1
.

2 1) 的各积分项有下面几种情况
:

‘
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于是方程 (1
.

2 1) 可写为

J 二二 J二
, a 。+ J。

, a 。 + J
二 , 。。 、+ J

二 , 。。 : == 0 (1
.

2 4 )

方程 (1
.

6)
、

(1
.

12)
、

(1
.

1 5) 和 (1
.

2 4) 是基于可动边界泛函的一阶变分为零的基础上
,

所得到的待解函数在元素边界 厂
。

上满足的边界积分变分方程
.

它们表示真实的 待解函数将

沿着元素边界使能量改变量为零
。

对 J刀
,

。
,

J名
, 。。 ,

J。
, 。。 ,

了。。 而言
,

它 们表示沿裂纹或
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孔洞的边界法线方向的能量释放量 (或化为能量释放率) 或能量改变量 (或化为 能 量 改变

率)
。

二
、

边 界积 分 变 分 定 理

基于上述
,

我们可以建立下面四个边 界积分变分定理
。

1
.

边界积分变分定理 I :

在变形固体内任意分割的一个元素 S
。

上
,

当位移函数满足几何方程
、

平 衡方程和整体

几何边界条件时
,

则满足下面边界积分变分方程

八二几 ,ab 十几 ,ah + 岛、
1
= o (2

.

1)

的位移函数
,

为其驻值条件下的真实解
。

并且由此式可以求得沿裂纹或孔洞边界法线方向的

能量释放率或能量改变量
.

2
.

边界积分变分定理 互
:

在变形固体内任意分割的一个元素 S
。

上
,

当位移函数和应力函数满足几何方 程
、

平 衡

方程和整体力的边界条件时
,

则满足下面边界积分变分方程

几 ~ 几 ,ab 十几 ,ah + 几
,

螂 = 0 (2
.

2 )

的位移函数和应力函数
,

为其驻值条件下的真实解
.

并且由此式可以求得沿裂纹或孔洞边界

法线方向的能量释放率或能量改变量
.

3
.

边界积分变分定理 m :

在变形固体内任意分割的一个元素 g
。

上
,

当位移函数
、

应变函数和应力函数满 足 几何

方程
、

平衡方程和物理方程时
,

则满足下面的边界积分变分方程

J
。
= J。

, 。。 + J。
, a 。+ J

。 , 。。 1
+ J 。

, 。。 2
= o (2

.

5 )

的位移
、

应变和应力函数
,

为其驻值条件下的真实解
·

并由此式可求得沿裂纹或孔洞边界法

线方向的能量释放率或能量改变量
。

4
.

边界积分变分定理IV
:

在变形固体内任意分割的一个元素 乡
。

上
,

方程时; 则满足下面边界积夯变分方程

J。 = J二
, 。 。+ J

皿 , 。 ‘+ J二
, 。口 、+ J二

, 。。 2
= 0

(2
.

4 )

的位移和应力函数
,

为其驻值条件 下 的 真 实

解
.

并由此式可求得沿裂纹或孔洞边界法线方

向的能量释放率或能量改变量
.

一
‘

上述定理的证明从略
.

因只要考虑到方程

(J
.

2 )
、

(1
.

8 )屯〔1
.

1 4 )和 (1
.

2 0 )
,

以及定理的

假定条件与变分条件
,

就可以证明求得的解满

足离散型固体力学的全部微分方程
。

当位移函数和应力函数满足几何方 程
、

平 衡
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例 如图所示的平面 固体体系
,

在固体内部分割一任意元素 S
。 ,

其边界厂
。
~ 厂

。 。
U 厂。

= 厂
, 2 :

U厂
3 。, ,

按边界积分变分定理 (2
.

1)
,

有
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当 J刀
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、
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4 e
)的形式

,

则上式为
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在裂纹边界上
,

命 即为沿法线方向
。 的裂纹开展长度

,

裂纹开展沿法线方向
。
与坐标方向分

的能量释放率可写为

J刀
, ,

口J 刀

口(d n
)

和 J二
, x =

口J 刀

口(d二。)

同时又由变分的定义得知
,

(2
.

5 )式中的方括号内的函数与 如(d为) 无关
,

故方程 (2
.

5 )

化为沿坐标 x 方向的能量释放率
,

为

J刀
, 二 _ 口J ly

日(d劣)

一

{
厂
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[刀
。
l
二
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. 。

+ 0

一 〔17
。
‘

一
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这个问题的条件与〔3 」中提出的 J积分的条件是相同的
,

但结果是有区别的
.

问题在于 【3〕中

把沿元素边界厂
。

二 r
。。

U厂
。 *

的能量改变量的积分
,

错误地完全采用沿裂纹边界 厂
。 、 的能量

改变量的积分代之
.

在某些条件下
,

J积分的形式仅仅表示沿着裂纹边界法线方向 (或坐标

方向) 的能量释放率
。

三
、

结 语

这四类边 界积分变分定理有广泛的实用意义
.

当进行断裂分析时
,

可用它们来计算沿裂

纹边界法线方向的能量释放率
; 在孔洞存在的情况下

,

在孔洞边界存在或不存在 外 力 作 用

时
,

可用它们来计算沿孔洞边界法线方向的能量改变量
, 在进行离散分析时

,

也可用来建立

离散方程
,

以便求解函数值
。
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一6 20
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