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摘 要

本文是文〔11 的继续
。

一
、

本文引入了一个新的位函数—相关位函数功
.

它与经典的 H el m 五ol tz 的标位必和矢 位宜

不同
.

由叻
.

我们得到了求解方程组V x 了= 苗
,

v. 了二尸的新公式
.

二
、

在交变电磁场中
,

我们引入了两个新的滞后位函数
:

滞后相关电位吵
。
和滞后相关磁位叻

。 .

这两个位函数不同于经典的滞后位边和功
.

由砂
。
和功

。 .

我们得到了求解Max w el l方程组的新公式
.

三
、

指出了构建具有给定旋度函数 (旋涡) 的涡旋场的方法
.

在历史上
,

求解v x 了= 苗
,

v. 了= 尸方程组是采用H el m 五ol tz 的方法
.

在这种方法中
,

是

把一般的矢量场 (有旋有散场 ) 分解成三部分
:
有旋无散场 (涡旋场 )

,

有 散 无 旋 场 (位

场 ) 和无旋无散场 (调和场 )
.

为了得到了
,

人们不仅要解四个Poi s s

on 方程
,

而且还要解一

个N e u m a n n
边值问题

。

本文 引入了一种新方法
。

利用旋度函数和散度函数之间的转化
,

我们引入了一个新的位

函数—
相关位函数吵

。

结果使求解问题得到简化
.

只要解一个Poi ss on 方程和一个N eu m an
n

边值问题就能得到 了
.

将本文的方法应用于求解M a x w ell 方程时
,

既不需要求解滞后位才和 功的四个波动方程

式 (借助L or en tz 条件可不必解必
,

也不需要求解H er tz 矢位弃的三个波动方程式
,

而只需要

求解滞后相关电位p
。

和滞后相关磁位势
. 的两个波动方程式

。

本文的方法简化了求解矢量场的问题
,

这将有利于采用数字计算机进行离散 的 数 值 计

算
.

在矢量场中
,

涡旋场占有极重要的位置
.

本文指出了构建具有给定强度旋涡的涡旋场的

方法
,

这对于通过人工综合产生具有给定强度旋涡的涡旋场提供了可能性
。

一
、

一般矢量场的方程组及其解

在区域 V 内和其封闭曲面S上
,

矢量场了满足
:

你 钱伟长推荐
。
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v x
了= 苗

v
·

了= 尸

荞
·

了= g (M )

(在犷内)

(在犷内)

(在S 上)

苗= 曹
;。 ;

+ 曹:。 : + 诊: 0, 5

这里苗和尸为已知函数
,
荞是S上的外指单位法向量

,

M 是 S 上的

点
.

如图 1 所示
.

函数抓M )和尸满足关系式
:

(1
.

la
)

(1
.

lb)

(1
.

le
)

(1
.

2 )

fJl、I.t

手
, 。 ‘M , d s 一

{
;

Pd 犷
(1

.

3)

由 (1
.

la
)可得

v
·

(v x
了) = v

·

苗= o (r
.

4)

由 H el m h ol tz 定理可知
,

方程组(1
.

1) 的解是唯一的
.

本文将证明
,

方程组 (1
.

1) 的解为
:

全 _
.

、 了 r 「
, , ,

、
.

, Z l f
, , ,

、 _
, ,

称
.

林
,

J = 一v , 一 g ,

灭可」
“‘n “。“a “‘

)十
￡“

气一不J
“”n ‘口“a “‘)一 V 梦

’

= 刀 十刀
’

(1
.

5)

其中

, 一”
1

(
一

箭斋)
+ ”2

(会I
‘

1
”Z O 3d
一会箭)

十。
:

(一弃
、 n s

, 一 V 势+ 人

{
‘

8
”

IO Zd
一会箭)

(会{
‘

1
”

ZO 3
d 一

)
+ ‘吕

(
一

会I
”

3
”

:。 : d 一

) (1
.

6 )

功满足P o iss o n
方程

:

△,
一

p +

赢{箭(鲁I
”;‘:口吕

“
1

)
一

孟(赞工
”

3
”

1。 : d 一

)] (1
.

7 )

叻称为矢量场 的相关位
.

而

户
‘
二一 v劝

‘

州满足如下的L a p lac e
方程和边界条件

:

V 叻
,

= 0

(1
.

8 )

花
.

户
_ 』里

-

日粉
= 滋

·

了一苏
·

户二 g (M )一荞
·

户

(在犷内)

(在S 上) 全
(1

.

9 )

这里
u , ,

、
,
姚是正交曲线坐标系中的坐标变量

, 诊: , 诊: ,

瓦是其单位矢量
,
而h :

佑
,

h
:

是其标

度因子
。

现在来证明上述结论
‘

令

尹= 户十户
‘

户和户
‘

分别满足方程组
:

「V x 尸 ~ 苗

V
·

尸 二尸

(1 1oa )

(1
.

1 0 b)



相关位函数和求解M a x w ell 方程的新方法 11)
去尸 , , , ‘, , 一- 户一 - , ~ 尸

一

一
_ _

_
一

_

一一
_ 一

V x 尸
,
二 0

V
·

尸
,
= 0

荞
.

户
‘
= 兹

.

尹一分
.

户= g (M )一兹
.

户} (1
.

1 1)

方程 (1
.

11) 是 N e o m an
n
边值问题

,

其求解方法在一般矢量分析著作中都可找到
,

因此这里

不再赘述
.

下面来求解方程 (1
.

1 0)
.

在正交曲线坐标系中
,

户= 苔,
F

、
+ 人尸

:
+ 人F

: .

方程(1
.

1 0) 可以写成
:

载l毕黔
立

州黯
立]一 ‘,

·

‘2 ·,

俞〔巫黔
一创

黔〕一
‘,

·

‘Z b ,

汽l旦工箫
立一

弩
止〕一

“
·

‘2 “,

赢!粤丹
工禅鱼黔

l +

卫
⋯

筹立〕
一” ‘, .12 d)

设叻= 叻(
。, ,
、

,
姚)是我们所要寻求的相关标量位

.

令

: 。 _ 口功 。 _ l a功
“ . 1

’

1

一 - 一二一一
. 名

’ .

一 -
; 一 一

一

—d u 、

“
九一 d u -

(1
。

13 )

由 (1
.

1 2 b )和 (1
.

1 3)得

口(h
o F : )

口u -

对气积分
,

得

= 一 h
:
h一。 : +

口(h
;
F

;

)

口u :
= 一h

s
h

l。 :
一

口2

功

au : 口“1

。 _ 1 「
二 。

_ _ ,
_ .

l a砂
上

’ ,

- - 一 百一 ~ ~

悦八 交“ . 0 〕, 公 “ I

一飞, ~ 肠二一一一
儿3 J

一 ‘ 一 ‘

打3 d儿
(1

.

14 )

因是特解
,

可令积分常数为零 (下同 )
.

同理
,

由 (1
.

12 c) 和 (1
.

1 3) 得

。 _ 1 「
。 。 _ _

J.
.

l a劝
孟

’

忍
一可J

“’“忍田3“ “ ,
一石

~

不万
(1

.

15 )

由(2
.

1 3 )
、

(1
.

2 4 )和 (1
.

25 )所确定的户显然满足 (l
.

12 b)和 (1
.

1 2 e )
.

下面来证明它满足

(1
.

1 2 a )
.

将(1
.

1 4 )和 (1
.

1 5 )代入 (1
.

1 2 a )的左方
,

则

卫
,

_

「
_

旦(丛旦立一创丛二立1
h

:
h

s

l 日u : 口u。 」

口(h
oh

: 。 : )

一栽犷

一武}l

口u :
d “

l
口2

功

a “s口先

一r红
- r

f巡理业止 dut
打: 九sj d先

口
‘

功
. r

叫

二一 - 二一
心

一
d 封: d 赵,

口(h
3
h ;。 :

)
日u :

口(h
, h

: 。s)

口u a 〕
d “t

(1
.

16 )

由(1
.

4) 式可得

_ 一 1
V

.

公 台与尸了万罗一

月 一八 2月 3

「
~

~

旦(丛丛旦立
-

L 口u i

a (h
3
h

l田 :

)

—
个

d 封2

日(h
;
hZ。。)

口“a 〕
一。

d (h
:
ha。 , )

口“
- 一「旦鱼鱼丛工

一
+ 卫卫必全丛工1

L 口u : O u 3 )
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将上式代入 (1
.

1 6)式
,

得

I F 口(h
3
F

:

) a (h
,

F
,

) 1 l f a (h
,

h
, 。 t

)
下~ - 7

向

.

—
一

一
l=

; 一二一 .

—
a ul = Q,

,

左: 打sL 口u Z d u , 」 儿2 11 5」 d u ,

因此
,

由 (1
.

1 3 )
、

(1
.

24 )和 (1
.

15 )所确定的矢量户满足 (l
.

lo a )
.

剩下的问题是
: 由 (1

.

13 )
、

(1
.

14) 和 (1
.

1 5) 所确定的尸必须满足方程 (1
.

12 d)
。

将

(1
.

15 )
、

(1
.

1 4 )和 (1
.

1 5 )代入 (1
.

1 2 d )
,

得

1 F a l h: h
。 a功 、

.

a 了h
:

h
l

r
。 。

_ _

J
_ .

h
:

h
、 a功、

气犷一犷- 了一 . ~
二
一

. 一
~

几尸一 卜万一
~ , 叮

.

一二下
,

一砚一奋一
. “ . “ , O 少s“ “ 1

一
一下- - 一二一一 ,

刀In : n 吕 L 口u l \ n z 口“一 , 口u Z \ n Z J
- 一

n , d “盔 ,

口 了 h , 人
:

r
。 :

_

J
_

_

h
,
h

: 口功、1 _ 。

+ 下多一. 一竺午二巡 !h动
,

田
,

d u :

一坦异兰
一

岁生 1 1= 尸’

a份:
、 h

。

J
‘’ 吝’ “

‘~ 2

一
,

h
3 口“:

I」
一 ‘

1 「 口 Zh
:

h
: 口势、

.

a 了h
:

h
: 口矽 、

、

日 了h
;

h
: 日叻\1

一r 一了一了一 ! 卜分一 吸
‘

争止
一

任牛‘ , 十二子一 ! ‘号一 笼拼一 , 十
一二二一 .

二
于2 , 于‘ 】l

h: h: h: L 口u l
、 h

: 日“:
/

’

口气 、 h
: au :

尹
’

口u 。 、 h。 a“:
IJ

1 「 a lh
,

h
,

f
, , ,

、 a / h
:

h
o

f
, , ,

、1 ,

一丫共二
一

}二井一‘竺笋
卫lh

,

爪。
:

d u :

一书乞 r当一兰lh扔
.

曰
,

d u ,

】!= 一尸
h

,
h

,
h

:

L au :
、 h

:

J
‘“
“

’
z一吕

一7 au :
、 人

、

J
‘’“ ”甲 z一叫月一

上式左边第一项就是正交曲线坐标系中的 LaP la c e
算子

,

于是上式可以写成
:

△,
一

p

气忐;「命(等I
”、”:。吕

d 一

)
一

命(等I
“a“IO Zd一

)」 (1
.

1 7)

由上式可知
,

我们在 (1
.

1 3 )式中欲寻求的函数叻乃是 Poi s s
on 方程 (1

.

1 7) 的解
.

这样
,

将

(1
.

17 )解出的砂代入 (1
.

1 3 )
、

(2
.

1 4 )和 (2
.

1 5 )即可求出F
l ,

F : 和F 。 .

于是

‘一‘
1

(
一

寿斋
一

)
+ ‘2

(
一

肴斋
+

创
“

1
“

ZO 3
d一

)
, 二 了 1 口砂 1 「

。 :
_ _

J
_ .

、
甲

‘ “

气一石
.

丽百一副
“‘“ 3 田少 “‘

)

_
.

* 1 1 「
, , ,

、
.

、 , 1
‘

「
, , ,

、

~ 一 v 梦十 “,

火副
“ ‘“ , 口“a “ ‘

) 十
匕 3

气一万J
“, n ‘。, a “‘

)

这就是 (1
.

6 )式
,

它就是满足方程 (1
.

1) 的特解
.

如果旋涡苗和源头尸是分布在有限区域 F
‘

内

的
,

而我们所讨论的空间犷是无限大的
,

则户
‘

二0
,

于是了= 户
.

如果空间犷是有限的
,

则户

仅仅是全解了中的一部分
,

即了= 户十户
‘ .

户
‘

满足方程组(1
.

1 1)
.

下面我们将公式 (1
.

1 3 )
、

(1
.

1 4)
、

(1
.

15) 和 (1
.

17 )分别在直角坐标系
、

柱坐标系和球坐

标系中表出
.

在直角坐标系中
:

封x
= 戈 , u z == 夕

, u s
= 之

h
;
二 1

,
h

:
二 1 ,

h
,
= 1

△归一P+ 粤
一

际d 二一李
一

际d 二二一尸+
‘

f(擎一乌些、众o 曰 J o 艺 J J \ 口夕 d 之 ,
(1

.

1 8 )
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一

孙么
一

器

一孙众
一

晋

(1
.

19

凡

口名FF

在柱坐标系中
:

封z
二犷s

h
l
= 1 ,

“:
= 功

,

h
:
= , ,

U 3
二 Z

札二 1

△‘
一

尸 +

令
一

喘 (分
。

·

dr )
一

备(朴ar) 」

一
尸 +

封
r

器
一

击一
J鲁

刁·

(1
.

2 0 )

= _ 卫生
口r

一

封。
刁一告器

一 J
。

,dr 一

臀

(1
.

2 1)

凡凡凡

在球坐标系中
:

封1
= r ,

h
l
二 1 ,

“2 = 0
,

h: = r ,

。: = 踌

h
:

= r s in o

△‘
一

p 十砰最丽[箭(
5‘· “

Jrco
, dr )

一

盖(扁介
S *·。。。、·

)〕

一
尸十7 赫拼坐斋丛工

Ff 一半
Fe 一

封。 , dr 一

告器
凡一封

助) ed 一蕊合
歹

器

dr 一
I f 口(r o e)

,

燕而石J一一而一
“『 (1

.

2 2 )

(1
.

2 3 )

下面举例来说明 (1
.

7) 式的应用
。

在真空 (线)中
,

沿‘

立向的电流密度为
了_ JK J0r (r ( R)

to (r > R )

如图 2 所示
.

求柱内(r < R) 和柱外 (r > 乃 的磁场分布
.

我们将柱内记为 I区
,

往外记为 I区
.

在柱内
、

柱外磁场厅
图 2
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分别满足方程
:

飞.,

J
1.、
we
�V x 厅

r = K J
or

V
·

H
, = O

(1
.

2 4 )

V x H : = 0

V
·

H
l = 0

( 1
.

2 5 )

在柱面S (r = R) 上
,

厅的边界条件为
:

诊
, x (H

:
一H

:
) = 0

在本问题中
,
势与

r , 二无关
,

沪仅仅是必的函数
.

( 1
.

2 6)

先讨论柱内情况
.

由 (1
.

2 0) 式
,

得

△,
1
一

带斋
一。

解得

功
,
= A

:

诱+ B
:

这里A
.

和B
:

是积分常数
.

由 (1
.

2 1) 式得

{
万

: ,

= 0

I f
, , ,

1 口
, J , .

n 、

1
: ,

A
、

月
‘护= 了J

r 一 J 。“ r
一 了

一

石贾
~ 气直

‘切十 力 ’) ‘ 了
J Or -

一下一

H
I :

= 0

考虑到在柱内
, = o处

,

厅
,
应当有限

,

这就要求常数A
: = o

,

于是

“一”,

含
‘
。

尸
( 1

.

2 7 )

在柱外
,

电流密度为零
,

功
2
的解应当是

△叻:
1 口2

劝
:

r 艺 口必
2

功: = A淤+ B :

_ 生 卫么
.

= _
~

丝笙
r 日功 r

一一一一一一HHH

!
、

l

片
: = 一芭

A 2

币一万
~ (1

.

2 8 )

使 (1
.

2 7 ) 和 (1
.

2 5 ) 满足边界条件 (1
.

2 6 )
,

得

翻《
一

令
一

lJ0 尸)
一。

解得A
Z

为
:

1
,
。

。

.

刁
, 二 二二

一
怕二一 J n 』t “

3

于是
,

我们所要求的柱内
、

外磁场分别为
:

“
!
一‘,

合
‘
。

尸
(1

.

2 9 )
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”
: 一九争

。

Rs资 (1
.

3 0 )

这与经典方法所得结果相同
.

因为我们是在无限大空间中讨论问题的
,

因此不必考虑 N e u m an
n

边值问题
。

二
、

用相关位求解M a

xw el l方程

假设在真空 (巧
,
‘)中

,

施加的电流密度

了= 汀
二
+ ] J , 十石人

和电荷密度p 的分布已知时
,

则经典的滞后位万
,

功和场量它
,

厅满足
:

‘

二
‘ .

扩还
二 ,

。几一料“召,

不 r
.

= 一拼o J (2
.

la )

‘ 1
. , _

aZ

诱 p

Q毋一尸 。已 。
一二书产~ 一

一口不
一 己。

(2
.

lb)

, a宜 _
,

乙 == 一 一下二~ 一

一 V 尹
O ‘

(2
.

le )

片二

牛vx 及
仔o

(2
.

ld )

因此
,

为了求得甘和厅
,

我们至少得解 夏的三个波动方程式
.

采 用水文的方法
,

只需要求解

两个标量八和功. 的两个波动方程式
,

就可以求得它和牙
.

这些方程是
:

;
_ ‘ , . _

aZ

劝
。

_ p 二

「口J
二 J

_ .

凸W e

ee 户
n 己血 一了下尸 ~ we

—
— 尸

。 I一几万厂一“ 汤
口丁一 召。

一

J d 不
(2

.

2)

少功。
。 甲饥一什0‘ O

一气百不一
0 ‘

f/ 口J , aj
x 、

,

= 吸l

—
一

—
. a 之

J \ d % d g /
(2

.

3 )

‘一
v ,

·

+ , 。
。

}
少劝.

口2 口t
d 写

+ ‘[
一

研乎、
· + ; 。

可争* 一。
。

!器
“·

] (2
.

4 )

片一即
, 十 ‘

小“ + 夕
。

J
.

赛知一
‘

丁黯
J·

」
+

汗
一

神
· + ·。

I黔az] (2
.

5 )

在以上各式中足码二 , y和z
可以按右手系顺序轮换

.

下面我们来证明 (2
.

2 )~ (2
.

5) 式
.

在真

空中
,

M a x w el l方程组为
:

了v x 百一
。。

零
一:

}
“‘_

. _
‘

炸 节
.

a万 、

凡
V ‘ “ 一 “ 十‘。

了
“ “

(2
.

6 )

(2
.

7)
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它二 P

e o

厅

(2
.

8 )

(2
。

9 )

借助于公式 (1
.

15 )和 (1
.

19 )
,

可由(2
.

6 )和 (2
.

8 )得到
:

凡一器
这里功

。
~ 沪

。

(二
, g , 二 ,

O是第一个标位函数
,

称为滞后相关电位
。

“
,
一

!
“办一

器一
执

I鲁“一器
凡一知卜鲁

一执

尸;
与劣 一

器
△‘
一奇

+

代会
一

器卜

一音
一内

久
-

豁
一
鲁

竺

)dx

二 _

上
一 。一立

一

f(旦旦三一鱼丝卫、众
己。

’

“
d t J \ d 夕 d Z ,

一音
一线

刹
、。

一寺
一内

令久研
e0

鲁卜

一寺
一内

赊
“ +

帆鲁

(2
.

1 0)

(2
.

1 1)

(2
.

1 2

于是

;
. ‘ , , _

口么劝
。

_ p
, ,

faJ
二 , _ .

止3 W
e

- 尸
。 己 。

气刃犷一一 一

一
一 舒

n . 一万二一“汤
d T 一 己 .

一

J 口r
(2

.

1 3 )

这就是 (2
.

2 )式
。

同理 由(2
.

7) 和 (2
.

的式可得
:

H
: = _ 旦兰竺

~

a 2
(2

.

14 )

这里功
。 = 叻。 (x

, 夕, z ,

t) 是第二个标位函数
,

称为滞后相关磁位
。

H一沁一鲁小
“ + %

赊
dz 一

赘
H

一沁一瓷一JJz 山一勺

赊
心一瓷

“ ,一{(器
一

晋卜
一

孔备朴
十勺

豁
一

剖缺
‘

鲁小

(2
.

15 )

(2
。

1 6 )
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一

丁(器
一

会)
d · + 一

手丁(鲁
一

会)
d ·

一

久告
一

番卜
+ 一

备{
一 。

。

黔
“·

一

只会
一

器卜
+

锅令此戮
一

山

一

丁(鲁
一

普)
d · + ; 。一

鲁
于是

△功。
. ‘ _

少功二

一甲 0 ‘ O一互J
~

O ‘

f/ 口J , 口J
, 、

,

刊气飞反 一咭云)
“ 2

这就是 (2
.

3) 式
.

为了求得户和户
,

我们还需要 将 (2
.

川
、

(2
.

月
: ,

H
, ,

E , 和 E
二

用咖和叻

。 二
’

「日H
:

乙 岁= 一拼八 ~ 二二尸
一

J 口了

。
来代替

.

将 (2
.

14 )式代入 (2
.

1 1)式
,

日叻
。

_

f日
2
劝。

,

d叻
e

a X 一一丁一
~

= 拼n l二一 二
刀

a 火一
一二下甲

O夕
一

J 口z 口不 O夕

(2
.

1 7 )

1 2 )
、

(2
.

15) 和 (2
.

1 6 ) 中的

得

(2
.

18 )

将 (2
.

1 0)式代入 (2
.

1 6 )式
,

得

H

一户一除
心一瓷

一卜心
+

可黔 dz 一

瞥 (2
.

1 9 )

将 (2
.

19 )式代入 (2
.

12 )式
,

得

E
:

一。
。

哗
d 二 一

粤一

J O 不 口2

一 ; 。

赊!
一

介沁
+ ‘

盅
“一

瓷)“
一

臀

一
。。

仃鲁“
! +
尔

。

赊
“一执

杂
dx 一

器 (2
.

2 0 )

将 (2
.

1 8 )式代入 (2
.

1 5)式
,

得

H
二
一

I
,沁 + ‘

恃卜J雀瓮 dx 一

器〕、
一

赘

一

加
· + , 。

可争、 一 e0

蛊
“一瞥 (2

.

2 1)

(2
.

1 0)
、

(2
.

15 )和 (2
.

2 0 )就是百的三个分量表示式
,

而 (2
.

2 1)
、

(2
.

1。)和 (2
.

2凌)就是厅的三

个分量表示式
。

作为公式 (2
.

2 )~ (2
.

5 )的应用
,

我们来求解H er tz 偶极子的场
。

H er tz 偶极子是一个长度为l的线电流元
:

I= I。 。x P (jo t)
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一
一

~

一一

-
-

一一
一

- 一 一
-

一
一 一

—
一 一

一
『 ~

—
这里。是角频率

.

电流元沿二
轴放置

,

且位于原点
.

如图 3 所

示
.

为方便计
,

假设 I
。

是一个实常数
.

在电流元 的 上
、

下

两端分别积聚了电荷士。
, 。=

告
I。

.

_
. ,

一
- , .

]口

P(r
.

6 )

由于
普

一 。
,

普
一。

,

普
一 0, 此时方程 即) 和

’。

(2
.

3 )简化成
:

△叻

_

少八
ee 尸

n 己 n we 二万犷 ~

一

口「
-

二 _ 丑
S o

(2
.

2 2 a )

△, 。一 ; 。 勺

赞
一。

(2
.

2 2 b)

在球坐标系中
,

八为
:

口1 l e o s s
,

jK
o e o so 、

, ,

,
、

梦e

== 二es一
怡厄一下万 ,

.

-t-

—
Ie X P 气一J八

。r )
4 汀己。、 r 一 r ,

在上式中省去了时 间 因 子 ex p (Jo t)
,

K
。
‘斌而丁

。 是自由空间波数
,

从原点到场点的距离
.

在角坐标系中
,

(2
.

2 3 a) 变成
:

(2
.

2 5习

, = (x
, + 。,

+ : ‘)音是

,一A

(晶
+ , “

。

最)
e二p (一‘K

Or , (2
.

2 3 b)

其中A =
q l

4兀e o

.

因为产生电磁场的源仅仅分布在原点附近
,

而我介1是在无限大空间内讨论问

题的
,

所以
,

我们只需要求出 (2
.

2 2 )式的特解
,

即偶极子本身所产生的场
.

齐次波动方程的

解是由无限远处的源产生的
,

而不是 由偶极子产生的
.

因此
,

对本问题来说
,

我们可以令齐

次波动方程的解为零
。

鉴于上述理由
,

对于 (2
.

2 2 b)
,

我们有

叻. == 0 (2
.

2 4)

在求得了二标位再和功
。
之后

,

我们便可通过 (2
.

4) 和 (2
.

句来计算厅和 对
.

先来 计算厅
.

由 (2
.

5 )式得

“一玩

黯
dz + , ‘

念
山

. _

器一
“

(等
+ , K 。

等
一心半)ex

。〔一jK er)

(2
.

2 6 )

日2

功
。

口夕口t

一
:

_ _
,

了3夕2

一一 J田 月吸一二茸一
、 I +,’ K

o

半笋 一K
3y 2

: 钓
e x p (一、力

于是

器一
“

(答
+ , K0 鲁

一心带)ex
。(一 ,’K

。
。

黔一沁(等
十 , K

得
一、

浮卜
p (一 ,’K

0r )

H

一 {豁一
, 口·。 ,

(异
+ , 、

。

异)二
。(一 , 二

。·)
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一
,

黑(各
+ , K岑)

。X p卜 , K 二 ,

H
, =

H
:

=

由变换公式
,

/ H
,

\

I H
。

l

、H , /

_

fa
Z

沪
。 _ ,

_

己 。

J石灭石i
。 二 _ 孚(声

+ ‘K
。

声)一
p ‘一‘K

。·,

HH万
矛

z
口l、、、

、、飞....了户
口

sin 8 e o s
功

c G s oe o s
价

一 s in 娇

s in 0 s in价
e o , 9 sin 娇
e o s
必

C O S

we S ln

可得H 在球坐标系中的表示式为
:

H
f

= 0

H
e= O

,

。ql
_ ,

_

_ 。
2 1

.

jK八
_ _ _

_ , ,

,
_ 、

月 价= 一 s in 甲月
二 十 c 0 s 毋月 私一 厂丁二下

b l n 口气二牙
-

一
~

不
~

一 I七盖 P 气一 J几
o r 少

任 研‘ 、 , 一 ,

几l
_ . _

冠jK
。 .

1 、
_ _ _ , 。

。 _ 、

= 万万甲
5 , “ 口

、一刃 个一 F至 )
匕入 F 、一 J J 、 “I , (2

.

2 6)

而由 (2
.

4) 式可求得百是
:

甘= 一v沪
。
+ 石执几

经过计算
,

万在球坐标系中为
:

日
2

功
e

atZ
d 之 (2

.

2 7 )

林
,

几l
_ _ 。

/j K
。 ,

1 、
_ _ _ , ,

。
_ 、 分

乙 = 一 J万而夕万万
一

c U S 口

气
.

兀丁 一 es

丽
一 )

“‘ p 、一 ‘1 、 。‘ , ‘ ,

1
0
1

一 ]
一

了二二卜
住汀田‘O

_ .
门
了 K 孟

.

jK
。

:

1 、
_ _ _ _ , :

。
_ 、 分

S l n t7 吸一 二一 -t- 一二厄一 卞二不 刀以P 气一 J 上、 o
勺

‘ 口
、 f r T 一 ,

以上结果与经典方法所得相同
。

我们还能更直截了当地证明
,

用 (2
.

4) 式和用经典的

所算得的百相同
.

考虑到功
。

= 功
,

由 (2
.

Ic) 和 (2
.

2 7) 可知
,

只要能证明

(2
.

2 5)

(2
。

le)

一

粤
一‘汽
汀鲁*

那末就可以说明两种方法所算得的户相同
.

H er tz 偶极子的矢位为
:

, 一‘恕黔
e : p (一jK 0r) 一石 j。拼oq l

4汀r

e x p (一了K
。r)

。宜
,

—
二二

- 凡

口t

。2拼。q l

4 兀r

e x p (一 jK
0 r)

而

玩一

冷
“一‘ 拼。￡。9 1

4 兀己。

(, 。)
2

只
一

青
+ ,’K

。 一

异)一
p ‘一 , K

Or , dz

节 。2拼。q l 了 1
_ _ _ _ , :

。
一、

~ 一凡

一不厂
-、一

、

下以 F t一 J 止、 “‘ 7

。2拼。q l

4兀r

e x p (一jK 0 r)

于是得证
。
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三
、

几 点 推 论

(l) 由 (1
.

e) 和 (l
.

7 )式可知
,

户包含两部分
:
户= 户

;
十户

: .

一部分是位场 户
‘

= 一v沪,

另一部分是与省
: 一丸平面平行的有旋有散场户

:

,
: 一‘:

(命J
”:”: 。 : d 一

)
+ ‘

8

(
一

命J
”3”!。Zd一

)
户

,
和户

:

分别满足方程
:

l
= 0

n l 「 口 I h
,
h

,
尸

r
, , ,

、 a / h
.

几
,

r
, , ,

、1
,
= 厂一不研JL万云丁

.

气
甸

玄
二

」
n ‘n “““a u !

)一万可灭一蔺
.

J
n on :。Za u :

)J

一

刘一于VV!
哎

l
气

v x 户
, = 苗

:
·

”
2一

钱石l命(剖
”!”: 。吕

d ·
;

)
一

箭(冷{
”

3
”!。Z

d 一

)〕
由此可见

,

在户
,和户

:

的源头中都含有由旋涡苗转化来的量
,

但二者符号相反
.

(2 ) 因此
,

对于一个给定旋涡强度为苗的涡旋场户
,

它可以由上面的位场户
,

(此时 尸二0)

和只具有两个分量的有旋有散场户
:

综合而成
.

这对于人工构建涡旋场提供了可能性
.

临 ) 与 (2
.

1) 式中的宜和功相比
,

(2
.

2 )一 (2
.

5) 式中的扒和矽. 处于更对称的 地 位
.

这与

M a x w o n方程组中它和厅的对称性是一致的
.

如果我们引入磁流和磁荷
,

则对称性更为明显
.

(4 ) 对于交变场
,

也存在推论 ( 2 )中所说的人工产生涡旋场的可能性
.

参 考 文 献

〔1 1 李春宝
,

从给定的旋度函数和散度函数构造矢量场
,

应用数学和力学
,

2
,

5 (1叨 1)
,

“ 7一 5右2
.

[ 2 ] p fo s

盯
,

R
.

a n d R E
.

C o llin
,

p r‘n c ‘户I‘S a ”d 月夕夕l‘C a t‘o n o f E le c tr O脚a夕n ‘t‘“

F ‘e ld s ,

M eG r a w ~ H ill B o o k C o o p a n y
,

In e
. ,

N e w Yo r k
,

(19 61)
,

19
,

3 93
,

5 16
。

[ 3 1 K o 、
妞

,

H
.

E
. ,

B e , 二o 尹” o e 万e , 。e 二e : 。e 0 H a 、a二。 T e ”a o 夕, o : o 万 c , u e o e ““。 (1匀6 5)
,

2 14
.

[ 4 ] C o ffin ,

J G
. ,

犷 e c to r 刁”a l夕: ‘s (1 91 1)
,

160

L5 1 复旦大学数学系编
,

嵘流体力学》
,

上海科学技术出版社 (1 96 0)
.

[ 6 ] P o p o v ie
,

B
.

D
. ,

IE E P r o e
. ,

12 8
,

Pa r t A
. ,

l(Ja o
.

198 1)
,

47
.

[ 7 1 C o llin ,

R
.

E
. ,

F ie ld T he o 川 o f 口。‘d e d 牙 a ”e ; ,

McG
ra w 一H ill Boo k C o m p a n y

,

In e . ,

N ew YO
r k (1 96 0)

,

2 2
.



相关位函数和求解M a x w e n 方程的新方法 12马

C o rre !a tive Po te n tia l Fu n e tio n a n d a N ew Me tho d fo r

So lv in g Ma x w e ll E q u a tio n s

L i Chu n 一
ba o

W
a n g B a i

~ s u o

(D a l‘a n M a r i”‘ C o lle夕e ,

L ‘a o n , n g)

Abst r扭e t

PaP e r 15 a eo n tin u a tfo o o f

1
.

A n ew p o te n tia l功w hie h

in t五15 p a p e r
.

T he p o t e n tia l 劝 15

1 S

p a p e r [ l ]
.

d e fin e d a s t五e eo r re la tiv e p o t e 幻tia l 五a s b e e n d e v e lo p e d

d iffe re n t fro m t五e e la s sica l se a la r p o t e n tia l功 a o d v e e to r

p o t e n tia z 只 de v e fo p e d by H e z二加 It:
.

T h e
n C 下了 fo rm

u la e o f t五e 5 0 1“tio n o f e q s
.

V x 了= 苗
,

V
·

了二尸

2
.

a re g iv e n in te rm s o f 劝
.

In tim e v a r yi n g e le e tro m a g n e tie fie ld
,

tw o n e w r e t a rd e d p o t e n tia ls
,

th e

tyPe

叻
。 ,

r e ta rd e d e o rr e la tiv e p o te n tia l 砂
。 a n d t五e m a g n e tic-- tv p e r e ta rd e d co rr e la tiv e

, 五ie h a r e d is ti二e t fro m the e la s s ie a l r e ta rd e d ; o te n t ia ls 兑 a n d 必
,

ha v e b e e n

e le et r ic-

Po te 刀 t ia l

u se d to

so lv e M a x w ell e q u a tio n s
.

T he

i且 t e r m s o f 叻
e a n d 叻

二 。

n e w fo r也u la e o f so lu tio 刀 o f M a x w e ll e q u a tio 幻 a r e g iv e n

3
.

T 五e m e t场d s fo r e o n s t ru e t io g a r o ta t io 幻a l field w ith g iv e o e u r l fu n etio n (v o r tieity)

五av e b e e n p ro p o s e d
.


