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摘 要

本文由非线性弹性力学导出带偏心正交加筋板大变形有限元混合泛函及其迭 代 方 程
.

在计算

中运用一个将二维祸合矩阵分解
、

求出三维系数矩阵作为原始输入数据的重要技巧
,

把非 线 性 方

程转化为瞬态线性方程
.

并用共扼斜量法求解
.

从而极大地简化了计算
,

提高了精度
,

取得了满 意

的结果
。

主 要 符

X
,

Y
,

Z 加筋板总体坐标

二
,

,
, , 板单元局部坐标

A ” ,

N
,

h 板单元中面
、

板单元总数
、

板厚度

{牙 }
,

尸
,

平 板单元总试探函数
、

艾 雷 应力函

数
、

侧向位移函数

{Q}
,

{奋尸 }
,

{ g 甲 } 板单元结点总变量列阵
、

广义力

变量列阵
、

位移变量列阵

{X }
,

{y l卜{犷 2 } 板单元形变列阵

M
二 ,

M
, ,

M
二 ,

板单元结点弯矩和扭矩

口‘
,
口打

,

几
二 ,

板单元弯曲应力

a , 二 ,
口二 y , ‘。二 ,

板单元薄膜应力

万
,
拼

,

G 弹性模量
、

泊松比
、

剪切弹性模量

h0
, s 。

梁单元腹板厚度
、

横截面面积

B
,

B l
,

B Z 梁单元总数
、 劣方向梁单元数

、

夕 方向

梁单元数

J 二 ,

J ,

梁单元在 zo 二 平面内
、

加, 平面内惯矩

【D l
,

〔D F I 板弹性矩阵
、

柔性矩阵

[D 。 ,

]
,

[D o Z

] 非线性祸合核矩阵

[K , ]
,

[K 甲 1
,

[K
, :

]和 [K
, 2

] 板柔度
、

刚度
、

辐

合矩阵

[K o ; ]
,

[K o 分 ]
,

[K
。 , :

]和 [K
。 , 2

] 梁柔度
、

刚度
、

藕

~ 二 _ 合矩阵
. 钱伟长推荐

本文在黄茂光教授指导下完成
.

〔K

号

,

o]
,

〔K
。

们 x 方向
、
梦方向偏心梁单元线耗

合矩阵

[K ], 〔H 」 加筋板线刚度和柔度矩 阵
、

非 线 性

藕合矩阵

[Q ]
,

[Q 甲 1
,

[ Q万 ] 加筋板总广义载 荷 列阵
、

横
. _

向荷载列阵
、

中面位移列阵

q
,

q 尸
,

q 甲 加筋板总变量列 阵
、

总广 义力 列

阵
、

总广义位移列阵

m 梁单元附加偏心力矩
,

见图 1
.
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图 1 偏心梁单元

杭、一 (a
m

一
‘, }

、
.

, 一

竿
尸

,

二
!
二 , , ,

fn ,一

竿
F

,

二 1
二 ,

.

,

其中e为偏心矩
.
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一
、

引 言

加筋板是工程中应用最为广泛的板
一梁组合结构

.

加筋板的大变形属于几何非线性问题
,

即薄板和梁在外载荷作用下
,

当挠度较大
,

超出小变形理论研究的范围时
,

分析这类结构必

须考虑中面或中性轴线的伸缩效应
、

结构形状的变化
.

对于几何非线性问题
,

经典弹性力学

部归结为求解相应的偏微分方程
,

除少数特例外
,

一般无法获得解析解
.

以往
,

有限元的许

多文献分析了不带加筋平板的大变形问题
,

使用的方法有 运 动 坐 标 法 和 势 能 最 小 化 法

等 「” 一 〔‘’,

而关于偏心加筋板壳的分析尚属少见
.

文〔5 〕用
“

位移法
”

对单向加筋 板 的大变

形和过屈曲进行了计算
,

取得了好的结果
; 然而文中为避免非线性藕合矩阵的浩繁计算

,

把

弯曲与薄膜力的非线性藕合近似处理成一个等效载荷
,

其理论分析不够严谨
.

过去
,

经典弹性力学解板的大变形问题实际上是一种混合法
,

即 解 用 变 量 才 (二
,

功
,

F (二
,

功表示的卡门 (v on K ar m an ) 方程组
.

据此
,

文 【7 〕采用了混合有限元法分 析板和

圆柱壳的大变形问题
,

取得了满意的解答
,

但文中没有将非线性藕合矩阵进行分解
,

故计算

工作量很大
.

本文用混合有限元法分析计算加筋板的大变形
,

着重在处理非线性藕合矩阵方面取得进

展
.

文 中首先由非线性弹性力学分别导出平板和筋条大变形的混合泛函
,

然后引入空间梁元

的偏心处理
。

梁元的偏心带来弯曲与薄膜性质 的线性藕合
,

为将梁结点位移转为板结点位移

而补充
“

附加偏心力矩
” ,

从而建立了正交偏心加筋板大变形问题的一般方程
.

程序设计中

将弯曲与结构形状的变化
、

弯曲与薄膜力的非线性藕合矩阵进行分解
,

将预先分解出的三维

系数矩阵作为原始输入数据
.

这就巧妙地把非线性方程转化成了瞬态线性方程
,

并用共辘斜

量法迭代求解
,

故计算极为简便
、

收敛快
、

精度高
,

适合于工程应用
。

-

二
、

加筋板大变形混合泛函

几何非线性问题的主要类型之一是小应变
、

大转动问题或者小应变
、

小转动
,

但应 变的

大小与转动的平方同级的问题
,

结果均使物体产生大变形
.

因此
,

板的变形能中的应变张量

应以如下的 L ag ra ng ian 有限应变张量代入
「”’,

即

e ‘, 二 e 。, 。一二左‘, (‘
,

j = 二 , , ) (2
.

1)

其中
e 二二 。

一 u , 二 十

告牙
熟

} (2
.

2 a ,

b
, e )

及曲率张量

1
, , , 。

e , , o

一 U , , + 令附 {
,

2

夕二 ; 。

~ 2 仑二 , 。
= u , , + v , 二

+ 砰
, 二

附
, ,

寿
‘, = 附

, ‘,
(2

.

3)

大变形板单元应变能为

u一告丁{于
。

一
, d犷

将 (夕
.

1 )代入 (2
.

4 )
,

并用 L a盯 a n g e
乘子 引入条件(2

,

2a
,

b, c)
、

(2. 5)

于是

(2
.

4)

并通过变分求

出 L o g r :、n g e 乘子
; ’。‘
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一
.

一
_

.

一
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,
。

{
: 可恶万〔、

·

⋯ +

一
,
’ + 2 “一“, ‘· ‘

·。
- ·

一
, ,

+

警
〔‘“二 + “二) 2一 2 (卜

,名) (“:
,
一、二、

, ·

)卜[一(
· , ·

+

合二
;

二

){
、

二

一

卜
, ,

一(
。 , , +

省砰
:

;

)}
N 一。2⋯

。

一 (·
, , + · , 二 + 二

. 二

、
、 ,
) :、

, ,

其中

+ (k
二二
一牙

。 二 x

)M
, + (k

, ,
一才

, , , )M
, + 2 (存

二 , 一班
, 二 ,

N
二
~ h

(, 二 ,

N
,
一 hJ , ,

N
二 ; ~ hr 二 ,

, M二

{
d ! d 。 ‘2

·

5 ,

(2
.

6 a .

b
, e )

M
二
二一D (肠

二
+ 拼k

, , )

M
, = 一 D (海, ,

+ 拌k
二二

)

M
二 , 二 一D (1 一衬)爪

;

式中 D 是各向同性板的抗弯刚度
,

它是

} (2
.

7 a ,

b
, e )

D = 一

1

E ha

2 (l一拜
么

)
’

引入
“

Ai ry
”

应力函数 F (“刃
,

则薄膜力为

N , ~
矿F
口另名

N
二 ,

口Z
F

ax 口夕

设板单元上作用有分布载荷互
,

边界横向剪力 口
: ,

弯矩M
, , ,

平面内位移 。 ,

(2
.

s a ,

b
, e)

云
,

则外力功为

,户�一y
们

犷
口

一d口一(

一一劣N

v ,

一 {{
、、 d , d 、一

{ 。O
:

研一厉
, ,

、
, ,

〕d : 一 { [ aF
, ‘:
一 。F , , :

〕d : ( 2
.

。)
J J A ” J al

‘

J 8 2

故大变形板单元混合泛函为 n 二= U 刃 + V 份 .

由6
、

n 二= 0
,

消去 。
二。 , e , , 。 , e 二 , 口 ,

寿二
,

寿
, , ,

肠
, ,

忽略位移高阶项
,

并运用平衡 条件

d万
二

.

一二, - 一十
口X

日N
二 , 口N

二 ,
.

口N
,

十
一二丁丫, = U
0 夕

(2
.

1 0 a ,

b )

。
‘

(r 「 1
,

。
.

。
二 _

。 。
一 ,

.

、
。

。

一 D
r

~
, ,

, ’汤= JJ月
,

飞一万瓦
一 L厂 :

二 X
+ 厂 ; ‘ ,

一“拼厂 ,

“厂
, ““ + “L’+ 拜) 厂 ’

· , J + 万 L伴 ; 二 + 妙 ”
,

+ 2。砰
,

二不
,

二 + 2 ( 1一拼)附
,

一〕+

音
〔F

,

一牙‘
·
+ F ,

二牙 :
,
一ZF ,

一才
, ·

牙
, ·:

一 。砰}
。·d 。一

{
二 ,

(。
·

才一“
, ·

砰
, ,

) d 吕一
{
。 2

‘“F
, : :
一 石F

, , ‘

, d 吕
( 2

.

1 1)

由6 n 盆二O ,

可推出著名的
“ v on K ar m an

”

方程组如下
:

D △△冰 = 互+ F
,

”平抽
二
十F

, 二二

牙
,

“一ZF
,

曰附
,

口 、

△AF = E h (班 于
二 ,
一不

. 二 二

牙
, , , )

下面按正交偏心加筋进一步导出加筋板大变形的混合泛函
.

设筋条横截面积
: 。、

腹板高度 t 均相同
,

则对于沿 劣 方向的筋条有
e 二二 = e 二 二。一 之k

二二
-

( 2
.

12 a ,
b)

其中
e 二

。

一。 , ·
+

合班
,
·

k
二二
二丫

, 二 二

. y
‘

( 2
.

1 3 )

( 2
.

14 )

(2
.

1 5 )
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其应变能为

将 (2
.

] 3 )代入 (2
.

乘子
,

于是有

U

一告!{!
犷
E ·‘

·

d犷 ‘,
·

‘6 )

2 6)
,

并用 L a g r a n g e
乘子引入条件 (2

。

1 4 )
、

(2
.

15 )
,

通过变分求出 L a g r a n g e

“
一音{

,

卜塌瓦
~

F , 二 + E ‘,
牙 ,二 +

赘F
,
一班 ,

·

]
, ‘
“二·

(2
.

1 7 )

同理
,

沿 y 方向加筋条混合应变能为

U

一合丁
,

,

卜
一

赢了F , 二 + E ‘
·

牙”
, ,

+
全F⋯附 ,

,

〕
二 ,
““,

‘2
·

“,

于是求得非偏心正交加筋单元总应变能为

U B = UB ‘+ U B Z

偏心处理后
, 二 ,

y 方向筋条附加力矩应变能为

仅
曰

19 )

。 1一

}
,

.

“。卜{
,

釜
F

, , ,
,一 “牙

,

一釜兄

常}
,

,

(F
, 二二

不
, , , )l

二 ,

d夕,

(F
, , ,
牙

, 二二

) !
,

.

d 义‘ (2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

O = 0 1 + 0 2 (2
.

2 2 )

又外力对偏心正交加筋所作的功为
vB = 一 [口

z

不一对
二二

平
, 二

1 ,
‘

一 [O
二 ,

牙一厉
, ,
才

, , 1,

th
。 ,

。
.

才h
。 _

,

~

一下
竺 ~
“

‘

厂 , , , Iy
‘
一 下一

.
’

厂 ,

“ l“
, (2

.

2 3 )

其中澎
,

澎 为筋条端面形心沿 二 , y 方向巳知位移
,

O
二‘ ,

口
二,
为切力

,

厉
二二 ,

材
, ,
为筋端外力

矩
。

故正交偏心筋
一

条总泛函为

n 二= U B + V B + 0 臼
。

2 4 )

于是求得加筋板大变形混合泛函为

「 1
,

。
, .

。
。 _ 二 。 。

。
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[Q
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砰
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‘
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.
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JJ
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z ,

牙 一 几
,
砰
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万厂
一

B l
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乙 尸
, , ,

际 +
th

。

h
石‘乙尸
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。卜
,

三
、

非线性分析所用单元

根据加筋板的形状
,

可以选取各种协调元或非协调收敛单元作为非线性分析所用单元
.

本文典型算例为矩形加筋板
,

故以选取矩形单元为宜
.

双三次 H e r m ite 协调元收敛快
、

精度

高
,

但内存较大
. “

八C M
”

非协调元单刚简练
、

收敛良好
、

精度较高
,

但本文不 用它
,

而用

文〔。〕构造的一种新型快速收敛
·

1。自由度板弯曲矩形拟协调元
,

因该草元 比
.

O

Ac M
,

元优

越
, .

见图 2. 据此
,

令单元上的试探应力
、

位移函数分别为
:

尸‘氛
一

种
.

甲

石
“

尹 砂
,

研 (省
, 刀) ~ 乙

a ‘君p
‘

护
‘

(3
.

l a ,
b )

a ‘为待定系数
,

省
, 刀为无量纲坐标

卜 X
_ _

夕
‘二禅

—
,

刀二二; 飞,
a

一 _ _

O
( 3

.

2 a ,

b )

0‘
, n ‘,

P‘
,

刀
. 取以下数值

口= p = [0
, 1 , 0 ,

‘

2 ,
1

,

0
, 3 , 2 一

1
-

n = 刀= [ 0
,

0
, 1 ,

0
, 1 , 2 ,

0
, 1 , 2 -

定义单元体广义力结点参量和结点位移参量分别为
‘

中
‘.

数其指

( 3
.

3 a ,

b )

、

1
1.
‘�

, .�, .J嘴二4,,
J任,工

,,

‘”�OJ

{g , }= {F
. ,

F
, 二

,

, F , 夕
.

, F , , F , 二, , F , 夕, , F . , F , 二 , , F , y 。 , 尸. ,

F
, 二。 ,

F
, 夕。全,

{q , } = {砂
‘,

附
, 二

: ,

研
, 夕 ,

才
, ,

牙
, 二 , ,

牙
, y , ,

万
。,

牙
, 二。 ,

牙
, 夕 。 ,

牙. ,

不
, 二。 ,

平
,
夕。少,

( 3
.

4 a ,

b )

令

r 匆, 圣、

{q 手“l 一十
“

4叼甲手
J

( 3
.

5 )

故

F (占
, 刀) 二 [N 〕, {口, 卜

邵 (省
,

公 = [N 〕? 生叼, 全
} ( 3

.

6 a ,
b )
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一
‘ - - - ‘‘‘ - - ~ . 口 . - -

q

,lJ.

r

0
.

N
魂才 冬=

F (雪
,

叻

牙 (省
, 叮) }

一
【

[N ] ,

0
(3

.

7)

其中插值函数 fN 〕和 单元线刚度矩阵见文【8 ]附录
。

四
、

非 线 性 平 衡 方 程

由‘3
·

’“ , b) ”
.

会
一

告影 命
一

含备 (4
.

la
,
b )

故泛函 (2
.

2 5) 中各项分别为

尸
口

.

FK
r.‘甲,

O
.

1一2
一一

、.
,J

yxdd
, .J

,X)F拼+
J.上了、O山

十口甘F丢苦F拼O‘一封
F+吕 合F

才

�

I
J�

!
J

�
‘

内�一O白一

万一、一.

( 4
.

2 )

进
、

「D
、

[(’
, , , , , , . , . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

1 ,

山 落下 }!
.

L伴 :
二 二

+ 伴 盆
, ,

+ 2产川
, 二,

碎
, r , + 2 ( 1一产) 伴于

二 ,

] d对川 =
一

含q奋[ K , ]q ,

旅 . I t ‘ J , 月
一

‘

」 ‘

( 4
.

3 、

万 r 嘴 r r

乙 {告}}
‘

IF
,

, ,

附 :
·

+ F
, 二二

砂子
,
一 ZF

, 二 ,
砰

二

牙
, , 〕d对夕卜告q芬[ K

, : lq ,

” . 1
’ . J J

戏
一

J ‘

( 4
.

4 )

其中

‘X ,

一{擎
,

祭
, 2

瓷给}
·

‘y ‘了 一

{嘿
一

嘿
,

嘿}
’

“ 2 厂 一

{鉴
!

偿
工

,

黔}
’

(4
,

5 )

( 4
.

6 )

(4
。

7 )

(4
。

8 )

、、....夕口产0
,

0

1 一升

2

了l‘巨、车、

刀�一
�D

一祥

〔D
,

」二 一 一拼

0 0

”
‘

、
。

}
三土巴l

2 ,

(4
.

9 )

o zJ了les.飞人

一下伦

D
门.几一石�

〔”一」‘

(
魂q r }, [N

, , ,

0
_

0

0

嘴口, 卜, [ N
, : 。1

0

O

0

一 2 招口r },
[N

,
‘,

]
) ( 4

.

10 )
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[ K , ] ~愈
·“

丁I:考X }, [D , 」德X 卜d占d 冲 (4
.

丁1)

·
、、,尹

0‘J.二

.

、
Jq

了.、

万

[ K二] 二 {X } , [ D ]谧X 卜d占d 刀
月一 l

万

[ K , ,

〕= 乙
a

考Y l卜, [D 口 ;

]褚Y Z }d雪d 冲 (考
.

1 3 )
” . !

”

仃;
其它各项为

粼{J,
.

!
一

命
“ ,

, ,
+ EJ

·
牙 , 二 +

%F,
,’牙 ,
刁

夕

斌
+

娜
一谧计尸 , 二 + EJ ‘ ,

,

什%F,
一叫

·

妙心
一
合
、, , : K二 〕, · + q“〔K一 , , , + , “〔K一 , , , ,

(4
.

1 4)

。= 告, ; ([ K . 。

〕+ [ K
。 . 2), ,

山

(4 奋1 5 )

其中

{J:
(。N

,

二〕〔N
, , , 〕·) ,一 d X , +

{:
(〔N

, 二 二

, 〔N ⋯〕”‘一 d 。,

)
(4

.

1 6 )

;

E祠八
[ K o , ] == 一

S o

E hh
。

B

〔K 。, 〕二 E E
匆 一1
优 、L ‘”

盆苦““”
昌苦 J 声 ’y

‘“ ‘t
丁J

。‘ 留 、“ ‘ ’ , , , “ L ‘

”
夕 , “ 夕 ’万 , “ “ ,

J

(4
.

1 7 )

〔‘一卜餐鑫{{:
(:二

, 二

]币。, }, [N
, , , 1[ N

, 二

] , ) !
y d为

([N
, , ] {q r 争r [N

, 二二

〕[N
, , 1 , ) 1

二 , d y ,

} (通 丈8 )

b0�.,J

+

�
‘

[ K . 。

] = ( [N
, , , ] [ N

, 二二

] , ) !夕
‘

d为

[ K
。 . ] ,

等鑫I
,

:

子全I
,

,

( [ N
, , , 〕[N

, 二,

] , ) 卜
,
d y , ( 吸

.

2 0 )

万

又因乙 I{
通

.

硬牙d xd 夕= [Q, ,

]
, q ,

(4
.

2 1 )
肠 . 1
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其电 〔Q一 :一鑫几
·

互〔“〕二脚 (4
.

2 2 )

在边界上由于
一 [N

, ,

」, = [双诗尹co sa + tN
, , 」气io a

其中
c os a , sin a 为边界上法线 万的方向余弦

.

(4
.

2 3)

牙 l r [N ] r l

之“下 之
、

书口时
研

, , ’ ‘

[N
, 一

]
r J

(4
.

2 4 )

于是其余各项为

粼
. :

卵匹那担讨
a
、

何、研
, :

、脚
。W

Z

“’q ! + 〔
蜘

,
q· “

·

2“,

B 么

艺 O, 班一礼严 ;
,

〕,
.

+ E 阅谕万一凡洲
一

刁
!

合 ’

招 . 1

th
。 ,

十 代厂一
,

n
艺

a ,
F

, , ,
ly

‘

,
~

下一台
“ ‘

一

””
“

’

一 L 丫 o w , 」 ”W 下 L 丫 o F J ”尹
了4

.

2 6 )

其中

[ Q, : lr “到
_ 「 [N ] ,

1
〔Q

: ,

一M ”〕嘴
_ _

阿
;

L [N
, 一

]
T

J
(4

.

2 7 )

飞子

r.少、.t艺

。,M
一v卜一[ Q , :

] , 二刻
[N

, 。.

〕,

[N
, , ‘

〕,
(4

.

2 8 )

L

君东 勺 汇
二

[ Q。 , :

」, = 乙 [ Q
o z ‘,

·

亡
‘

〔N 护 j :
生共

‘

」悦
_ _ _

佘 + 乙 [Q
o z ,

t 【刀
, 二

]
r ’笋

[N 了,

[N
, , ]

,

”
,

rL声、.L

岁

一工M
、一

(4
.

2 9 )

〔o 。 ,

〕7 一

令{
一

会
〔、

, , ,

〕·、,
‘
+ 。, 当

‘

〔、
, 二二

: ·
、

:二
,

(4
.

3 0)

以上各式代入总泛函 (2
.

2 5) 中得
钻

-

一

音
q
·

(〔K“+ 〔长: ; , q下〔Q〕
’ q

=

{:: }

(4
.

3 1 )

其中

[K
。 ,

〕= [K , 1

〕+ 〔K
。 , ,

1

f 〔K
, ] + 〔K 。 , ]

[K 〕= !

(4
.

3 2 )

(4
.

3 3 )

[K 。 。

〕+ [ K
。 , ]

[K 二」+ [ K o 二」
(4

.

3 4 )
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[ K G〕== (4
.

3 5 )

[Q ]

、 o [ K 。 :

]
产

一( [ Q一 ] + [ Q。·〕 )
-

“

[Q , ,

] + [ Q , :

〕+ [Q o , :

」
/

[Q
r 〕

[Q, ]
(4

.

3 6 )

由于非线性祸合矩阵 〔K
。〕中藕合着变量 q

,

故 n 的变分与一般线性泛函不同
.

为了清楚

起见
,

下面用张量形式进行运算
:

令 光
. ,
为线性矩阵〔K〕中系数

,

岁‘, 。
为〔K

口〕中各系数
, 。为 q 中元素

,

R 为加筋板计算

所取的结点总 自由度数
,

故加筋板的总混合应变能为
一 -

“

一合户户
、

‘, 1
六 六 六

_ _ _

q ‘“, + 言头户乡 君
‘, ‘ q ‘“, “,

, . . . 占 J ~ 人 口 . . 二

(4
.

3 7 )

外力功为
R

v 二乙 Q . ‘口‘ (4
.

3 8 )

‘一 1

_ ~
‘ ,

_

_ , _ ,

⋯
、 , 、 _

日n
‘ , 。

寸足 田 b , ’= o ‘U 十 丫 ) = U , ,

面刃= U
得

户
、

, ,。, +

合户户
(二

‘, · + 2二一)。
·。, 一。· (‘一 1

,
2

,

一 R )

J . l

二
‘ J . 二

(遏
.

3 9 )

用矩阵表示即为

([ K」+ [H〕)q = [ Q]

其中

(4
.

4 0 )

合
〔K一〕

[ K
。 ; 」

(4
.

4 1 )
n甘八U

J百百....性、
龟

一一H
一..‘

[ K 。: 〕= [ K , : ] + [ K
。 , : ] (4

.

4 2 )

[ K , : 乞f!
,

-

一 J J 在

。

{y l}r [D o : 1{Y Z }d 劣d 夕 (4
.

4 3 )

[K
。g : ] ~ 赘{

,
,

(〔N
, ·

〕、。,
,
·〔N

, , , , 〔N
, ·

」” ,
,

,

dx
‘Bl乙

+

鑫豁
了

(: ,
, ·〕、。牙*·〔N

,

二〕〔N
, · , ·, ,一“一

(4
.

4 4 )

[D o : 1=

{a , }r [ N
, , , ]

0

0

0

凌q , 企, [N
, 二 二

]

0

0

一2 {q , 蚤, [N
, 二 , 〕

(4
.

健5 )

故大变形迭代公式为

([ K , 〕+ 〔K 口 , 〕) q声
” ’

+ (「K , 。

〕+ [ K
口 , ] )q举

. ’

([ K 二〕+ [K o w 」) q诸
” ’

+ [K 。、〕q爵
” 一 1 ’

二 [ Q, ]

+

合
汇K G :

“q刃一 [ Q
·」 飞‘

·

; 6 ,

.

(4
.

4 7 )
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五
、

非线性藕合矩阵的分解

二维非线性藕合矩阵〔K
o 飞〕和〔K 。:

〕是几何非线性问题的最重要特征之一
,

它反映了弯曲

与结构形状的变化
、

弯曲与薄膜力的非线性藕合
.

在计算中如何处理非线性藕合矩阵
,

这是

各种有限元法分析几何非线性问冠的关键所在
.

若按常规计算
,

迭代方程 (4
.

46 )
、

(4
.

47 )中

二个非线性舞合矩阵各元素的于熏积分将使运算极为浩繁
·

为了简化计算
,

同时又保持理论

的严谨性
,

下面用张量形式进行分解
:

“
.

峨6 )
、

(峨
.

凌7 )可写成

笼知:
号耸灿

“。

一
。:

. 一 二 碑 ~ 1

(5
.

1)
甸云,-l

B 生 月 1

E 笼
。,。J+ 乙 习尹

。‘,。忿。, 二Q气 (5
.

2 )
‘一 l 夕. 1

.

一 R
.

_

~
. 、

其 中 R , 二 兮 (k 一 ’
,

“
,

一 R l).

光尝
, ,

笼
, , 分别为二阶线柔度张量

、

线刚度张量
.

黔山 羚
“分别为三阶藕合系数张量

.

时
,

时 为一阶广义力变量张量
.

q ‘
,

q , 为一阶位移变量张量
。

·

口孟
,

Q二分别为一阶广义位移张量
、

广义力张量
.

令张量 G 踌和 G , 。 分别表示〔K
。 ,

〕和〔K 口: 〕
,

则

G 萝
。 = 万 尹

‘J . q ‘ (5
.

3)

G , , = 乙 尹。‘, q贯 (5
.

4 )

因三阶张量尹
‘, , = 笠。‘, ,

故可预先将单元藕合系数用二重积分逐个求出
,

作为三维输入

数组
.

当
.

上一次迭代中变量 口‘(或 q节) 作为定值时
,

则每一次迭代中二维非线性藕 合矩阵便

被确定
.

于是
,

在各次迭代中
,

非线性方程组 (4
.

4 6 )
、

(4
.

4 7) 就转化成了瞬态线性方程组
。

六
、

共 扼 斜 量 法 迭 代 求解

二维非线性藕合矩阵的分解
,

不仅使非线性方程组线性化了
,

而且也构成了一种共扼斜

量法的迭代格式
‘“’:

K , q砚 = p 一 c 矛 (6
.

1)

其中

K 二 为结构总线刚度矩阵
,

q二 为结点位移列阵
.

。为结点荷簌列阵 (修正方向向量)
.

砂为计算剩余向量
, c 为引入的比例因子

.
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共扼斜量法是一种非线性迭代法
,

它适合于系数矩阵 灭二 为对称正定情况
.

只 要修正方

向 P 不与被修正的向量 口二 相应的余量 F 正交
,

则总可以通过不断修正而得到一个 较好的近

似解 q洁
”’ .

用共辘斜量法解 (4
.

4 6)
、

(4
.

4 7 )计算步骤如下
:

(1) 令 口
, = 0 ,

由 (4
.

4 7 )解得初始向量 q泛
” ’ ,

代入 (4
.

凌6 )求得 q声
1 》 ,

(2 ) 将向量彩” 代入 (4
.

47 )中的〔K 。: 1中
,

求得剩余向量 萨‘0) ;

(3 ) 由又二q梦
” ’

= 户一 c ‘“ , 了‘
, 一‘,

求得向量 q子
‘, ;

其中

C 〔. )
(了‘一

‘, ,节‘卜 ”)

(又二户
,

自
(6

.

2 )

(4) 对于
, = 1

, 2
,

、 { q子” 一口清
” 一 , ’

二d } 二 t : )

) 叼矿

⋯
,

重复上述步骤
;

< ￡ (允许误差 ) 时计算停止
,

相应的 酬
” ’

即为有限元方程 组 的

解

七
、

典 型 算 例及 比 较

本文编制 FO R T R A N 程序
,

在国产 3 20 机上进行了计算
.

计算中假设板梁材料 相同且

各向同性
,

忽略加筋条的扭转和翘曲
.

为了加快收敛
,

还采取了将前后两 次计算的位移值取

平均值作为下一次迭代初值的措施
。

<1 > 实例 1
.

均布侧压下的四周固支方板 (图 3 )
.

巳知 a ‘

二 b
’

= 6 0 e。
,

h = ze m
, 召= 0

.

3 ,

E = 7
.

2 x l0
5
k g /

e m
Z ,

互= 1一 IOk义/
e m

Z ,

由于

对称
,

取牛板计算
,

用 3 x 3 网格
.

因 rK 口 , 〕= [ K 。, ] = rK 。
。

] = [K
。 . 〕~ [ Qr 〕= 。

,

故内存仅
一 r 一

4 班、
” 了

’ ‘

”
‘ - 一 ’ . ‘

”

一
- - - - - - - - - - - - - 一

一 ”
一 ’ 一 ’ 一 梦

占一万八千全字长
。

不犷
c

/ h

下

肠
,

上L--L --l-- --l-- 匹
。卜b, / 2习

小挠度解析解

大挠度解析解

朴
尸‘

/E h’

50 1 00 1 50 2 0 0 邓0

州|7550器。10.0.0.

_
-

止一一一崖

图 3

图 嫂表示大变形板中心挠度与我荷之间关系
。

其中小挠度解析解按文献〔12 ]所提供的解

析式子计算得到
,

大挠度解沂解则按文献〔1 1] 所提供的解析式子计算得到
。

表 1 给出了 互= 2
.

sk绪/
c m

“

时
,

板中心处挠度
、

薄膜应力和弯曲应力
.
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表 1 板中心挠度和应力

卜幸奥份!
一一
垫少止{董阵些也巫丝⋯

~

颤亘巫巫}
卜奖婴{黝

一一卫二旦i巨一
~

{
一

一上一
~

一{一一一竺些
一一门

卜尊夔
竺竺擎(- 华弊一一巡一卜

一2竺一{
! 严不解 } ”平”

:

_

生
卜 二

228
. ,

鱿
_ _

_

少
”

. _

」

以上实例 5 次加载仅用机时 15 分钟
,

中心挠度与解析解相比误差在 4 肠左右
.

:

必 实例 2
·

均布侧压作用下的 四周固支 ‘ 方向偏心加筋方板 (图5)
·

已知 a ’

= b
’

= so e m
,
h = h

。

, le m
, 拜, 0

.

3 ,
、

E = 7
.

2 x lo
‘
k g /

e m
Z , s 。= 4 e m

Z , e = 2
.

sem
,

‘一‘“m
,
‘, 一5

·

3 3 c m
4 ,
硬一‘一‘”kg /

一
由于对 称

,

取
奋
板计算

,

用 3 丫3 网格
.

由于〔K
。 . 〕

公负
二 1, 。

,

内存占二万全字长
.

图 6 表示大变形偏心加筋板中心挠度与载荷的关系
.

其 中

小挠度解析解按照文献〔12 〕所提供的解析式计算得到
.

表 2 给出了 受一 sk g /c m
Z

时 板 中 心

挠度和板
、

梁中心点应力
。

军以几
:

.

。。

!

A一A

‘

冬 一
。户一里 零子

5 0 1 00 2 00 2 5 0

图 5 图 6

表 2 板中心挠度和板
、

梁中心点应力

l 二 . * 、 }板中心挠妇 香曲应力 }簿膜应苏 {梁电。最大应}
、

梁中
‘

。切为I

祥翼共{
- 全竺一

{卫竺竺
-

{少竺竺⋯垒燮竺
.

卜坐当} 5

}{)全垦竺竺竺竺卜
一 ,些犯卜卫里翌一

一

卜二生一卜
一

王塑一卜二翌目
伴婴, 一竺竺已一竺兰一毕些一上一竺生过竺兰一!
卜挠度解析解1 缺 !

以上实例 6 次加载仅用机时 15 分钟
.

.

一 上述两个典型算例表明
,

用本文方法分析计算加筋板的夫变形问题具有收敛快
、

计算量

少
、

精度高
、

理论严谨等显著特点
,

能为工程界按受
.

至于加筋板的过屈曲分析
,

将另有专

文论述
。



加筋板大变形的混合有限元解法 ! 5 1

参 考 文 献

M u r ra 了
,

D
.

W
.

a n d E
.

L
.

W ils o n ,

Fin it e e le m e n t la r g e d e f!e e tio n a n a ly s王5 o f p la t e , ,

J
.

S tr u e t
.

D 云刀
.

A S C E
,

95 (1 96 9)
.

W a lte r ,

E
.

H a is le r ,

D e v e lo Pm e n t a n d e v a lu a tio n o f so lu tio n Pr o e e d u r e s fo r g e o m e t rie a lly

n o n lin e a r s tru
et u ra l by t h e d ir e e t s tiffn e ss m e th o d

,

A IA A J
. ,

4 (一9了1)
,

一 13

F o x ,

R
.

L
. ,

D e v e lo p m e n t in s t ru e tu ra l a n a ly sis b y d i re e t e n e rg y m in im iz a tio n .

A I 4 A

J
. ,

6
,

G (1 968)
.

刘正兴
、

冯太华
、

李定夏
,

用有限元法解加筋板壳的几何非线性问题
.

南 京 航 空学 院 学 报
,

5 (1 97 9)
.

常福忠
、

刘玉兰等
,

加筋板大变形及过屈曲的有限元分析
,

科技资料
.

第三机械工业 部 第 六O

五所编
.

1(1 98的
。

B
.

B
.

诺沃日洛夫
,

《非线性弹性理论 》
,

朱兆祥译(1 953)
.

G a ss ,

N
.

a n d B
.

T ab a r r o k
,

L a rg e d e fo rm a tio n a n a ly s is o f p la t e s a n d e ylin d r iea l s li e lls

b y a m ix e d fin it e e le m e n t m e tho d
,

I n t
.

J
.

N
“明

.

M
e s h

.

E n夕
. ,

10
,

7 11一7 46
.

陈远汉
,

一种快速收敛 12 自由度板弯曲矩形拟协调元
,

19 81 年中国科学技术大学研究生毕业论

文
.

冯康
.

< 数值计算方法》
.

国防工业出版社
,

(1 978)
.

W a shiz u ,

K
. ,

犷 a r i a tio n a l M e tho d s fn E la s t公e ft夕 a n d P la s t ie itu
,

Pe r g a

伽
n Pre ss ,

友1 96 8)
,

164
。

A
‘

C
.

沃耳密尔
.

《柔韧板与柔韧壳》
,

科学出版社
,

(19 63)
。

5
.

铁木辛柯
.

《板壳理论》
,

科学出版社
,

197 7年10月第一版
.

, .几J
I
J‘J.,‘

�..‘护,.L

, .Jf 月J .
,口‘任

护..L�1.

, .
J

‘J�..L

入

铸娜

之 [ 6 ]

[ 7 ]

OO,功

[ 1 1〕

[ 12 ]

La r g e D e fo rm a t io n So lu t io n o f St iffe n e d Pla te s

by a M ix e d F in it e E le m e n t M e tho d

一

气 Ch e n Y e n 一
h a n

(U ”‘u e r s‘t夕 o j S c , e n e e a n d T e e h n o lo 夕9 o j C h i n a ,

H e f口窟)

之
Ab s t ra c t

I n t h o p r e se n t p a p e r , a fi n i te e le m e n t 翅 ix e d v a r i a t i o n a l fu n e ti o n a l a n d th e i t e ra tiv e

e q u a t io n s o f t h e e e e e n t r ie o r t h o g o n a l s ti ff e n e d p la t e s a r e d e v e lo p e d in a e e o r d a n e e w it h

且 o n lin e a r e la s ti e i ty B y u s in g a n im p o rt a n t t e e hn i q u e t五e e o u p li n g e o e ffi e i e n ts o f t h e t w o

d i m e n s i o n a l e o u p li n g m a tr i x a r e r e so lv e d i n to th e k n o w n in p u t da ta i n th e p ro g r a m m i n g

w h ie h 15 a th r e e
一im e n s i o n a l e o e ffi e i e n t m a tr i x

.

T h e n o n li n e a r e q u a t io n s a r e tr a n s fo r功e d

z n to th e i n s ta n t a n e o u s Ii n e a r e q u a ti o n s
.

T h e li n e a r e q u a ti o n s a r e so lv e d b了 u s i n g th e

c o n ju g a t e g ra d ; e n t m e th o d A s a r e su lt
,

th e r e fo r e ,

t h e e a le u la t io n 15 s im p lifie d e o o rm o u s l了
,

th o Pr e e is i o n 15 im Pr o v e d
, a o d a sa t i sfa e to r y r e s u lt 15 o b ta i n e d

,


